1 Princip reativity.

Princip relativity iika, Ze fyzikalni zakony maji stejny tvar ve vSech inercidlnich souradnych
soustavach. Inercialni soustava je definovana tak, Ze se v ni volna castice pohybuje
rovnomernym piimoc¢arym pohybem, musi tedy byt vzgemny pohyb dvou raznych inercidnich
soustav rovhomerny primocary. Galileiho princip relativity predpokladda vztah mezi ¢asem a
prostorovymi souradnicemi v soustavé K a K’

t=r+t , F=p+r +Vt , (1.2)
piitom obvykle ztotoznime pocatek odeciténi ¢asu a prostorovych souradnic, tj. pokladame
7=0, p=0. Porovnani druhého Newtonova pohybového zékona v soustavach K a K’

d’r -, d’r =,
M- =F(F.t) , mdt,Z:F(r ) (1.2
vede (dosazeni (1.1) do druhérovnicev (1.2)) na
IE(F,t)Zlf'(F—Vt,t) . (13)

Jestlize sila spliuje podminku (1.3), vyhovuje pohybova rovnice dana druhym Newtonovym
zékonem Galileiho principu relativity. Je tomu tak napriklad vzdy, zavisi-li sila na vzdalenosti
¢astice od n¢jakého silového centra (nebo od jiné ¢éstice). Ale také napiiklad Lorentzova sila
v homogennim elektrickém a magnetickém poli by vyhovovala Galileovu principu relativity,
pokud by se pole transformovala podle vztahu

E,=E+VxB, . B =8, . (L4)
Pole se ale ve skutecnosti (jako reSeni Maxwellovych rovnic) transformuji jako
Eo =B » By =By
L 5 _VxE
(B +VxE,) o i (1.5)
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Podivejme sg, jak se pri Galileiho transformaci chova vinovarovnice

Dwg[laz 2 9 62j¢:0 | (L6)

o o oy oF

Zevztahu (1.1) plati
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Mame tedy pro d"Alembertav operdtor v pohybujici se soustave jiny vyraz nez v pavodni
soustave, a mohli bychom tedy principidlne odlisit privilegovanou inercidlni soustavu v klidu.
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2 Lorentzova transformace.

2.1 Udalosti, interval.

Z&kladnim pojmem je udalost (pro jednoduchost na chvili dvé prostorové dimenze
potlatime), charakterizovana ¢asem t a bodem na ose x, kdy a kde k udalosti doslo. Hodnoty
samoziejme zavisi na volbé souradné soustavy. Pripomerime si zndmou situaci, kdy poloha bodu
v roviné je charakterizovana kartézskymi souradnicemi x ay. Hodnoty zavisi na poloze po¢atku
anaorientaci os souradné soustavy. Vezmeme-li v3ak ¢tverec vzdalenosti dvou boda

1°=(%-%)" +(v.- ) . 2.1)
zjistime snadno, Ze je ve vSech kartézskych soustavach stejny. Transformacni rovnice mezi
soustavami K a K' jsou

X=a+cosgx +sngy , y=b-sngx +cosgy . (2.2
Einstein predpokladal, Ze rychlost Siieni svétla ve vakuu €=299792458ms™je ve vech
inercidlnich souradnych soustavéch stejna. Potom pro dveé udalosti, spojené Sifenim svétla ve
vakuu (napt. prvni uddlosti je emise nejakého fotonu, druhou udélosti absorpce tohoto fotonu)
plati (prvni ¢len je ¢tverec soucinu rychlosti a doby Siteni, ten musi byt prirozené roven ctverci
vzdélenosti, kterou svétlo urazilo)

¢t~ 1) — (% —x) =c*(t; -t) - (%, -%) =0 . (23)
V zobecneni pak nazveme velicinu
s =c*(t,-t)" - (% - %) (2.4)

¢tvercem intervalu mezi (libovolnymi) dvéma udéalostmi.
Vamnéme si, Ze invariance (2.1) vzhledem k transformaci (2.2) vychazi ze vztahu

cos’ g +sin® ¢ =1. Vztah (2.4) se od (2.2) odlisuje znaménkem minus misto plus, budeme tedy

hledat transformaci, kterd vychézi ze vztahu cosh? ¢ —sinh® ¢/ =1, tedy
ct=cr+coshyct +sinhgx , x=&+snhyct +coshy x . (2.5
Snadno vidime, Ze transformace (2.5) ponechava vyraz pro ¢tverec intervalu (2.4) invariantni.

2.2 Lorentzova transformace.

Zatimco Uhel ¢ v (2.2) mé jasny geometricky vyznam, musime fyzikani vyznam uhlu ¢
teprve ngjit. Témeér vzdy predpoklédame ztotoZznéni pocatku odecitani ¢asu i prostorovych
souradnic ve vSech inercidlnich soustavach, tedy polozime v (2.5) cr=£=0. At se nyni pohy-
buje soustava K' (atedy i jeji pocatek x' =0) vici soustavé K rychlosti V. Potom mame z (2.5)

\Y
X 1 . _
V=—=ctanhhyy = coshy = , Sinhy =
t V? V?
e e
a vysledny vztah pro Lorentzovu transformaci (priddme dva dosud potlacené rozmeéry geo-

metrického prostoru)

(2.6)



ct’+!x’
c X+Vt ,

:—\/2 1 V2 1 y:y, y Z=Z2 . (27)
e \/
Pro infinitezimédlne blizké udaosti mizeme psat
dszzczdtz—(dx2+dy2+dzz) (2.8)

a Lorentzovu transformaci
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PoZadavek, aby rovnice vyjadiujici fyzikalni zakony, byly invariantni vzhledem k Lorentzove
transformaci nazyvame Einsteinovym principem relativity.

VZdy jsou uvadény dva klasické priklady na pouZiti vztahu (2.7).

(8 V soustaveé K je podél osy x v klidu metitko, jehoz dvé rysky maji v téo soustave
souiadnice X, x,. Vzddenost (klidova) rysek jetedy Ax,=x,—x, . Vzdaenost v soustavé K' je

(souradnice jsou uréovany ve stejném case t, =t’)
X =Ax,1-V3/c® . (2.10)
Mluvime o kontrakci délky.

() V soustavé K' se v ¢Casech t; a t,odehraji dvé uddlosti v jediném miste
=X, Yi=Y,,2 =2, (interval mezi uddlostmi je tedy At,=t,-t .V soustavé¢ K je interval

mezi témito udaostmi
At=t, -t =At,/\1-V?/& . (2.11)
MIluvime pak o dilataci ¢asu.

cdt= dz=dZ . (2.9

2.3 Relativisticka kinematika
Pro rychlost (v=dr/dt,Vv =dr'/dt") dostaneme z rovnice (2.9) transformacni vztahy

z 2
v ‘”V | VAT N - (2.12)
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Vztah pro transformaci rychlosti odvodime také nasledujici Uivahou. Méjme v soustave K~
cadtici, kterd se pohybuje rychlosti u, tedy plati pro ni x' =ut’. Z hlediska vnéjSiho pozorovatele
v soustaveé K dostaneme podle (2.7)
1 [} [ 1 2 [ 1 2
ut’ +Vit a t:t+Vx/c _ t'+uvt'/c . (2.13)

BN =T J1-v2ii J1-v2/ie

Pro rychlost v soustavé K mame pak

(2.14)

Velikost té&to rychlosti uz nemiaze prekrocit velikost rychlosti  svétla,  tj.
Vlfe <Lu/e <=l /e <1.



2.4 Relativisticka dynamika

Nyni prozkouméame vztahy pro z&kony mechaniky pii Lorentzove transformaci. Klasicky je
hybnost rovna p=mv. Tento vztah musi platit i v soustave, v niz je ¢astice v klidu. Pokud se

¢astice pohybuje, mame pro relativistickou hybnost vztah

mv

p= (2.15)

V2
o
Casto se proto posledni vztah chépe jako nértist hmotnosti &astice s rychlosti. Vhodngjsi je ale
povaZzovat hmotnost za charakteristickou vliastnost ¢éstice a posledni vztah prosté tika, Ze vztah
mezi rychlosti a hybnosti je sloZit&jSi nez v nerelativistické aproximaci. Snad nejslavnéjSim
fyzikalnim vztahem je (uvazujme ¢astici v klidu)

E=mc® . (2.16)

Predstavme si néjaké atomové jadro hmotnosti M, jako celek v klidu. Oddélime-li postupné
jednotlivé nukleony a vzdalime tak, Ze jgjich interakci |ze zanedbat, zjistime, Ze rozdil energii

AE:(M —Zmach , (2.17)

kde stithme hmotnosti vSech volnych nukleond, je obecné nenulovy. Je-li rozdil kladny, Ize
roz&épenim jé&dra energii ziskat, je-li zgporny, lze slozenim leh¢ich jader do tézSiho energii
ziskat. Pouzivame-li pro popis jeva disledné fyzikalni terminologie, nemaZze dojit k filosofickym
diskusim o premeéné hmoty na energii ¢i naopak.

Spomoci velicin energie a vektoru hybnosti  vyjadiime celkovou energii E a kinetickou
energii T alimitni ptipady pro T jako

E=p°c®+nfc* , T=E-mc®=p°c*+m°c’ - mc® . (2.18)
=2

T<me® = T= | Tsmeé = T=|pc . (2.19)
2m



3 Priklady.

3.1 Aberace svétla.

Pro transformaci sloZek vektoru rychlosti mame vztah (2.12)

2 2
v - v -V
C C
AT @1
14 14

Obrézek: pro piipad &'=0 vidime, Ze
v pohybujicim se systému pozorujeme

A svétlo pod jinym uhlem. Pro pripad Zeme
je velikost aberace rovna 20,5". Odtud

pak mazeme urcit rychlost pohybu Zeme
apolomeér jeji drahy.

Sledujeme-li Siteni svételného paprsku v roving xy (v, =V, =0 pti vhodné volbé uhla & resp. &',
tj. v,=csing,v,=—ccosd resp. v,=csing ,v, =—ccosd'), dostaneme po malé pravé vztah

mezi Uhly v soustavé spojené se zdrojem vysilajicim paprsek K' a soustavé spojené s detekto-
rem piijimajicim paprsek K (tubus dalekohledu), kterd se viaci K' pohybuje rychlosti =V podél

osy X

!+sin6'

tand=—S—— (3.2)

2
- V—Z cosé'
C

Pro 8'=0 dogtaneme z (3.2) tan@=4/1-V?/c* (V/c) apro V/c<1 ponechanim jen nejniz&ho
¢lenu Taylorova rozvoje obvykle uvadény vztah

tang=" . (3.3)
C



3.2 Comptonuv rozptyl.
Podél osy x dopada foton rentgenoveého zéreni s energii 7w na elektron v klidu, po rozptylu
pokratuje odchylen od ptivodniho smeéru o thel 8 a s niZsi energii i . Zakony zachovani nam
daji (pohyb se déje v roving)
hw+mc® =hao +,/p°c® +m’c*
how ha

—— =——C0s@ + pcosy O:Msine—psim//
c c c

(3.4)

}.rﬂh

Po kratSim vypoctu (vyloucenim , nepotiebnych” neznamych p a ) dojdeme k vyslednému
znamému vztahu (A =(277¢c) /w)

A=A -2=)(1-cosl) , A =", (3.5)

kde A, je konstanta— Comptonova vinova délka



3.3 Doppleruv jev.

Dopplerav jev je pozorovana zmena energie fotonu (frekvence vinéni «/ ), emitovaného
zdrojem, ktery se sam pohybuje rychlosti Vpodé osy x wviaci laboratorni soustave
("pozorovateli) K (v ni je pozorovana frekvence vinéni w). Soustava spojena se zdrojem je K'.
Uvazujme rovinnou vinu svinovym vektorem v roviné xy. Napiiklad polohy mist sdanou
intensitou viny musi urcit stejné pozorovatelé v obou soustavach, pouze jim piiradi razné
souradnice a frekvence, ale faze viny je relativisticky invariant. V naSem pripade piSeme
rovnost féazi jako

c c c c
Uhel mezi smérem Siteni viny a smé&rem pohybu zdroje (tj. osou X) jsme ozn&ili 8. Dosadime-li
do (3.6) ze vztahu pro Lorentzovu transformaci (2.7), dostédvame

w’(t’ - X cos@ —lsinﬁ’):w(t—zcosﬁ—zsinﬁ) : (3.6)

\Y \Y
N —cosH cosH—— X
w’(t’——cose’ —smH — smH : (3.7
c

c / V2 V2

Porovnanim ¢lent u t' dostaneme vztah vyjadiujici Doppleruv jev

V2
1-— 2
c? \Y \Y
W= —~———=w|1+—cosf +—cos26 | . (3.8)
1-—cosé ¢ 2¢

c

Klasicky Dopplerav jev (bez ¢lene u Vz/cz) je rozdil ve frekvenci priblizujiciho se (6=0) a
vzdalujiciho se (@=7r) zdroje, relativisticky Dopplerav jev (¢len u V2/ c*) pozorujeme pro
6=r/2.

Porovnanim ¢lent u X dostaneme vztah vyjadiujici aberaci svétla, ale sjinym znacenim a jinou
situaci (zde se pohybuje soustava spojena se zdrojem, v 3.1. se pohybovala laboratorni soustava).

3.4 Vstricné svazky.
Pii sréZzce dvou céstic (feknéme elektronu a positronu) maze vzniknout nova castice.
Spoc¢téme maximalni hmotnost vzniklé ¢éstice.

(a) Na elektron v klidu dopada positron s kinetickou energii T=+/m’c* + p°c® —mc®.
Z&kony zachovani davaji
mcz+\/mzc“+pzczz\/Mzc“+ch2 , 0+p=P , (3.9)

takze (pro T>>mc?)
Mc?*=,2mc’T . (3.10)
(b) Celng se sréZeji elektron a positron stgné energie. Ze zékond zachovani pak
\/mzc4+p202+\/mzc4+p202:\/M2c4+P202 , p-p=P , (3.12)
takze (opét pro T>>mc?)

Mc*=2T . (3.12)
Pro kinetické energie v LEP T = 200 GeV a klidové energie elektronu mc? = 500 keV jde o
vskutku propastny rozdil.



3.5 Paradox kontrakce délek

Uvazujme laboratorni soustavu K s délkovym meritkem, viaci které se pohybuje rychlosti v
soustava K s identickym metitkem. Prava ryska metitka spojeného s K o souradnici X; =0 miji
levou rysku metitka spojeného s K o souradnici x =0 v ¢ase t, =t =0. Dde mazeme pro
zbyvajici rysky psat X- =—d a X, =d . Lorentzovatransformace je

ct:y(ct_+%) , x=y(X+vi)

(3.13)
cfzy(ct—v—cxj , X=y(x-vt)
Plati
O:ct—ct:y(c(tp—_)+v( C_XL)}:V(C(TP‘TL)“L%) ,
(3.14)
_ < - _ v, 1
XP-XL—V((XP-XL)+V(tp-tL))—V(1—ng—;d
Obdobne
OZCt__Ct_:y(C(tP_tL) V(XPC_XL)J:J/(C(tP_tL) %) )
(3.15)
o o _ : vV, 1
xP—xL—y((xp—xL)—v(tp—tL))—y(l—gjd—J—/d
Mame tedy v soustavé K
X>=d , x =0, x;=vt , xE:vt—ld (3.16)
y
av soustavé K
X :J_];d_Vf , YL:—V'[_ , 75:0 , XE:—d . (3.17)

Jaky je popis vsoustavé K? V ¢ase T=d/v, kdy se setkaji pravé rysky, ma leva ryska
pohybujiciho se metitka souradnici X =(1-1/y)d=0 a ,pohybujici se metitko se zkrétilo®.

V sougtavé K se setkaji pravé rysky v case T_:d/ ( yv) a leva ryska laboratorniho metitka méa

souradnici X =-d/y=-d a,laboratorni meritko se zkréilo*. Nesouhlas téchto dvou tvrzeni je
nazyvan paradoxem kontrakce délek.

Neni obtizné tento nesouhlas vysvétlit. Uvazujme |épe definovany pokus. V laboratorni soustave
se vyslou ke stredu pohybujicino se metitka svételné signaly v okamzicich, kdy jeho pravaryska
potkava levou a pravou rysku laboratornino metitka, tedy

d d
=-ct |, =d-c|t—-——| , =vt-— . 3.18
XpL Xop ( v) Xs 2y (3.18)
Mame tak
1 d d 1 d d
PLS — C+VZ/ tops :v C+VZ/ tops ~lpis :v (3.19)
V pohybujici se soustave
- - - - d _ d
Xy =—Ct |, Xop = —c[t _W] , X = 5 (3.20)



atedy

_ d - d  d - - d
PLSZZ v bps Tt — 0 s Thhs T . (3.21)

v
Vysledky pro &asové rozdily v soustavé K (3.19) a soustavé K (3.21) jsou kompatibilni.
Vratme se k vysvétleni paradoxu. Je-li v soustavé K vyslan soucasné z boda

d d 1
t,=—,%,=d ; t.=—,x.=1-—|d 3.22
Py e vl ( yj (3.22)
svételny signdl, je v soustavé K pozorovéan v bodech
- _d - o
tﬁ' —W y Xﬁ:—O—X§ y
(3.23)
- _d 1 - o
tf' —W 1+ y_J_/ ’ XE' —_d _XE

Pozorovatel v pohybuijici se soustavé K si nyni tvrzeni pozorovatele v K vysvétli snadno:
polohu levé rysky meril v pozdéjSim case nez polohu pravé rysky a nameéril tak kratSi
»vzdalenost" mezi ryskami.



