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1 Maxwellovy rovnice.

V prostiedi s hustotou ndboje a hustotou proudu je

VE=L | VxE=-2Z
& ot

(1.1)

L oxB=52%417  V.B=0
My dt

Pro statické jevy mizeme zvIast’ studovat elektrostatiku a zv1ast’ magnetostatiku. Pro elektrostatiku je

V.E=L | VxE=0 (1.2)
80
a pro magnetostatiku
VxB=u,; , V-B=0 (1.3)
Substituce
E=-V¢ (1.4)

vede k tomu, Ze rovnice s rotaci je splnéna identicky a rovnice s divergenci dava

Ap=-P (1.5)
80
Substituce
B=VxA (1.6)

vede k tomu, Ze rovnice s divergenci je splnéna identicky a rovnice s rotaci vede na

AA-V(V-A)=-p,] . (1.7)



2 Coulombuv a Newtonuv zakon.

2.1 Coulombuyv zakon.

Sila, kterou plisobi ndboj g, (nachdzejici se v misté 2) na nadboj g, v misté 1 je

1 g4,

F=
TE 1y

Fy o, Fa=E—F , 5, =|i R (2.1)

a sila, kterou plisobici naboj ¢, (nachazejici se v mist€ 1) na naboj g, v misté 2 je

- 1 q4q,. - = = _
F2:4 132r21 s IyZy=n—hn ’"21:|7”2_”1| > (2.2)
TE 1y
je tedy
=~ F (23)

2.2 Newtonuv zakon.

Sila, kterou plisobi hmotnost m, (nachazejici se v mist€ 2) na hmotnost m, v misté 1 je

mm, L
s s Iy Th T

21

F=G .y =7 (24)

=)

a sila, kterou ptisobi hmotnost m, (nachazejici se v misté 1) na hmotnost m, v misté 2 je

e m, m
_ My - - = = ==
F,=G———n, , hL=h-h , ’”12_|’”1 ”2| > (2.5)

12

je tedy samoziejmé opét F, = —F, .



3 Poissonova rovnice.

3.1 Greenova funkce.

Poissonovu rovnici pro elektrostatické pole

_Ap=P 3.1)
80
1 rovnici pro gravitacni pole
Ap=4rGu (3.2)
budeme psat jednotnym zplisobem jako
Hly)=|J) , (3.3)

kde H=—A a |J >= p/€, nebo |J >=—47z G u . Predpokladejme, ze zname vlastni funkce a vlastni

hodnoty operatoru H

(11 = | Sl o ) = Z A0 (v () o

Predpokladejme dale, Ze Zadn4 z vlastnich hodnot neni rovna nule. PoloZime pak Greenovu funkci rovnu

(x

)=t -

m m

jl )= Z vfm v, (x) (3.5)

v, ) (v,

a plati
"y 1 ,
(16:81)= (o S v | Salwed o )=
m " (3.6)
(o Sl = o) =0
Reseni Poissonovy rovnice dostavame ve tvaru
<x|l//>z<x|é|J>zj<x|G XYW x| J)d X (3.7)

nebo



1 * ’ ’ 4
=Y v () v () (¥)dx (3.8)
Ptipomenime vyjadieni jednotkového operatoru v ortonormalni bazi

I|x><x|dx=i . (3.9

3.2 Greenova véta.

Viimnéme si nejprve plsobeni laplacianu na funkci 1/r . Mame

-, V-(Vljzo (3.10)

7

\l

1%

\:Ir—‘

,
vSude, kde je tato funkce dobie definovéna, tedy s vyjimkou bodu »=0. Pouzitim Gaussovy véty na kouli

se sttedem v pocatku mame

Jv(vl}n/:—m : (3.11)

je tedy chovani funkce A(1/r)neobvyklé a zapisujeme je pomoci Diracovy delta funkce jako

A1=—4z5(3>(f) : (3.12)

-
Z Gaussovy véty plyne Greenova véta. Méjme identity

V-(uVv)=uV- (V) + (Vu)(
(vWu)=v¥-(Vu)+ (V) {

Po odecteni rovnic a uziti Gaussovy véty dostavame Greenovu vétu

<]1
<]1
<]1

)
u)

<
<
<]1
<]1

I(uAv—vAu)de I(uvv—vvu)ﬁdS . (3.13)
v v
Mame ted’
ap=-L  Alo_azs9@) (3.14)
& r



Rozsifime-li integracni oblast na cely prostor a predpokladdme-li dostatecné rychly pokles v nekone¢nu,

dostavame

b (7) = — JP(F’)d3f' . (3.15)

Cdrme, ) -7

Ve dvourozmérném piipadé je postup podobny. VSimnéme si nejprve piisobeni laplacianu na funkei In 7.
Méme

Vinr= V(Vinr)=0 (3.16)

NN| ~!

vSude, kde je dobfe definovéna, tedy s vyjimkou bodu »=0. Pouzitim Gaussovy véty na kruZnici se

sttedem v po¢atku mame

jV(Vlnr)dS:Zﬂ : (3.17)

je tedy chovani funkce A(Inr) neobvyklé. Zapisujeme je pomoci Diracovy delta funkce jako
Alnr=27z8%(7) . (3.18)

Z Greenovy véty potom dostavame (pozor na podminky v nekonecnu a “rozmér” Inr)

1

r)=-— o(F |l -r'|d*r" . 3.19
0(7) =g Jo ()~ rld’ (3.19)
4 Elektrostaticka energie naboju.
Elektrostatickou energii spojité¢ho rozloZeni naboje
v=L [podv (4.1)
217 '

mizeme pro soustavu bodovych naboji p (7 )=Zaea ¥ (F —F,) zdanlivé napsat jako disledek prostého

dosazeni

10



U=2Yed . 0.=0() - @2)

Z Coulombova zakona mame

L v&

AN 4.3)

a

9.=

_4 , T, =
7[80 b Ty

Musime tedy vyloucit plisobeni pole vytvofeného danym bodovym nabojem na tento ndboj, abychom
mohli psat kone¢ny vyraz pro energii

1 e e
U= —a b 4.4
87 &, ; o (44)

5 Multipolovy rozklad pole.

5.1 Laplaceova rovnice ve sférickych souradnicich.

Laplaceiiv operator ve sférickych soutadnicich je

1 0 ,0p 1 odf(. 0w 1y
Ay=—2 2 |sing . 5.1
v rzar(r 8rj+r2sin6’80(81n 89j+rzsin26’8(p2 e

Separaci proménnych
y(r,0,0)=R(r)0(0)®(p) (5.2)
dojdeme ke tfem oby¢ejnym diferencidlnim rovnicim

co(p)
d o’

d [rzdR—(r)J—ﬂzR(r)

E dr

Li[sme%ﬁq + [/12 —~ m—zj(a(a) =0

Il
e}

: (5.3)

sin@ d 6 sin® @
Jednoduse odvodime, Ze (pozadavek periodicity v proménné ¢ ) m musi byt celé Cislo a
®,(p)=C, cosmp+S, sinmgp . (5.4)

Dale pak, ze fesenim radialni rovnice je (piseme A*=1(/+1))

11



R (r)=47 v B (5.5)

1+1
7

Nejobtiznéjsi je rovnice pro axialni soufadnici. Substituce cos@=x vede k Legendreove rovnici

” ’ 2

(1-x*)B" (x)-2xP" (x){z(lﬂ)—lm 2}D,’"(x)zo , (5.6)

- X

ktera ma jako regularni feSeni polynomy v proménnych cosé a siné.

5.2 Legendreovy polynomy.

Snadno vidime, Ze pro m =0 miizeme rovnici (5.6) pfepsat na

d {(l—xz)dpl—(x)}+l(l+l)13](x)=0 : (5.7)

dx x

Integraci rozdilu vynasobenych rovnic dostaneme vztah

(m—n)(m+n+1)j‘Pm(x)Rq(x)dx:0 , (5.8)

2
odkud plyne ortogonalita Legendreovych polynomid P (x) na intervalu (—1,1). Z mnoha dilezitych

vlastnosti Legenreovych polynomii uved’'me dvé: vyjadieni polynomu pomoci Rodriguesova vzorce

1 d !
B(X)=”7W<X2 —1) (59)

a vyraz pro vytvarejici funkci

1 oo l
=>» P ro. 5.10
(1—2xt+t2)]/2 ; I(X) ( )

Pouzitim Leibnitzova pravidla

D] mt a7 () d () (5.11)
k!

dx" k! (m—k)! dx"* d x*

dostaneme m — ndsobnym derivovanim rovnice (5.7) rovnici



(l—xz)f”(x)—Zx(erl)f'(x)+(n—m)(n+m+l)f(x)=0 , (5.12)
kde f(x)zd'”B(x)/dx’”. Substituce f(x)z(l—xz)_m/zg(x) vede ktomu, Ze funkce g(x) musi

spliiovat rovnici (5.6), je tedy kone¢né

", m2d" B (x
P (x)=(1-x") d)’ci ) (5.13)
Vyuzijeme-li jeste (5.9), mizeme (5.13) rozsifit 1 na oblast zdpornych m, tedy
_1 l m m+l
P (x) =Y (-2 L (1) | —1<msi (5.14)

12’ dx""
Polynomy (5.14) se nazyvaji piidruzené Legendreovy polynomy. Nami definované polynomy P (x)

nebo £ (x) nejsou na intervalu (—1,1) normované na jednicku. Ostatné rizné drobné i vétsi odchylky

v definicich specidlnich funkeci jsou diky historickému vyvoji bohuzel zcela bézné.

5.3 Kulové funkce.
Pomoci pfidruZzenych Legendreovych polynomi definujeme Uplny ortonormalni soubor kulovych
funkci (tj. kazdou funkci uhlovych proménnych ve sférickych soufadnicich mizeme napsat pomoci

(nekonec¢né) fady téchto funkci)

20+1) (I —m)! )
Yl’”(ﬁ,(p):\/( pp )El_l_m;!Pl’”(cosG)exp(zmqo) : (5.15)
Plati tedy
27 T
[dp[dosiney (6,0)¥" (6,0)=6,, 5, (5.16)
0 0
a
o m=l 2r V3
[(0.0)=2> 1Y (6.0) . f"=[de[dosin6f(6.0)r" (0.0) . (5.17)
1=0 m=-1 0 0

Nékolik prvnich kulovych funkci je
13



Y0: /L
Y= 8ism6?exp —cos0 Y =- —51n9exp i)

(5.18)
Y, = /%sm Oexp(—2ip) Y, = Eops sin® @exp(2i )

T

15 5 15
Y,'= [—sinf@cosBexp(—i Y= |—(3cos’@—1) Y' =— |—sinBcosBexp(i
? \/87z p(=ig) T \/167z( ) % 87 p(ie)

Velmi dilezitym specialnim ptipadem rozkladu (5.17) je vztah pro Legendretiv polynom obecného thlu

mezi dvéma vektory 7i=(sinfcos,sinfsing,cosf) a r’=(sinercos f,sinasin B, cosr), tedy

cosy=ri-1i =cos@cosa +sinfsinacos(p— f)

4w . (5.19)

m=—[

P (cosy)=

5.4 Pole bodovych naboji ve vakuu.
Vime, ze pole bodového naboje ve vakuu je ddno Coulombovym potencidlem. Je-li ndboj ¢

umistén mimo pocatek soufadné soustavy, napt. na ose z (v bodé¢ z=R), je tento potencial dan vztahem

1 1
0= T T (520
4re, [xz +32+(z—R) } 4re, [r +R —2chos9]
Vztah (5.10) ndm umoZni zapsat potencial (5.20) ve tvaru multipdlového rozkladu
l
= P cosd , <R ,
?= 47rg0 R = z )(Rj
(5.21)

- I
Z cosé@ (Rj , r=2R
r

4ﬂ'€0

Pro r> R ptevazuje rotaén¢ soumérna (vzhledem k pocatku soufadnic, nikoliv poloze naboje) slozka
[=0. Umistime-li vSak na ose z jeSté naboj opacné velikosti do z=—R, vyrusi se identické piispévky

Cleni s /=0apro r> R ptevazuje pak dipolova slozka (/=1)

14



2gR R(cos@) D cosO

dre, 1 dre, ¥+

Dy = (5.22)

kde D=2qg R oznacuje dipélovy moment. Podobné, umistime-li v roviné z=0 nédboje g ve vzdalenosti
R od pocatku na osu x a ndboje —¢g ve vzdalenosti R od pocatku na osu y , vyrusi se identické ptispévky

Cleni s [=0a [=1 (pfi vypoctu vyuzivame (5.19)) a pro r>R prevazuje pak kvadrupdlova slozka

(1=2)
2¢gR* P,(cos@ 1-3cos’ @
¢quad = 1 2( 3 ) = Q 3 ’ (523)
4re, r 4re, r
kde O=¢qR* je kvadrupélovy moment.
6 Magnetostatika.
6.1 Analogie mezi elektrostatikou a magnetostatikou.
Vide¢li jsme, Ze fesenim Poissonovy rovnice (3.1) v elektrostatice je potencial (3.15)
B, R G
r)= d’r 6.1
9(7) 47[80JI7—V .1
a tedy intensita
~ 1 F—7
E(7)= F)——d’ ¥ . 6.2
e 62)
Resenim zakladni rovnice magnetostatiky (volime kalibraci V-A4=0)
Ad=—u,j (6.3)
je analogicky
A(F)=to i) gy (6.4)
Am ) [F -7

Pro magnetickou indukci pak je

15



4r F—7

B(r)=2b J](F’)X—(?;F’)dw . (6.5)

—/

Pro bodovy naboj napiseme p(7)d*7=ed (¥~7)d*7 a z obecného vztahu (6.2) dostavame

Coulombovo pole

. e F-T
E(r)= o 6.6
(V) 4”80 |l_;—l_’é|3 ( )

—/ 4

Obdobné pro linearni vodi& napiseme j (7)d’7'=J 87 (¥ -7)d* 7, d T,

a z obecného vztahu (6.5) dostavame Biotovo-Savartovo pole

B(r)= ol |dnx(F=h) 6.7)
ar ) )
Gaussova véta
[V-Eav=§E iids= Lay=-2 (6.8)
4 S VgO 80
ma analogii v Ampérové zakonu
[(VxB)iidS=§B-idt=p,|jiidS=uJ . (6.9)
N 14 S

6.2 Magnetické pole kruhové smycky.

Do vztahu pro vektorovy potencial (6.4) dosadime j (7)d’#'=J 8(p'—a)d(2)e, p'd p'dZ'd ¢’ ,

kde €,=—sin(¢’ —¢)é,+cos(¢’ —¢)é,, a dostaneme

T

= . u,J acosod @
A(p,z)=A¢(p,Z)e¢, ’ A¢( 2)= J 2 2, 2 2
(a* + p* +2° —2a pcosp)

(6.10)
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kde
/2 2

E(k)=[{1-Fsin*¢dé . (6.11)

4ap

) _ _ dg
k_(a+p)2+22 - KK) lwll—kzsinzf ,

Pti vypoctu indukce potfebujeme identity

OE(k) _E(k)-K(k)  oK(k)_ E(k) _K(k) 6.12)

ok k "ok k(1-K) Kk

Potom mame pro slozky indukee (B, =0)

aA 2 2 2
B, (p,z)=-2l0 = Hu! z KK+ L LT gy (6.13)
’ oz 2r& 2 2 — o) +2°
p\/(a+p) +z (a=p) +z
A 2 2 2
Bz(p,z):ia/’ o _ M 1 2 l:K k +L222E(k)} . (6.14)
p dp 27 \/(a+p) +2° (a—p) +z

7 Maxwellovy rovnice v materialovém prostredi.

7.1 Mikroskopické Maxwellovy rovnice.

Néboje a proudy rozdélime na vazané na prostredi a vnéjsi, mikroskopické Maxwellovy rovnice v

materidlovém prostredi tedy budou

V=P Peu Vxé:—%—h :
& ! 7.1)

LVxﬁzgog—j+p\7+]m , V-h=0

Stiedovanim dostaneme

GEo PP g po 9B
& ot
(7.2)
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kde jsme oznacili
(ey=E , (h)=B . (7.3)
Celkovy naboj vazany na prostiedi, které je pIn¢ uzavieno uvnitt oblasti V' je roven nule

[(pyav=0 = (p)=-V-P , (7.4)

14

pfi¢emz P=0 vné materialu. Potom je totiz

[(pyav ==[V-Pav=[Piids=0 . (7.5)
V 4 S
Uvazujme dipolovy moment
jf<p>dV:—j?(vﬁ)dv:—jf(ﬁ-?)ds+j(i)-v)?dV:ji)dV . (7.6)
14 14 S V 14

Proved'me nyni fez materialem plné uvniti n¢jaké plochy S. Celkovy proud touto plochou vazany na

prostiedi je dan celkovou hodnotou ¢asové zméeny primétu vektoru polarizace

[(pv)iids = %—I;-ﬁdS = (pv>=V><A2+a—1; : (7.7)
S S
pfiemz M =0 vn& materialu. Potom je totiz
T
. _ 9P - P(T)-P(0
liml VxM+a—P ndSdt= M-d€+limjw-ﬁdS:0 : (7.8)
T—~T ot ' T T
0o S 4 s
Uvazujme magneticky moment
1. - le. /e -~ e /o = le/= oV - —
51r><<pv>dV=5JV.r><(V><M)dV=5JS‘ x(an)dS—EJV-(MXV)erV='V[MdV . (7.9)

Definice vektord polarizace P a magnetizace M pomoci momentd je diileZita pro jednoznagnost, jinak
by vyhovovaly také P+Vxf a M+V [ .

Povs§imnéme si, zZe spojeni rovnic (7.4) a (7.7) dava

18



(7.10)

7.2 Makroskopické Maxwellovy rovnice.

Zavedeme vektory indukce elektrického pole a intenzity magnetického pole jako

D=g,E+P , H="—(B-M) (7.11)
Hy
a dostavame ze (7.2), (7.4) a (7.7) makroskopické Maxwellovy rovnice ve tvaru
V.b=p , vxE=-28
at
_ (7.12)
. . 9D - Lo
VXH = —t J V -B=0
Rovnice (7.12) jsou konsistentni s rovnici kontinuity
(7.13)

ap+V}=0

t

7.3 Maxwellovy rovnice pro prostiedi s triviaAlnimi materialovymi vztahy.

V homogennim isotropnim linedrnim prostiedi bez disperse mame jednoduché materialové vztahy

L 5. (7.14)

D=¢e E , H=
ﬂrﬂo

Zavedeme-li pro popis elektromagnetického pole vektorovy a skalarni potenciél
04
(7.15)

mame po dosazeni do Maxwellovych rovnic
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Ag+ 2V G- P
ot £.& (7.16)
- 74 e - 0¢ ~ .
A14_grltlr801Ll0_2_ V V'A+8rﬂr80ﬂ0_ :_ﬂrﬂOJ
ot at
S vyuzitim kalibra¢ni transformace
A—>A+Vy | ¢— —aa—l/t/ (7.17)
muizeme mit
72+gru,.goy0%—f:0 (7.18)
a dostavame tak pro potencidly nehomogenni vlnovou rovnici
n’ 9’
Ag - _2_? =—£
¢ dt £ & (7.19)
232 )
- n 8 A _ =
AA__Z atz l[lrll'lOJ
Oznacili jsme rychlost svétla ve vakuu ¢ a index lomu n
c= ! ? (7.20)

7.4 Energie a impuls elektromagnetického pole.
M¢&jme testovaci Castici s energii € a impulsem p . Pii pfechodu ke spojitému rozloZeni nédboje a proudu
je
1 Ae

F-jAt , F=pEAV +jxBAV = ———=j.F . (7.21)

Ae=F-AF =
P AV At

S vyuzitim vztahu
E-(VxH)-H-(VXE)=V-(HxE) (7.22)

odvodime z Maxwellovych rovnic vyraz
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) B
+E-—=—-j-E-V-(ExH) . 7.23
t ot / ( ) (7.23)

oo}

.2

QU

Na pravé strané vystupuje vykonana prace a tok, vyraz na levé stran¢ miizeme tedy interpretovat jako

asovou zménu hustoty energie. Po zavedeni veli¢in hustoty energie W a Poyntingova vektoru S

W= \ED+BM) , S=Exil (7.24)

muzeme (7.23) psat jako

%!WdV+JV.]-EdV+£§-ﬁdE=O . (7.25)

Obdobnou tvahu miizeme provést pro impuls. Pii pfechodu ke spojitému rozlozeni néboje je

Ap=FAt , F=pEAV + jxBAV = LA—p:pEﬁxE . (7.26)
AV At
Z Maxwellovych rovnic odvodime vyraz
_ 9B 0D 5 mie =\ m (e s\ s e =\ = (e =y =
Dx——+——xB=E(V-D)-Bx(VxH)+H(V-B)-DX(VXE)- jxB-pE . (127
t t

Posledni dva ¢leny na pravé strané popisuji Lorentzovu silu, mizeme tedy vyraz na levé strané

interpretovat jako casovou zménu hustoty impulsu

Q

2
—DxB=¢g u e 1, ExH="25 | (7.28)

o

Po tUpravé, kdy predpokladame, Ze permitivita ani permeabilita nezdvisi na prostorovych soufadnicich

muzeme psat

(7.29)

a zakon zachovani ma tvar

21



—JGdV+HpE+@xB”dV+J§ﬁLde 0 . (7.30)

z

Definovali jsme Maxwellv tensor napéti 7;; jako

f:{gq+mﬂy+5(ED H-B) . (7.31)

tj

Takto definovany Maxwelliv tensor urcuje tok impulsu z uvazovaného objemu. Jeho stopa je rovna

hustot¢ energie

3
W->T,=0 . (7.32)
7.5 Prostiedi s dispersi.
V prostiedi s dispersi musime psat
= 1 — ok g 1 - *
E(n=[e()+e (] . D)=7[d(0)+d ()] .
(7.33)
- 1r- - _ lr- -
B(t):z[b(t)+b (] . H(t):E[h(t)+h 1] .

kde

é(t)zéo(t)exp{—ia)t}zjéo a)exp{—i 05+a)t}— ,

2

d(t)=d,(t)exp{-iwt}=g, Jg(a+ w)é,(a)exp{-i(a+ w) t}czl—a :
d (7.34)

E(l)=fzo(t)exp{—ia)t}=J a)expl-i(a+w) )4

27

I;(t)=I;O(t)exp{—ia)t}=,uojﬂ(0{+a))ﬁ exp{ o+ o t}_ﬂ

Piedpokladame, ze é,(¢)a h,(t) jsou pomalu se ménici funkce a Ze pro hodnoty integrald jsou tedy
podstatné pouze piispévky z okoli «a=0. Pro vypocet zobecnéného vztahu (7.23) nebo (7.27)

potiebujeme znat piiblizné vyjadieni pro dd / dra b /Bt. Rozvoj ptislusnych integrandi kolem a=0

napiSeme jako
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doe(w) 1d’ove(o) ,

+ +w)= t— ot ————— " F...=
(a+w)e(a+w)=we(w) PRI PR
p J (7.35)
-’ £(@) + a)g(a))(era)
dw dw
nebo
dou(w) 1 d’ou(w)
+ = +———0+———— +...=
(a+@)ula+o)=ou(w)+ 2L g LEEL),
J J (7.36)
~o’ A(w) + a),u(a))(era)
dw dw
To nam umozZni ziskat hledané vyjadieni
ad (t) e, dg(a))é(t) +€Oda)€(a)) dé(t) ’
at dw dw at
251 () ()2 () 7
b(t) . ,du(w) - dopu(w)dh(t
=~ h(t)+
or MY T 1)+t do 0t
Pro hustotu energie pak mame kone¢ny vyraz
d d
oLl 108(@) po ! (@) o | (7.38)
2 d w U’ (w) do
Reseni vInové rovnice pro vektorovy potencial ve tvaru rovinné viny dava
$=0 , A=2Nacos(wt—kF) |
E=2Nwisin(wt-k7) , B=2N(kxd)sin(wt-k7) | (7.39)
ik=0 , [f|="2
c
Normovaci podminku pro vektorovy potencial odpovidajici jednomu fotonu napiSeme jako
1 T
lim—fIWdth:ha) : (7.40)
T—e T
0 Vv
Po dosazeni dostaneme pro normovaci konstantu N
12
N = h (7.41)
26,0V (¢(w)/n(0))(3(wn(0))/00)
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S uvedenou hodnotou normovaci konstanty N je impuls fotonu stfedni hodnotou veli¢iny tmérné

Poyntingovu vektoru

dlon(w)) . . v
Jim JLL())Edeth:h_wﬁ . (7.42)

8 Kbvasistacionarni pole.

Poznamka: normala k ploSe je dana pravidlem pravé ruky, tedy ve sméru vektorového soucinu
teny a vnitini normaly k orientované (proti sméru hodinovych ruci¢ek) uzaviené kiivce na plose.
8.1 Skin-efekt.

Maxwellovy rovnice v pfibliZeni kvasistaciondrniho pole
ot (8.1)

vedou na
o —E . (8.2)

Uvazujme nekonec¢ny piimy drat kruhového prifezu. V disledku symetrie mé elektrické 1 magnetické

pole jedinou slozku

E=E(r)exp{-iwt}é. , B=B(r)exp{-iwt}e, (8.3)
a mame tedy
14, 9E) vE=0 | iwp=-9L | (8.4)
rdr\ dr dr
kde jsme oznacili
T :
N2 _14i Cs= -2 (8.5)
o o U, OO



ReSenim rovnice (8.4) konecnym na ose je

E(r)=KJ,(kr) | Buy>+§K4wn

(8.6)

Konstantu imérnosti ziskdme pomoci jedné nebo druhé nésledujici podminky (proud protékajici dratem

musi mit danou hodnotu resp. tok magnetického pole plochou protinanou dratem musi mit danou hodnotu

R
20 [E(r)rdr=1 , 2xRB(R)=pu,I (8.7)
0
Mame tedy uvnitt vodice
kRJ,(k I J,(k
E(I”): ! - 0( }") B(I”): ﬂo 1( }") (88)
onR* 2J,(kR) 27xR J,(kR)
Pro malé hodnoty frekvence je
1 U, r
E(r)= , B(r)=—-""—— |, 8.9
(r) on R’ (r) 2ZR R (8.9)
zatimco pro velké hodnoty mame v blizkosti »=R
P (5 gl g o2
27roRS\ r ) o 4 :
12 (8.10)
= UL [ R R—r [ R—r -
B="——| —| expy———=— expyi -t |re
ZER[ rj p{ s | P s ‘
Vztahy (8.10) ziskavame z asymptotického rozvoje Besselovych funkei
2 )" 1
V4
J, (z)=|—]| cos|z—|V+—=|—= 8.11
) (ﬂzj { ( 2j2} ¢4
8 Pribéh relativni hodnoty hustoty proudu pro médény
B drat poloméru 1 mm (1/6=1,555-10" Qm) pii dvou
4 ruznych frekvencich (f=50Hz a f=5MHz) je
2_ /
T T T _/ 1
0 02 04,06 08 1
50 Hz '5




ukazan na obrazku. Je vidét, ze pii sitové frekvenci je skin-efekt zanedbatelny.

8.2 Vzajemna indukc¢nost a vlastni indukénost.
Uvazujme dvé geometricky pevné civky s proménnym proudem v civce 2. Indukované napéti v

civce 1 vyvolané zménou pole buzeného civkou 2 je

- . L - I 7
u:—ﬁjBfad& . [Boias =4, di, , 4= it (8.12)
) ) ) 4z )
(2
Po dosazeni dostavame
U1=M12d12 Y —— de"fgl (8.13)
dt 4r |r1 - r2|
e
Pokud by tekl proménny proud civkou 1, bylo by indukované napéti v civece 2
dl,
U,= MZIE , M, =M, ,=M . (8.14)

Ale také zména magnetického toku civkou 1 vytvorfi indukované napéti v této civce, stejné plati pro civku
2. Obecné tedy mizeme psat

U dh i
dt dt

, U2=Md1 a (8.15)
dt *dt

Casova zména energie magnetického pole je rovna zaporné vzaté praci

d—W——UI U,I,=LI— i +L,[,—= a1, -M Ilﬂ dl , (8.16)
dt dt dt dt  *dt
takZe pro energii magnetického pole je
1 2 1 2 2
WL+ LE=MLL  LL>M . (8.17)

Energii magnetického pole mame ovsem také vyjadienu jako
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Lo les —
!B-HdV:EIJ-AdV

Vv

W =

| -

Pti odvozeni rovnosti obou vyrazl v (8.18) je postupné vyuzito vztahti

— — -

B=Vxd , A(Vxd)-A(Vxi)=V (ixil) , Vxii=]
Vztahu pro energii vyuzijeme pro vypocet vlastni indukénosti

1

~|B*dV
Ho L™y

L=

(8.18)

(8.19)

(8.20)

Uvazujme dvé solenoidalni civky kazdou o N zavitech tésn€ na sob¢. Prifez civek je S a jejich délka 7.

Pole prvni a druhé civky jsou tedy ptiblizné

g otNL g NI

14 l

a pro induk¢nosti mame

2
L=1,=-M=tS
14
Pro energii magnetického pole pak
U, N*S 2
W= 02€ (1, +1,)

8.3 Komplexni odpor.

Pro obvod s odporem, kondensatorem a induk¢nosti v seriovém zapojeni mame

U=RI+Q+L£ , I=d—Q
C dt

dt

2

tedy pro harmonicky pribéh
U=U,exp{-iwt} , I=1I exp{-iwt}

dostavame vztah
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u=z1 , Z:R—i[a)L—Lj . (8.26)

Vezmeme-li redlnou Cast (8.26), dostdvame

U,cos(wt— @) oL 1

ot == 8.27
1 2 4 R @wRC ( )
R2+(a)L—C]
w

Pro soustavu induktivné vazanych obvodé ma zobecnéni rovnice (8.24) tvar

[ =

Ua=R01a+Q“ +2Labﬂ , zazd& , (8.28)
c, 4 dt dt
které pro periodické déje dava
v,=%2,1, ., Z, =[Ra T ]@b —iolL, . (8.29)
b a)Ca

Vlastni frekvence dostaneme z podminky feSitelnosti soustavy rovnic pro proudy pii vSech U, =0, tedy
det(Z,,)=0 . (8.30)

Rovnice (8.28) lze formalné ziskat dosazenim lagrangianu L a disipativni funkce R

2
1. dO doO 1 0? 1 (do
L ==L a ZXb_N"_Za 4 U , R=Y—-R|Z=«| . 8.31
Zz “dt dt ;2@ 2.0.U, ;2 “\ dt ®31)

a,b a
do obecného vztahu

d AL 3L _ IR
dt 5d0Q, 00, 449,
dt dt

(8.32)

9 Casové proménna elektromagneticka pole.

9.1 Rovinna a kulova vina.
VInova rovnice v jednorozmérném piipadé a vlnova rovnice pro sféricky symetrické feSeni v

trojrozmérném piipadé jsou
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9’y (x,t) _Laz w(x,t)

J x> ¢ or ’
9.1)
10°ry(r,e) 1 9’y (r,t) 0
rooor’ ¢
Obecné feseni téchto rovnic je
w(x,t):f(t—fj+g(t+£j ,
c c
9.2)

Na tato feSeni se miizeme divat jako na rovinnou vinu jdouci ve sméru nebo proti sméru osy x respektive

na rozbihavou nebo sbihavou kulovou vinu.

9.2 Obecné FeSeni nehomogenni rovnice pro potencialy.
Prvni feSeni z feSeni (9.2) se sférickou symetrii je velmi dilezité, nebot’ nam umoZzni zapsat obecné

zpozdéné potencialy, zplisobené zadanym rozlozenim néboje a proudu. Pfipomeiime si, Ze plati

PR sV (F) . (9.3)

r

Obecné feseni nehomogennich rovnic pro potencidly

19
Ag- af’—ﬁ ,
80
| (9.4)
- a -
AAd—— =
Cz atz
muzeme tedy ziskat jako
1 p(’éat_rin
C
Ft)= d’7 9.5
(0= e - : 9:5)
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- P
](rzat_j
A )=t |~ pi (9.6)
kde 7, =[Fi -7].

9.3 Pole ¢asové proménného dipodlu.
Uvazujme vSechny néaboje soustiedény kolem pocatku soufadnic. Pak miizeme pro vektorovy

potencial psat

2(7,;)zﬂjj(f’,t—ﬁjd3 F=th Y5, (r—ﬁj (9.7)
r

4 c drrr = c
neboli
= Uy O - r - -
A(F )= —plt——| , t)= ) . 9.8
F)= 2951 L h0)=Tern () 09

Skalarni potencial spo¢teme integraci vztahu

9 __ %0 9.9)

Jednoduchymi upravami dostaneme

= - Uy [0 - rY ro 4( rj
V- A=——"_VF.| —plt—— |+———p|t—— ,
47”3r [atp( c) catzp c
(9.10)
o - Uy . [0 . rY ro’ ﬁ( rj
Vxd=- X| —plt——|+—=—p|lt-—
47”3r [atp( c) catzp
Skalarni potencial je tedy
1 7 r\ rod r
F,t)= —| plt——|+——p|t—— 9.11
#(7.1) drre, 1’ (p( c] catp( c]] ©-11)

Pro intenzity dostaneme
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kde jsme oznacili

T
= o7 7 n=—
c t r
Pro hustotu energie a Poyntingtiv vektor je
W=l gOEZ+iB2 21 - 1202 ,
2 M, lorx“c g, r
= 1 = = 1 1 _
S=—ExB=—————D’
M, lorx“c' g, r
Je pfirozené
S
—=cn
w

Priklad: Vezméme rozlozeni proudu ve tvaru
-, . Tz ~
J(7.0)= Jé'(x)é'(y)sm(chos(a)t)ez , 0<z<L

Podle (9.7) a (9.8) spocteme snadno

5() =22 sin(wr)e.

apodle (9.14)
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[)(t—ﬁj:—2Lstint9$ina)(t—£jé¢ . (9.19)

C /3 C

Priklad: V kvantové teorii vezmeme misto integralu z proudové hustoty maticovy element operatoru

proudu mezi pocatecnim a koncovym stavem elektronu v atomu. Ze Schrodingerovy rovnice

2 v 2
ih%:(_zh_A+VjWi , —ih&:(—Zh—A+le//; (9.20)

m ot m

dostaneme po uprave

%(1//[1//;)+2Lm7(1/f;V1//[—1//ivz/f;):O . (9.21)

Vztah (9.21) umoziuje zapsat ,,rovnici kontinuity*
00, o =
eV =0, 9.22
kde hustota naboje a hustota proudu odpovidajici ptechodu i — f* jsou

* - eh * = =
Pri=eV. ¥, .]fi:%l//fvl//i_l//iijf . (9.23)

Jinou Upravou rovnic (9.20) ziskdme vztah

d N d d d
—(Fyw, )=, +—(Fj.)+—(FJ, )+—(F].) . 9.24
Pro stacionarni stavy
Wi(?,t)zui(?)exp(—%Eitj : l/(;.(F,t)=u;(?)exp(%Eftj (9.25)

a s oznacenim @,, =(Ef -k, )/h muiiZeme psat

By(t)=explioy, t)e[Fu; (F)u,(F)d°F . (9.26)

9.4 Lienardiiv - Wiechertiiv potencial.

At se nabita ¢astice pohybuje po zadané trajektorii 7 =7, (¢) . Hustota naboje je pak
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p(7.t)=ed% (7 =7 (1)) . (9.27)

Vzorec pro skalarni potencial prepiSeme jako

¢(7.t)= ! Jp(r’t)é[t’—ﬁujdt’dﬁ’:

Cdze, ) [F-F c
o (9.28)
1 %5 t’—t+|r;r i,
dre, ) R(Y) c
kde jsme ozna¢ili R (¢')=7F 7, (¢) ,R(t')z‘k(t') . S pomoci vztahu
R(Y " R
o\t —t+ (r) = {(t t:) , t.=t— (z) (9.29)
c 1_R(z‘r)-v(t,.) c
¢R(1)
napiSeme vyraz pro skalarni potencial jako
_ e 1 R(z)
¢(7,t)= - — , . =t——"% | (9.30)
4re, R(tr)_R(tr)-v(tr) c
C
Vyraz pro vektorovy potencial je pak obdobné
2(?,1):84“0 Vfgtrt) —— = R) ©.31)
4 R(lr)— r)'v(r) ¢
c

Vezméme ted’ jednoduchy piipad pohybu s konstantni rychlosti podél osy x. Podminku pro nalezeni

casového zpozdéni piepiSeme na
At—t) =(x—ve,) +y* +2° (9.32)

odkud

, 5 1/2
[1 —v—z}r =t—g—l{(x— vt)’ +[1 —Z—zj(yz +zz)} : (9.33)

Jmenovatel vyrazt (9.30) a (9.31) pro potencialy mizeme psat jako

c(t—zr)—M={z—¥—(1—v—jj¢} : (9.34)



Po malé uprave pak dostavame

pro skalarni potencial a

pro vektorovy potencial, kde jsme oznacili

1/2

o | (- Vt)z 2, 2
r=l——=—+y +z
v
==
c
Vektor intenzity elektrického pole je
E(F,t)= ¢ ! —(x—vt,y,2)
3 b b

a vektor indukce magnetického pole je

B(7,)=St

4r V2 v
c

Pro vektor hustoty impulsu pole G =g, ExB dostavame

2
G(7, )= ]

_167Z2 Vvor
-z

a pro hustotu energie W = (80 E*+B’/u, ) / 2 vyraz
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A(7 1) = (4, (F,1),0,0) , 4, (F,1)=

\%
—(O,—z,y)

5 %6(y2 +22,—y(x—vt),—z(x—vt))

(9.35)

(9.36)

(9.37)

(9.38)

(9.39)

(9.40)



2 v?
~ | (x —vt) +(1+c2j(y2+22)
2 *6

W (7 .t) =
(7.1) 2re, v p

(9.41)

02

10 Zaklady teorie relativity.

10.1 Principy.

Princip relativity: vSechny pfirodni zadkony jsou stejné ve vSech inercidlnich soufadnych soustavach.
Inercialni soustavy jsou takové, kde se volny pohyb dé€je s konstantni rychlosti.

Interakce Castic se v obycejné mechanice popisuje pomoci interakéni potencidlni energie, ktera je
funkci polohy interagujicich castic. Tento zpiisob popisu v sobé obsahuje ptedpoklad o okamzitém
pusobeni.

Rychlost Sifeni interakce je kone¢nd. Z principu relativity je tato rychlost (Casto “rychlost Sifeni
signalu”) ve vSech inercidlnich soustavach stejnd. Z Maxwellovych rovnic je vidét, ze jde o rychlost svéta
ve vakuu

c=299792458 ms~' . (10.1)

Toto je exaktni hodnota, urcujici tak délkovou jednotku jednotkou Casu.
Sjednoceni principu relativity s principem konecné rychlosti Sifeni signalu je nazyvano

Einsteinovym principem relativity.

10.2 Interval, vlastni ¢as.

Uvazujme dv¢ udalosti: emise a absorpci fotonu. V soustaveé K je

(x, —xl)2 +(», —yl)z+(z2 _21)2 —cz(tz—tl)2 =0 , (10.2)

v soustavé K’ pak

(x; —xl')2 +(y; —yl')2+(Z; —zl')2 —cz(t;—l‘l')2 =0 . (10.3)
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Zavedeme obecn¢ kvadrat intervalu mezi dvéma udalostmi (dvéma body Ctyifrozmérného prostorocasu)
jako
S122 =c’ (tz _tl)z _(xz X )2 - (J/2 _J’1)2 _(Zz _Zl)z ) (10.4)
poptipad¢ pro infinitesimalné blizké udalosti
ds’=c’dt’ —dx*—-dy’ —-dz*> . (10.5)
Je-li interval roven nule v né€jaké inercialni souradné soustavé K, je roven nule i v libovolné jiné soustave
K’. Potom tedy musi byt
ds*=k(V)ds? . (10.6)
Vzhledem k homogenité prostoru a ¢asu nemize faktor imérnosti zaviset na soufadnicich, vzhledem k

isotropii prostoru muze pak tento faktor zaviset pouze na velikosti relativni rychlosti uvazovanych

inercidlnich soustav. Uvazujeme-li tfi soustavy K, K; a K,, dostavame

k(V.
ds’=k(V)ds; , ds’=k(V)ds; , ds=k(V,,)ds; = (2)=k(Vlz) . (10.7)

k(7))

a protoze leva strana posledni rovnice nezéavisi na thlu mezi vektory rychlosti 171 a 172, zatimco prava
strana mlze, musi byt
k(V)=1 . (10.8)
Kvadrat intervalu mezi dvéma udalostmi (10.4) nebo mezi dvéma infinitesimdlné blizkymi udalostmi
(10.5) je stejny ve vSech inercidlnich soutadnych soustavach.
Oznac¢me si v soustaveé K
ty=t=t, , l,=(x, _x1)2 +(n = » )2 +(z, _21)2 = sp=city =0 (10.9)
Zkoumejme, existuje-li takova soustava K’ , kde by se obé udélosti odehraly v jednom bodé prostoru, tedy
2 .72

ze plati ¢73=0. Méame tak podminkus’, =c ¢, — (7, =c’t/; >0, tj. interval musi byt casupodobny. Naopak

pozadavek na to, aby existovala soustava, ve které ob& udalosti nastanou soucasn& (#,=0), vede

36



k podmince s, =c*t}—¢},=—(7<0, tj. interval musi byt prostorupodobny. V soustavé, ktera se

pohybuje s danym hmotnym bodem (/7> =0), mGzeme tedy definovat vlastni ¢as jako

153

152 2 1/2
t;—t,'zzjdszJ[l—Z—zj dt . (10.10)

|

10.3 Lorentzova transformace.
Soustava K’ se pohybuje vi&i inercidlni soustavé K rychlosti ¥ podél osy x. Z elementarnich uvah
je ziejmé, Ze Stverec intervalu s*=c”#* —x* se nezméni pii transformaci
ct=x'sinhy +ct’coshy , x=x"coshy +ct'sinhy (10.11)
podobné jako se nezméni &tverec vzdalenosti I =x>+y” pfi transformaci
x=x"cosp+y’sing , y=—x'sinp+)y'cosp . (10.12)
Pro pocatek soustavy K’ (bod x'=0) mame v soustavé K z definice x/t=V, jednak z (10.11)

x/t=ctanhy , mame tedy tanhy=V/c a vztah (10.11) miizeme zapsat jako Lorentzovu transformaci

ct'+Kx'
I+ ’ , ,
A (10.13)

cl:—cz S
N
C C

Vzdy jsou uvadény dva klasické ptiklady na pouziti vztahu (10.13). (a) V soustavé K je podél osy x
v klidu méfitko, jehoz dvé rysky maji v této soustaveé soufadnice x,,x,. Vzdalenost (klidovd) rysek je

tedy Ax,=x,—x,. Vzdalenost v soustavé K’ je (soufadnice jsou uréovany ve stejném d&ase £ =t.) je
0 2 1 1 2

Ax=x,—x]=Ax,/1-V?/c* . Mluvime o kontrakci délky. (b) V soustavé K’ se v &asech # a 7, odehraji
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dvé udalosti v jediném misté¢ x/=x;,y/=),,z =z, (interval mezi udalostmi je tedy At,=6,—t/. V

soustavé K je interval mezi témito udalostmi Ar=¢, —¢, =At¢, / J1-7?/c* . Mluvime pak o dilataci asu.

Vztah (10.13) miizeme zapsat i v diferencialnim tvaru

cdt'+de'
cdz:—cz , dx:w , dy=dy , dz=dZ . (10.14)
V V
1-—- 1-—-
c c

Pro transformaci slozek vektoru rychlosti (v=d 7/d ¢,V =d ¥ /d{ ) dostaneme z (10.14) vztah

V2 2
’ V, 1—— V, 1——
_ vx+V B y C2 B z c2
vx - v; V > Vy - V; V ’ VZ - V: V . (1015)
1+ 1+ 1+
C C C

Sledujeme-li ~ Sifeni  sv€telného  paprsku v roviné (v ,=ccos@,v =csinf,v.=0  resp.

v, =ccos@’,Vv,=csind’,v.=0), dostaneme vztah (aberace svétla)

2
-2
—__ ¢ _sing . (10.16)
1+ —cos®’
C

sin@ =

Pro V/c<1 polozime 8=6"-A60 a porovnanim nejnizsiho ¢lenu Taylorova rozvoje dostaneme obvykle
uvadény vztah

A9=Ksin9' . (10.17)

10.4 Ctyivektory.

Nejprve definujeme podstatné tenzory. Metricky tenzor a jednotkovy tenzor jsou

38



1 0 0 0 100 0
o -1 0 0 0100

_lk_ ’5k_
En=& 0 -1 0 "“lo o1 0
00 0 -1 000 1

Uplny antisymetricky pseudotenzor 4. fadu je definovan pomoci vztahti
gikim (6‘0123 _ 1) - (80123 _ _1)
Ctyivektor soutadnic udélosti (kontravariantni a kovariantni) zapisujeme jako
X = (xo ,xx? ,x3) = (ct,?) , X, = (x0 , X 5 X, ,x3) = (ct,—?)
Plati pfirozené (s Einsteinovou sumacni konvenci)
X = 8ik X, ox= gik Xk
Interval miizeme psat jako

2_ i ik ik 22 (2, 2, 2
sT=ExX'x, =g, xx =g xx,=ct (x +y +z)

(10.18)

(10.19)

(10.20)

(10.21)

(10.22)

Vénujme se na chvili trojrozmérnému eukleidovskému prostoru. Tam mame polarni a axidlni vektory. Pti

zamén¢ orientace kartézskych soutadnych os se zméni zapis vektoru privodice
F=xi+ yj +zk= (—x)(—f) + (—y)(—]') + (—z)(—l;)

Definujeme operaci zrcadleni jako

Pro vektor rychlosti mame tedy

Pro vektor thlové rychlosti ale
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(10.24)

(10.25)

(10.26)



Vektory, které se pii zrcadleni transformuji jako privodi¢ se nazyvaji polarni, vektory, které se
transformuji jako uhlova rychlost se nazyvaji axialni. Obecné zavadime ve trojrozmérném prostoru

axialni vektor jako pseudovektor dualni k antisymetrickému tenzoru

1 3 - - -
C“:Eﬁzlg"’mcm , Cy,=43B, -4 B, & C=AxB . (10.27)
V=

Ve Ctyfrozmérném prostorocase jsou dudlnimi antisymetricky tenzor 2. fadu s antisymetrickym

pseudotenzorem 2. fadu a antisymetricky pseudotenzor 3. fadu s vektorem

*

Aik :lgiklm Alm , *Aikl :€iklm Am . (1028)
2

10.5 Ctyfrychlost a étyFzrychleni.

Definujeme ¢tyivektor rychlosti pfirozenym zptsobem jako

L S ) S C wu =1 . (10.29)
ds V2 vz
1- Ciz c.1— 07
Obdobné ctyfvektor zrychleni
i 2 i
LU S (10.30)
ds ds

Podivejme se na relativisticky popis pohybu s konstantnim zrychlenim. V soutfadné soustavé, kde rychlost

¢astice v=0 mame

5T 5
C

@:uﬁﬁﬁ),v@:@‘lmﬂ , (10.31)

kde a je obycejné zrychleni. V obecné soufadné soustavé je rychlost a zrychleni

u' = : 00| , w= 0,0 . (10.32)
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Po malé Gpraveé (z rovnosti w' w, =w) w, ) dostavame

a4l _v_ |-, (10.33)

2 2
yoft 2 1+(“_’j . (1034)

10.6 Princip nejmensiho tucinku.
Utinek musi byt invariantni a co nejjednodussi. Nabizi se integral podél svétodary. Abychom
dostali pro u¢inek znamy nerelativisticky vyraz, musime konstantu timérnosti zvolit rovnu —mc , tedy

17

b 7 2
S=—mcjds=—mc2ﬁ/1—v—2dt . (10.35)
C

Lagrangeova funkce a impuls jsou

(10.36)

Hamiltonova funkce je pak

H=pv—-L=-""C —=\p’+mict . (10.37)

Pohybové rovnice dostaneme z varia¢niho principu
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f : Ldx'odx"
é'S:—mcé'J.ds , é'ds:ﬁ(gikdx’dxk)l/z=M=uk§dxk ,
/ ds
» b
§S=—mcjuk5dxk=—mcuk5xkb+mcjé'xk%ds
a s
Odsud pak
du' oS
—=0 , p,=———=mcuy,
ds ox'

Ctytvektor energie-impulsu definujeme jako ¢asupodobny vektor
i H _ i 22
p=\—"»P| , PP=mCc
c
a Ctytvektor sily jako prostorupodobny vektor

i di _"‘_” i
gzdiz u 2’ / =| > &pn=0
cz\/l—v c\/l—v

2 2
C C

Hamiltonova - Jacobiho rovnice volné ¢astice je z (10.40)
I 1(asY ((asY (asY (asY)| .,
g ——F=mc , S|=—| -||=—| t|=—| +t|=—]| |=mc
dx' dx c*\ dt 0x dy 0z

10.7 Jina formulace principu nejmensiho ucinku.

Typicky problém nalezeni geodetické ¢ary je popsan varia¢ni tlohou

7p U v v
5S(x/1)=0 s S = {_mc gﬂvdid_x_eg A/{dx }d’l’

Ta

Tato formulace ale nepracuje pro m =0. Zvolime-li ale

S(p,u’xv): f{_pﬂ ddx: +%/1(T)[gﬂv (p/l _eAﬂ)(pV _eAV)_m2 cz]}dT ’

Ty

kde A(7) je Lagrangetiv multiplikator, dostavame po malé upravé (variace vzhledemk p )
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(10.38)

(10.39)

(10.40)

(10.41)

(10.42)

(10.43)

(10.44)



- o - =
x#:(0t=_r) > A”:(?’_Aj ’ pﬂ:(po’_p)

a
mCzZCp(): ne +e(I) s ﬁ: nY +€;1

Variaci (10.45) dostavame

Adrt

7 u y
5S:—{ldx‘”+e/lw}5x“ +1J[1 gﬂvdx dx —mzcz}5/1d1'+

Odsud méame vyjadieni impulsu

oS 1ldx,
Po="—" A eAa) »
ox” Adr
vazebné podminky
1 mc
2{ dx/’dxﬂ 1/2
drt drt
a pohybové rovnice
d(1ldx,)_ d x* _aAﬂ_%
dt\ A drt “dr 7" 9x” 9x”
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(10.45)

(10.46)

(10.47)

(10.48)

(10.49)

(10.50)

(10.51)



11 Naboj v elektromagnetickém poli.

11.1 Variacni princip.

Ucinek (invariantni s ,,minimalni interakci‘)
b b

S :—mcjds - eJ-Al. dx' , A :(—,A]
a a

Lagrangeova funkce a zobecnény impuls jsou

2 —
L=—mcz1f1—v—2+egl-17—e¢ , 13:8_1:: my ted=p+ed
c av N
==
c
Z vektorové analyzy budeme potitebovat identitu
V(a-b)=(a-V)b+(b-V)a+bx(Vxa)+ax(Vxb)

Je pak
L V(A7) -eVo=e(-9) A+ erx(Vxd)- eV
d . - dp 04 . -
E(p+eA)=d—1;+e¥+e(v V)A

Lagrangeova rovnice je tedy

kde jsme oznacili

o
Il
|
<
ASY
|
]
Il
<
X
Ny}

Ve ¢tyfrozmérné notaci

§S=5(—mc}ds—eindxi]:
b

J(mcé‘xidui +eaAi ox'dx" —e%5xkdxij—(mcui +ed)ox

b
a

k
X X

a
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(11.2)
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(11.4)

(11.5)

(11.6)

(11.7)



Pouzili jsme pii odvozeni integraci per partes a vztahy

ods=udéx 5A[=B—A£5xk
0x

Obvyklym postupem dostdvame vyraz pro zobecnény impuls
P =mcu' +ed
a pohybovou rovnici

du, f 04, JA4
mc—-=eF,u* , F,=—&t—-—"1
ds " ax oxt

11.2 Tenzor elektromagnetického pole.

Ve vztahu (11.10) jsme zavedli tenzor elektromagnetického pole

Ex ﬂ EZ 0 —Ex —ﬂ
c c c c c
_L 0 -B. B, £, 0 - B,
c ik c
Fy = E. , = E
-~ B 0 -B, —+ B, 0
c c
E E
-— —-B, B, 0 = —-B, B
c c

Pti Lorentzové transformaci se tenzor elektromagnetického pole transformuje podle vztahu

Fik :Alm Aﬁ F'mn
Oznacime-li 1/ y=y1-V?/c* , dostavame pro
/N 7 7 V 2 4
x°=;/(x°+lej , xlzy(x1+—x°j , xX=x",
c c

neboli v maticovém zapisu
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(11.8)

(11.9)

(11.10)

(11.11)

(11.12)

(11.13)



y —y 0 0
c
i ik i V
x'=Ax" , A= ;7/ y 00 (11.14)
0 0 0
0 0 0
transformacni vztah
0 F’Ol }/(FIOZ +KF/12j ;/(F/OB +KF/13J
c c
FIIO O 7/(FMIZ +KF/OZJ 7(F/13 +KF,03]
Pk ¢ ¢ (11.15)
7/(vazo +KF/21j }/(F’Zl +KF/20j 0 F/23
c c
7(F/30 +KF’3lj 7(F/3| +KF/3Oj FI32 0
c c
Pievedeno do vektort intenzity a indukce
E.=E, , E =y(E,+VB)) , E.=y(E.-VB))
, v, v, (11.16)
B =B, , B, = 7/(8}, —?Ej , B.= 7/(32 +C—2Eyj .
V nerelativistickém pfiblizeni (¥ /c—0) pfechazi (11.16) na
E=E -VxB , B=B . (11.17)

Invarianty pole mizeme zkonstruovat z tenzoru pole. Ponévadz je antisymetricky, zizeni nedava nic a
mame az kvadratické vyrazy
¢"g"F,F, =F,F*=inv , &""F,F =F, F"=inv . (11.18)

ik " mn ik = mn

Duaélni tenzor vyjadfeny pomoci intenzity elektrického pole a indukce magnetického pole ma tvar
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X y z
E
B, 0 _E £
C C
F, = . 11.19
s E., _E ( )
C C
E
B, ——X E, 0
C C

Invarianty maji pak vyjadieni

T_m
oo

(11.20)

ik E‘Z n2 * ik

F;k F''==-2 5 B , F;k F'" =4
c

12 Synchrotronové zareni.

12.1 Lienarduv-Wiechertuv potencial.

Potencial pole, vytvafeného jednim nabojem, ktery se pohybuje po trajektorii 7#=7(¢). Potencial

pocitame v Case ¢ v bodé P(x,y,z), je tedy dan stavem pohybu astice v Gase ¢, pro ktery plati (doba

potiebnd pro Sifeni svételného signalu)

c(t=1)=R()=[F =7 () (12.1)
V soufadné soustavé, ve které je Castice v ¢ase ¢ v klidu, mame pravé Coulombiv zakon
o(7,1)=—— A(7,0)=0 (122)
" 4me, R(1) ’ ' '

Podminku (12.1) zapiSeme ve Ctyfrozmérném (kovariantnim) tvaru jako podminku toho, ze interval mezi

udalostmi "emise fotonu" (ct',?o(t')) a "absorpce fotonu" (c7,7) leZi na svételném kuzelu, tedy pro
rozdil Styfvektort udalosti R* =(c(t—1¢'),7 -7 (') plati

R'R =0 . (12.3)

Pomoci tohoto nulového ¢tyfvektoru a jednotkového ctyfvektoru rychlosti ¢astice
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3 N S A BN PV O Y (12.4)
-5 -3 "
l—— c\|1-—

2 2
C C

se pokusime zapsat Gtyfvektor potencialu pole tak, aby pro v=0 (tj. pro &tyivektor u* =(1,6)) ptesel do

tvaru (12.2) Z moznych kombinaci snadno nalezneme vysledek

Afz(ﬂ,ﬁjz <L (12.5)
c 4reycu R

Pokud nevypisujeme explicitné argumenty, musime mit na paméti, Ze levé strany vztahli jsou uvazovany

v Case ¢, pravé strany v ¢ase ¢ . V trojrozmérmém znaeni pak ma (12.5) tvar

¢:4e L 21:84“0 LA (12.6)
”gORl—ﬂ ﬂRl_v-R
cR cR
Vysledek (12.6) je ptirozené stejny jako (9.30) a (9.31). Pii vypoctu poli
E:-W—aa—A , B=VxA (12.7)
¢

budeme potiebovat nasledujici triky pro vypocet parcidlnich derivaci: Derivovanim vztahu (12.1) podle ¢

dostavame

OR_JROY _ R-var ( at'j ar 1

= - —cl1-=— —= = . 12.8
ot dt dt R ot © at ot 1_17-7R (12.8)
cR
Obdobné¢ derivovanim vztahu (12.1) podle 7 dostdvame
—cVz':VR(z’)—E”fvm£ - Vi=——* (12.9)
ot V'R
cR|1-———

Vyrazy pro potencialy ve (12.7) pak budeme chépat jako funkce f(7,¢'), a budeme pocitat parcialni

derivace podle 7 pii konstantnim ¢* a podle ¢* pfi konstantnim 7 . Porovnanim diferencialti
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= . adf = . 0f ., (e 0f e, ,., 0fdr
df=Vfdr+—dt=V fdr+-—=dt'=|Vf+=V|dr+ dt 12.10
f=VTar dt fdr or (f ot SNFY2PY ( )
ptfepiSeme (12.7) jako
Lo 09(F) e, QAR 4 e w o e, QA(F,D)
E=-V¢(r,t{')-—FVt ———m——+ , B=VxA(F,t')+Vi'x———= . (12.11
P(7.1) ot ar’  dt (7.7) Jt ( )
Pro intenzitu elektrického pole dostavame pak
) G )
- = ||n—— nX| | n——|Xw
E=—° AN VA </, (12.12)
I7E | R 1_vnj czR(_vnj

(1—Vz)(v><ﬁ) ﬁx((ﬁ—gjxﬂ/)
al ¢ i < . (12.13)
5.

Oznacili jsme jednotkovy vektor 7= ﬁ/ R azrychleni w=d v/d ¢ . Limitni pfipady pro v/c—0 jsou

B St (V) (12.14)

E 2 ’ 2
4re, R 4R

U

12.2 Intenzita zareni.

Poyntingliv vektor (energie, prochazejici jednotkovou plochou za jednotku Casu, [J m—’ s‘l} je

§=iExz§:gocE2ﬁ (12.15)

M

a intenzitu zafeni (4. energii, vyzafovanou do elementu prostorového uhlu, [W]) spoteme tedy jako

dI=1limS-iR*dQ . (12.16)

R—o0

Po dosazeni z (12.15) a (12.12)
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2 2(7i-w) (¥ e c
S (71 ) 5)+ LA —dQ . (12.17)
1677 ¢, ¢ 5.7 5.7 3.7
o= - -
C C C

Pro v/c—0 dostavame s oznacenim 7i-w=wcosé pro celkovou vyzafovanou intenzitu

2z
2 2 T 2 2
ew . 2 ew
=————|dn|dgsing(l—cos"¢)=—— . 12.18
1671'28003J 77'0[ g 5( 5) 67e, ( )

0

V klidové soustavé &astice je tedy (s oznalenim I=d E/d t)

2t - .odXx ~ .odu w
dE=—<"—dt , dp=0 , uzd—S:(I,O) : w=d—sz(0,c—2] . (1219

67e,C’

Relativisticky invariantni vyraz (tj. diferenciél ctyivektroru impulzu) vytvofeny z Ctyfvektort rychlosti a

zrychleni, ktery v klidové soustavé prejde na vyrazy ze vztahu (12.19), je pak

2 k 2 k
P =(£,ﬁj Cdp=-—C dwdu € dudu e (12.20)
c 6re,c ds ds 6re,c ds ds
V laboratorni soustavé tedy mame pro celkovou vyzafovanou intenzitu vyraz
‘_}. 2
, W= (va)
e C
I= . 12.21
67e,C’ 2 Y ( )
==
C

i

Zde jsme potiebovali vyjadieni Ctyfvektoru rychlosti 1 zrychleni v laboratorni soustavé. Abychom

nemuseli pfi vypoctu ctyfvektoru zrychleni uZit obecné Lorentzovy transformace, vypocteme w
derivovanim znamého tvaru u' =(1/\/1—v2/02 ,\7/(0«/1—\/2/02 )) , potom

- QZ) : (12.22)
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V homogennim magnetickém poli se nabita ¢astice pohybuje rychlosti v po kruznici poloméru R, jeji

zrychleni w=v" / R je kolmé k rychlosti. Dosazenim do vztahu (12.21)

e’ v e’c p * e’c T )
I= 5 > = s | = 5 5 . (12.23)
6me,c” V2 6re, R\ mc 6re, R\ mc
R|1-—
c
V poslednim vyrazu ve (12.23) jsme pouzili aproximace vysokych energii, kdy pro kinetickou energii
plati T=+p’c’+m’c* —mc*=~pc. Ztohoto vyrazu je také ziejmé, Ze synchrotronové zifeni je
omezujicim faktorem pii urychlovani lehkych &astic (elektront a positronlt). Pro normovaci hodnotu

R,=0,5km mizeme psit I=(R,/R) (T/mc*) eVs™.

Jsou-li rychlost a zrychleni v ur¢itém okamziku rovnobé&zné, dostdvame (7 .v =v cos @, rychlost

podél osy z) pro thlové rozloZeni zatfeni vyraz

2.2 : 2
L LT (12.24)
167 &C Vv
l1——cos@
C

Pro hodnoty v/c—1 ma thlové rozloZeni velmi uzké, ale "dvouhrbé" maximum kolem 6=0. Jsou-li
rychlost a zrychleni v ur¢itém okamziku navzajem kolmé, dostdvame (7-v=vcos@, n-w=wcos@sinf ,

rychlost podél osy z a zrychleni podél osy x) pro tthlové rozloZeni

2
s | (1—‘}2jsi1’1290082¢
e w C
= TP . T . - dQ . (12.25)
0 (l—cosé’] (1—0050)
c c

13 Rovnice elektromagnetického pole.

13.1 Ctyfrozmérny vektor proudu, rovnice kontinuity.
Hustotu naboje piSeme jako
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dQ=pdV , p=>e s (F-7) . (13.1)
Ze vztahu

dexfzpddefzp‘il—’;dde (13.2)

porovnanim geometrickych vlastnosti (skalary dQ a dVdt a &tyivektor d x') vyplyva, Ze mizeme

definovat ¢tyfvektor proudu

i

. dx — Y
'=p=(cp.pi)=(cp.j) - (13.3)
Ve vyrazu pro ucinek mizeme pak psat
e.[Aidxi:J-pAdxidV:lJ.Aj"dQ : (13.4)
C
Naboj, ktery ubude v néjakém objemu mizeme zapsat dvojim zptisobem
—ijpdegﬁj-ﬁdS . (13.5)
ot

S pomoci Gaussovy véty pak z (13.5) plyne

J[V-ﬂ%pjm/:o , (13.6)

En
tedy (objem je libovolny) rovnice kontinuity

V.50 g (13.7)
t oJx'

Zakon zachovani naboje (rovnice kontinuity) zarucuje, Ze pii kalibra¢ni invarianci se i¢inek zméni pouze

o divergenci

y | 3 | | v i
%:o = [4/d0 - J(Ai+a—§]j’dQ:IAij’dQ+J (BZ{)dQ . (138)

x' X
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13.2 Prvni par Maxwellovych rovnic.

Z vyjadieni tensoru elektromagnetického pole pomoci potencidlu snadno odvodime platnost vztahu

dF, JF, OJF,
L —
ox'  9x'  9xt

=0 . (13.9)

Na levé strané je Upln€ antisymetricky tensor tietiho fadu, pfedstavuje pouze Ctyfi rizné rovnice.
Zietelnéji je to videt, uzijeme-li zapis pomoci dualniho (pseudo)vektoru

. dF, ~ 9'F*
iklm Im
= =0 . 13.10
a x* dx" ( )

Nultd komponenta dava tvrzeni o nezfidlovém charakteru magnetického pole, dalsi tfi komponenty

Faradaytiv induk¢ni zdkon

V.B=0 , VxE=—— . (13.11)

13.3 Druhy par Maxwellovych rovnic.
Druhy par Maxwellovych rovnic odvodime z variaéniho principu. Za Lagrangeovu funkci

elektromagnetického pole zvolime pfirozené znamy invariant s vhodnou konstantou

N =—1HA[ ' +LFik F”‘jd Q
¢ 4 4,

(13.12)

= ﬂEZ—p;z)——l B +j-Al|dvdt

2 2u,
S uvdzenim F'“*§F, =F, 8 F"* dostivame
L[ |t
5S=—|| /64 +—F'SF, |[dQ=
¢ 2 u,

(13.13)

1 ; | R’ |
—— || j 64 +—F"—64, ———F"—054 |dQ
CJ( 4 24, ox " 2u, ox* A'j

Po integraci per partes ve (13.13)
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0S=- ! 'i+aFik 04,dQ— 1 J-Fik§147d5 (13.14)
c My J 95 i ¢ Ly 49 - :

Druhy par Maxwellovych rovnic je tedy

aFik r

S M (13.15)

Nulta komponenta je rovnice pro divergenci indukce elektrického pole (zobecnéni Gaussovy véty
elektrostatiky), zbyvajici tfi pro rotaci intenzity magnetického pole (Ampériv zdkon doplnény

Maxwellovym posuvnym proudem)

—

oD

vﬁzp , VXFIZE

+7 . (13.16)

13.4 Tensor energie-impulsu.
Tensor energie-impulsu dostaneme z teorému Noetherové pfi transformaci, odpovidajici translaci

soufadnic

Xi=8 , 0'=0 , T'(x)= -L5 . (13.17)

Tady je index j vlastn& indexem “nahodn&” tensorovym. Takto ziskany tensor energie impulsu 7' neni
obecné symetricky. Pro Lagrangeovu funkci elektromagnetického pole je

OL 9L 1 (13.18)
aq i aAj,i M

a tensor energie impulsu vychazi nesymetricky

_ 1( .. ! .
Tzk :_ﬂ_[glj glm gj} ka _%glk F;m Flm] . (1319)
0

K vyrazu pro T'* miizeme ov§em piidat ¢len, zaruGujici symetrii, ktery pfitom neovlivni celkovy impuls

ikl
a7 ikl ilk

T o 1 =T% 25 — g (13.20)
Jdx
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Pozadavek symetrie se objevuje proto, aby byl splnén i zdkon zachovani momentu impulsu, definované¢ho

vztahem M = x' T* — x* T" , tedy

ikl
—aéul =0 o T*=T"
X

Pro elektromagnetické pole tensor 7'*' snadno najdeme jako

z.ikl :LAI Fkl

My

b

takZe vysledny tensor energie impulsu bude

Tik :L(_glm Fil ka +%gik F}m Flmj

0

Zapsano pomoci tfirozmérnych veli¢in

kde
~ - ~ 1 - -
w =%£go E* + Lsz , S=—EXB
jsou hustota energie a Poyntingtiv vektor a

1
Cup =6 E, Ey +,u_B“Bﬁ ~Wé,,
0

je Maxwelliv tensor napéti.

Jiny zptisob odvozeni tensoru energie-impulsu poskytuje variace u¢inku

S=1JA@dQ
C

vzhledem k metrickému tensoru
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1 .
—2—CJTik J-gdghda=0 |,

(13.28)

T o= 2 Jdy-gA 9 |dy-gA
= - -
i [_g aglk axl aglk

ox'

Ponévad? variace J g’* nejsou nezavislé (je pouze 10 komponent symetrického tensoru), nemiizeme z
(13.28) psat T, =0. Plati J /- / og*=—\-gg, / 2. Lagrangeova funkce pro elektromagnetické pole
je

1
A=- {g’kA ]k+4—g g""F Fm} . (13.29)

0

Variaci dostdvame (pii po¢itani musime uvézit d g'” / dg” :(511' 0, +9,0, ) / 2)

. . 1 m 1 m
];k:_(AiJk-'_Ak]i)-l_ﬂ_(_gl EzEcm"‘ZgiszmFl j . (13.30)

0
Tensor energie-impulsu soustavy castic zapiSeme pomoci analogie s tensorem energie-impulsu

elektromagnetického pole. Hustotu impulsu soustavy ¢astic napiSeme jako

% =pcu® , u= Zm5 F-7) . (13.31)

Hustota impulsu je u elektromagnetického pole rovna hustoté toku energie délené ¢*. Vyraz (13.31) bude
tedy analogicky roven T 0"’/c. Veli¢ina gz cje nultou komponentou (stejné jako hustota naboje u
Styivektoru proudu) Styfvektoru toku hmoty ud x' / dt. Tensor energie-impulsu tak mizeme kone¢né

psat jako

—ﬂcu‘u d—‘; . Th=TH (13.32)

Pro tensor energie-impulsu elektromagnetického pole dostaneme s vyuzitim Maxwellovych rovnic

aFlk ikl aF/
, gz m_m:O
dx* Ha ] dx*

(13.33)
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vyraz

0
dx*

T)f=-F"j . (13.34)
Pro tensor energie-impulsu soustavy castic dostaneme s vyuzitim pohybovych rovnic

ucé—izpF"kuk PN ,Ltcd—bzzFikjk (13.35)

a rovnice zachovani hmotnosti (rovnice kontinuity pro ctyivektor toku hmotnosti, podobné jako pro

ctyivektor proudu)
d d x*
=0 13.36
Jx' (,u dt j ( )
vyraz
a ik ik -

Spojenim (13.34) a (13.37) dostavame zdkon zachovani

0 i i

Pro tensor energie-impulsu plati (rovnost pravé pro elektromagnetické pole)
T'>20 . (13.39)

13.5 Tensor energie-impulsu makroskopického télesa.
Tok impulsu elementem plochy povrchu télesa je sila, piisobici na tento element. Uzitim Pascalova

zakona muzeme psat (v soufadné soustavé pevné spojené s elementem plochy)
3
fy=2.0,,dS,=pdS, = 0,,=pJ,, . (13.40)
B=1

V této soufadné soustavé tedy
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e 0 0 O
, : 0 0 0
W' =(1,0,0,0) , %= 7 (13.41)
00 p O
0 0 0 p
Invariantni vyraz, ktery pfejde na pfedchozi je pak
T"=(p+e)u'u* —pg" . (13.42)
PouZijeme-li pro zépis trojrozmérnych veli¢in, mame
2
€+ 5P - +&)v +&)v,v
W:—02 , S:u ) O-aﬂ:(p#zﬂ (13.43)
1 - L 1 - L C2 1 J— L
C2 CZ 02

14 Elektromagnetické viny.
14.1 VInova rovnice.
Vezmeme druhy par Maxwellovych rovnic (ve vakuu) a dosadime vyjadfeni pole pomoci

potenciala

aFik_O ’ Fik:gijgkl(aAl_aAjj ,

dx" ox’  ox'
. (14.1)
y 82 Ak Y 82 Al B 0
Irox ° arox
Lorentzova kalibra¢ni podminka zjednodusi (14.1) na vlnovou rovnici
04" g 00 A
=0 , -g"'——=0 . 14.2
dx" & dx"9x! (14.2)
Pomoci d’ Alambertova operatoru
1 0
O=A-—— 14.3
ot (14.3)

mame pak ve tiirozmérném zapisu
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aa_ium:o , Og=0 , OA=0 . (14.4)

14.2 Rovinna monochromaticka vina.
Reseni hledame ve tvaru rovinné viny, tedy konstantni &tyfvektor nasobeny komplexni jednotkou.

Je pak
A =Re{d exp(ik,x’)} . kk'=0 , kd=0 . (14.5)

1 1

Posledni vztah ve (14.5) je dan Lorentzovou kalibraéni podminkou. Cty¥vektor impulsu zapisujeme jako
k":(ﬂ,éj k=25, a2=1 . (14.6)
c

Velmi jednoduse popiSeme pomoci charakteristik rovinné monochromatické viny Dopplertv jev. Méjme

zdroj svétla, ktery je v klidu v soustavé K - Soustava K se pohybuje vzhledem k laboratorni soustavé

K rychlosti V. At je thel mezi smérem pohybu zdroje a smérem Sifeni svétla ¢ . Potom plati

14
ko_ikl a)
kO _ C kO _ﬂ kO_Q
0~ gz T o BT
I==
, ¢ (14.7)
kl_*ko a)()
_ c 1 _ -z
k(o)— = k(o)— . cos, k —Ccosa
==
c
a odtud
2
BB
=@, (14.8)
l-——coscx
c
Pro rychlosti malé ve srovnani s rychlosti svétla mame
4 1V
@ = Wy, 1+?cosa+50—zcos2a . (14.9)

Tensor energie-impulsu je
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T”“:c—zsz"kk : WzL(a"a:+Re{aia[exp(2iijj)})

w 24,

(14.10)

Ve stfedni hodnoté podle ¢asu je druhy ¢len ve vyrazu pro hustotu energie roven nule. Oba invarianty

(11.20) jsou rovny nule.

Se specidlni volbou kalibrace (spojené ovsem s jednou urcitou inercialni soufadnou soustavou)

mame
Aiz(O,IZI) , A=a,cos(wt—kx+a)é, +a_sin(wt—kx+a)e.

E=wa,sin(wt-kx+a)é, —wa.cos(wt —kx+a)e.

B=ka, cos(wt—kx+a)é, +ka,sin(wt—kx+a)e

Eliptick4 polarizace takové viny je vidét ze vztahu

2 2 2 2

= + L, =1 5 + 5 =1
2 2 2 2 2 2 2 2 2

o a, o a; a; a,

14.3 Rozklad elektrostatického pole bodového naboje.

Potencial bodového naboje (Coulombiiv potencidl) vyhovuje rovnici

Uvazujme Fourierovu transformaci

¢(7):J¢Eexp(f-?) dj . ¢, =[o(F)exp(~ik -F)d’F

A¢(?)=J—k2¢<exp(ﬂ€7> j”k)3 — (A¢)/€:_k2 s .
A¢5(F)=—€%Jexp(zlgz7)(i37k)3 = (A¢)E=_g_€0

Porovnanim obou vyjadieni dostavame
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e
= . 14.16
% gk ( )

14.4 Vlastni kmity pole.

Objem V uzavieny v krychli o hranach délky 4, B, C. Kalibrace takova, ze ¢=0, V-4=0.Mame

A=Y Acexplik-F) . k-A.=0 ., A, =4 (14.17)
*
pfitom
2
L - LA P (14.18)
A ! B C
kde n_,n ,n_ jsou cela ¢isla. Fourierovy slozky vyhovuji rovnici
A
e tw 4. =0 . (14.19)

Jsou-li rozméry A4, B, C zvolen¢ho objemu dostatené velké, jsou sousedni hodnoty k, .k, .k, velmi

blizké a mGizeme uvazovat o poctu moznych stavil v intervalu hodnot vinového vektoru

A B C

An,=—Ak, , An,=—Ak, , An =—Ak,
2z Y 2m 2z
Ak Ak Ak, (14.20)
An=An An,An =V ———5—
(27)
Pro pole dostaneme s potencidlem (14.17)
B, A d A, B,
=—a—A=—Z "exp(z’ F) ,
or T dt (14.21)
BszZ=iZk><;1];exp(ikF)
3
Celkova energie pole je
- - dA. dA N
E=L|gB+ L1 |lav=L5) g 5 k+i(k>< - (kx4) | (14.22)
2 o 245 dt dt u,

Jednoduchou upravou (vyuziti kalibracni podminky) pfepiSeme vyraz (14.22) na
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E. "+wa,;~1?1;} , a)kzc\ié\ . (14.23)

Rozklad potencialu (14.17) obsahuje jak stojaté, tak postupné viny. Vhodné;si pro interpretaci je rozklad

potencialu, ktery obsahuje jen postupné viny

A= > [5];exp(i(l;-F—a)kt))+Zi;exp(—i(l€-?—a)kl)” . (14.24)

k

Porovnanim (14.24) a (14.17) dostavame

L =d.exp(—im t)+a exp(imt) . (14.25)

Dosazeni (14.25) do (14.23) umoznuje ted’ napsat energii pole jako

E=YE , E=2Vgwa. ad . (14.26)
%
Obdobné dostaneme pro impuls
- L k E.
P:ij(ExB)dvzzf—k . (14.27)
Hy Tk oc

Nakonec zavedeme kanonické proménné

=&V (G exp(-iam t)+a; exp(iw,t))

# /0. (14.28)
= —iw,Je,V (G exp(~iw, 1) —d explia, 1)) =—% .

dt

V téchto prom&nnych mame energii vyjadienu jako energii souboru harmonickych oscilatorti

E=ZE:EE : E:%(f’;+a),fQ,§) . (14.29)

k

15 Brzdéni pohybu vyzarovanim.

15.1 Rozklad potencialu.
Pro skalarni a vektorovy potencial elektromagnetického pole vytvofeného danym rozlozenim

naboje a proudu mame integraly (9.5) a (9.6), které zde jesté jednou piepiSeme
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()
o (F.1)= S (15.1)

4re, R
a
‘:(—»/ Rj
ﬂ J r:l_i
AF ) =20 | —— 2037 15.2
(7.1) 4 R (152)
kde R=
rychlosti svétla ma tvar (pfedpokladame, Ze se rozlozeni malo zméni za dobu R/c)
~ 1 p(?l,t) 3 1 82 — 3 - 3=
F.t)= d’F+——|Rp(F.t)d ¥ — d ,
P(r.1) 4;:80U R 2czat2j pU1) 6¢° arj P
()7 (0) o 10 1o
. | (p(Fe)v(r,e) 5, 1 N N E
A(F,t)=— d’r——— r.O)v(r,t)d’ r|
() o] [ 20 L9 f () 5(7.0)
kde jsme jiz uvazili zachovani celkového néaboje, t.j. polozili jsme
jp Nd*F=0 . (15.4)

V dalS§im nebudeme vypisovat argumenty funkci, nebot’ jsou zfejmé. Pro dalsi zjednoduSeni vyrazi

provedeme kalibra¢ni transformaci

¢ — —aa—f; , A A+V [ (15.5)
kde kalibra¢ni funkce je
1|19 N U A SR
= —\|Rpd’ ¥ ————|R pd . 15.6
/ 47[80{20281‘-[ par 6c38t2J‘ par (156)

Po kalibra¢ni transformaci jsou potencialy

¢= ! Jﬁaﬂf’ ,
dre,) R
v 19 R 10 (>7
=t Jﬂd3f'+—— PR pw 19 p*d“———j'deH
4r|J) R 20t) R c ot
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Oznacime-li R/Rzﬁ jednotkovy vektor ve sméru od néboje k mistu pozorovani a pfipomeneme-li, Ze

dR/dt=—v , mizeme vyraz (15.7) zapsat jako

o= 1 f£d3’7, ,
4re,) R

[ Jp +(ii-)ii d“——J —d“’}
47[

UvaZzujeme-li o soustavé bodovych nabojl, ptejde ptedchozi vyraz (15.8) na

— 1 ea
=Y

dre, TR,

= Ml lxce ~ . - 2 dv,
A=+ — . N
4 |:2ZR (va+( ¢ va)na) 3cza:ea dl‘}

(15.8)

(15.9)

15.2 Lagrangeova funkce soustavy naboju.
Ponechédme-li i v kinetické energii jen &leny do fadu v?/c? , miizeme psat pro jednu Eastici
4

1 1 v e e
L =—m, vj +—ma—;——“2—b+
2 8 "¢ A, rma R,

SIS g (1,57 )] - L e, 5,
ab

8T oy 67c S

(15.10)

Lagrangeova funkce soustavy je pak (neni to prosty soucetL,, nesmime interak¢ni ¢leny zapocitavat

dvakrat)
L=19+1"+[Y | (15.11)
kde zakladni ¢len je
1 1 e e
L9=="m v - = 15.12
2; ‘o 87[80;: R, ( )
b#a
¢len druhého tadu je
1 1 ee
=—S"m v+ <S55, + (i, v )i,V 15.13
SCZZH: a a 167[806‘2;: Rab |: a b ( ab a)( ab b)i| ( )

b#a
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a konec¢né Clen tretiho fadu

%) = - e e, v, v, . 15.14
127zgoc dtz brae h (15.19)

15.3 Brzdéni pohybu vyzarovanim.

Potencidl a intenzitu elektrického pole v opravé tietiho fadu miizeme podle (15.9) napsat pomoci

dip6lového momentu soustavy nabojlii p= z e, 1. jako

2 = 3 =
=L d4p 5. 1 dp (15.15)
6rec dt 6re,c dt
Celkova prace vykonana na soustavé nabojl je
.= p = 1 p d’p
R T T
. dt 6rme, e’ dt dt
(15.16)

1 d(dp d*p) 1 (&pY
6re,cdi\dt di* ) é6me,c\ di
Ve stfedni hodnoté (ptedpokladame finitni pohyb) tedy je vyzafeny vykon (stfedni hodnota prace vzata s

opacnym znaménkem)

dE_ 1 (dpY (1517)
dt 6rmegc\dt* ) ’

Pro ¢asovou zménu celkového momentu impulsu M :z 7 x P dostavame obdobng

— Zr Z xe E = ! D d3ﬁ
- R e A
(15.18)
1 d| . dzﬁ 1 dp d*p
5L P 3 X—
6re,c dt dt 67[800 dt dt
a ve stfedni hodnoté pak
- —
amM ___ 1 dp.dp (15.19)

dt 6re,c dt dt
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15.4 Hranice platnosti klasické elektrodynamiky.

Pro jednu ¢astici s ndbojem e je brzdéni zafenim studované v predchozim odstavci vyjadieno silou

e d*v

6re,c dr

f= (15.20)

Pohybova rovnice ¢astice ve vnéjsi poli se zapoctenim brzdné sily je (v soufadné soustave, kde je rychlost

¢astice blizka nule)

dv - . = e d*v
m—=eFE +evXB+ T
dt 6re,c dt

(15.21)

Za ¢asovou zménu zrychleni dosadime do (15.21) vyraz, ziskany derivovadnim této rovnice a zanedbanim

¢lenti vyssiho fadu

5 - = -
m :zed—E+ed—vxf3ze LI Ny (15.22)
dt dt dt dt m
Dostavame tedy rovnici
— 3 =
d—v=£(E+\7><§)+ i IE € ExB| . (15.23)
dt m 6rmeyc’\ dt m

Uvazujeme-li jako vn&jsi pole elektromagnetickou vinu o frekvenci @=27zc¢/Aa intenzité E vychazi z
podminky, aby brzdna sila byla mal4 ve srovnéni s Lorentzovou silou
A>r , eEr,<mc® (15.24)

kde

2
e

r,=—s 15.25
* drmegymc’ ( )

je klasicky polomér elektronu.

16 Zareni rychle se pohybujiciho naboje.
16.1 Intenzita dip6lového zareni.

Pro Poyntingtiv vektor dipdlového elektromagnetického pole jsme méli vyrazy (9.14) a (9.15)
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Pro jednu nerelativistickou ¢astici, ktera se pohybuje se zrychlenim w je pak

D =ewxii (16.1)
a intenzita zafeni vychdazi jako
— ez
d1=S-ﬁr2dQ=Tw2sin20dQ . (16.2)
l6z g, c

Po integraci dostaneme

2
I—dE— e 2

= = 16.3
dt 6regc’ (16.3)
V soutadné soustave, kde je Castice v klidu, mizeme tedy psat
e’ —~
dE = -w'dt , dP=0 (16.4)
6re,c
a invariatni forma téchto vztaht je
2 k
Pzﬂéjﬂ Cap=-—C dwdu (16.5)
c 6reyc ds ds
V klidové soustavé je totiz (vztah (10.31))
. dX - - du w
u=—-=(1,0) , W=—=|0,—1| . 16.6
ds ( ) ds ( c? j ( )
Celkovy vyzateny Ctyfimpuls je pak
2 k
Y R — Jd”dwdf . (16.7)
6re,c) ds ds
S vyuzitim pohybovych rovnic
k
med oy, (16.8)
s
ptejde (16.7) na
e4
AP =—————|F, F"u'u,dx" . 16.9
67[80 m2 C3 I kl m ( )
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17 Rozptyl zareni volnymi naboji.

17.1 Thomsonuv vzorec.

Zavedeme pojem ucinného prifezu. At d [ znali intenzitu zafeni, tj. stfedni hodnotu energie

vyzafované soustavou za jednotku ¢asu do elementu prostorového thlu dQ a S je stiedni hodnota

Poyntingova vektoru (stfedni hodnota toku energie) dopadajiciho zafeni. Potom je diferencialni G€inny

prafez (G¢inny prarez rozptylu do elementu prostorového thlu d Q) veli¢ina rozméru elementu plochy

da:d—_l
S

(17.1)

Uvazujme ted rozptyl elektromagnetick¢ viny jednim volnym ndbojem. Budeme piedpokladat, ze

rychlost ziskana nabojem bude malé a Ze vlnova délka je mnohem vétsi nez amplituda vyvolanych kmit

naboje okolo pivodni polohy (kam umistime poc¢atek soufadnic), tedy mizeme psat

2 -
m t: =el?ocos(l€-?—a)t+a) ~eE,cos(wt - a)

Pro intenzitu dip6lového zéateni kmitajiciho naboje mame podle (9.15)

4
e

¢ Exilfcos(@wt—a)dQ=——C  E’sin?
d1_167r2€0mzc3‘onn‘ cos’ (0t —a)d Q — E,sin"0d Q

4
e
32xte,m’c

a pro stiedni hodnotu Poyntingova vektoru dopadajici viny

= — 5 1
S=c€0E§c0sz(a)t—0{)=§c€0E§ ,

takze pro diferencialni G¢inny prufez je

2 2
da=[e—2j sin>6d Q
dre,me

(17.2)

(17.3)

(17.4)

(17.5)

Celkovy ucinny prifez je pak dan Thomsonovym vzorcem (klasicky polomér elektronu r, je zaveden

vztahem (15.25))
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5 2
0_28_7r(e—j Ser (17.6)

17.2 Modifikace Thomsonova vzorce.

Uvazujme nyni nikoliv volny naboj, ale tltumeny oscilator, tedy

d*7 v ) e -
+y—+ @, ¥ =—FE coswt . 17.7
PR TR (17.7)

Pro dipdlovy moment p=er odsud dostavame

3 (32 2 :
_ et\lwy —w|coswt + ywsimat
p:_( 2) e - E, . (17.8)
m (@ -0*) +7 @
Celkovy u¢inny prifez je v tomto piipadé
4
o=3%, i . (17.9)

18 Index lomu.
Definujeme polarizovatelnost (@) jako konstantu umérnosti ve vztahu mezi (lokalnim)

elektrickym polem E, = a dipolovym momentem p . Vyjdeme z komplexniho zapisu (17.7)

loc

d*7 dr ) e -
+y—+w, F=—FE, expl—iwt) . 18.1
7 }/dt b e p( l ) ( )
Potom
- e’ 1
p=ga(wE, , alw)= : (18.2)

Ema; —iyw—
Polarizace je pak P=N p. Musime ovSem uvazit, jaké pole plsobi na ndboj. Piipomenime z

elektrostatiky, ze je-1i v dielektriku s homogennim polem dutina, je lokalni pole rovno
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i Lp F =+ p , (18.3)
& 3¢g,

podle toho, jde-li o Stérbinu podél nebo napii¢ pole nebo o kulovou dutinu. Pro uplnost poznamenejme,

ze pro magnetické pole madme v podobné situaci

B,,=B-M , B,=B-=M . (18.4)

(USH I )

Pro dielektrika uvazujeme o vazanych nabojich uvniti kulové dutiny, mizeme tedy psat

No

1

P=——"
1-—-Nao
3

& E (18.5)

a pro index lomu (za velmi Gastého pedpokladu u (@)= )

ni=1+ % (18.6)
I--No
3
Obvykla forma tohoto vztahu je (Clausius - Mossotti)
n* -1
3 =No . 18.7
n*+2 ( )

Ve vodici uvazujeme o téméf volnych elektronech (nevazanych k atomu, tedy @, =0) a dile mame pro
konstantu ¥ (ze dvou rtiznych vyjadfeni proudu a zapisu zmény impulsu za dobu mezi srazkami)

Né*
mo

j=oE , j=Nev, , mv,y=eE = y= (18.8)

Také lokalni pole je rovno vnéjSimu, opét diky neustalému pohybu téméf volnych elektronti. Odtud mame

pro index lomu

2 2
w Ne
pel-——— @)= . (18.9)
& +iow = mé
"o
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19 Elektromagnetické pole v dispersnim prostredi.

19.1 Maxwellovy rovnice.

Maxwellovy rovnice pro Fourierovy slozky (piSeme obecné bez vyznaceni prostorové promeénné)

oo

() === [ f(@)exp(-iwt)dw (19.1)
jsou
(19.2)

Piedpoklad linearniho a pfi¢inného vztahu mezi intenzitou a indukci

— —

E(t):eo[E(t)+TZe(T)E(t—T)dT} , B(t)=ﬂ0[]jl(t)+]:lm(r)ljl(t—r)d7} (19.3)

0 0

vede k vyjadfeni

D(w)=¢,e(w)E(w) , B(w)=uyup(o)H (o) , (19.4)
kde
g(a))=1+fze(r)exp(ia)r)dr : ﬂ(a))=1+T;(m (7)exp(iw7)dT . (19.5)

Z tohoto vyjadieni mame hned

e(-w)=¢(0) , u(-o)=u1 (o) (19.6)
a
liirie(w)=1 , g)i_r)riﬂ(a))ﬂ ) (19.7)

Pro dielektrika nabyva &(w) pfi @—>0kone¢nou hodnotu statické relativni permitivity. Pro kovy je
chovani zajimavéjsi. Z porovnani dvou tvart (VXF[ ) (w—0) dostavame

~iwe(w—0)E(w—0)—>0E(0—0) = 8((0%0)—)% : (19.8)
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S vyuzitim vztahi (19.4) mtizeme Maxwellovy rovnice (19.2) piepsat na

c? E(@) (19.9)

kde

go,uochz , e(o)u(w)=n*(0) . (19.10)

Vhodnou volbou kalibrace potencialii je ¢(@)=0,V-A4(w)=0, takze
E(w)=iwd(w) , B(w)=VxA(o) (19.11)

a pro vektorovy potencidl mdme Helmholtzovu rovnici

- o’ n’(w) -
A d(@)+ 2" @) Gw)=0 (19.12)
C
Vezméme nyni vyraz (7.23)
_v.5=-i.28, 59D (19.13)
ot ot

Uvazujme monochromatickou elektromagnetickou vlnu. Ponévadz pravd strana (19.13) obsahuje

kvadratické vyrazy, musime brat redlné hodnoty pole, tj. dosazovat

E = E[E(a))exp(—ia)t) +E° (a))exp(ia)t)] ,

3B iwe i ) (19.14)
== o[_g(a))E(a))exp(—ia)t)+g*(a))E*(a))exp(ia)t)J
1-7=%[ﬁ(w)exp(—ia)t)+H*(w)exp(iwt)] ,

(19.15)

0B iy,

== [—,u(w)ﬁ(w)exp(—iwt)+ﬂ*(w)ﬁ*(w)exp(iwt)]

Pro ¢asovou stfedni hodnotu Poyntingova vektoru
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T

(w):hmlﬁ(a),t)dt (19.16)

T—)oeTO

Ll

dostavame ze vztahu (19.13) dosazenim z (19.14) a (19.15)

_¥.5(w)- g[g & ()|E () + 44" (o) \H(w)ﬂ . (19.17)

Energie pfidavana do jednotky objemu je proménovana na teplo. Podle druhé véty termodynamické musi
byt toto teplo pii disipaci energie vytvaireno, musi tedy byt

we'(w)>0 , oy’ (w)>0 . (19.18)

19.2 Kramersovy - Kronigovy relace.
Studium vlastnosti permitivity a permeability jako komplexnich funkci komplexni proménné vede k
tomu, Zze muzeme tvrdit, Ze jsou to funkce analytické v horni poloroving, na realné ose ma funkce

g(a)) nejvyse jeden pdl v bodé @w=0. Zobecnéni na komplexni rovinu ma ¢asto bezprostfedni interpretaci.

Tak vztah
(0) ., p(-0)=4 (o) (19.19)
plyne z pozadavku, aby realné veli¢iné

E=E,exp(-iwt)+E, exp(ia)*t) (19.20)
odpovidala realna veli¢ina
D=¢(w)E exp(—iwt)+e(-w' )Eyexp(ia’t) . (19.21)
Uzitim Cauchyho véty pro vhodnou oblast dostdivame Kramersovy - Kronigovy vztahy pro redlnou a

imaginarni ¢ast funkci £(w)a u(w), piseme dale jen pro permitivitu (proménnou na realné ose znaéime x)

8'(0))—8'(0):—PJ€”(x)dx , g”(a))—g:—Pjgl(x)dx . (19.22)
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Vzhledem k antisymetrii £”(—®) =—¢€"(®") miizeme prvni vztah pfepsat na

£(o) —1:3PJ ) (19.23)
V4 X -
a mame pfitom na paméti, ze
x20 = £ (x)20 , x<0 = £ (x)<0 . (19.24)

Z téchto relaci odvodime vyrazy

dao' 1

dg@n:4dpj e(x) d@f@%w»%ﬂ_4ij.faw>dx_(wzﬂ
J (

Z vyrazi (19.25) dostavame nerovnosti

de (o) >0 | dg(a))22(1—8(a))) (19.26)
dao do’ @
Zcela obdobné bychom ziskali pro permeabilitu nerovnosti
dp(@)  du(@) 2(-4(o) .
do ~ do o ’

20 Chovani viny na rovinném rozhrani.

20.1 Fazova a grupova rychlost.
Uvazujme Sifeni viny ve sméru osy z. Prostiedi ma velmi slabou dispersi, tedy kvadrat indexu lomu

bude sou€inem redlnych ¢asti permitivity a permeability (carky vynechdvame) a vinu napiSeme jako

o

A:Ja(w)exp{i[a)n(w)z—a)tﬂdw . (20.1)

C

—o0

Je zfejmé, Ze fazova rychlost je
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v, = 20.2
a muze nabyvat i nadsvételnych rychlosti. Nikoliv tak grupova rychlost
c
vV, =——————— 20.3
¢ dlon(o)] (203)
dw

pokud jsou ovSem splnény podminky (19.26) a (19.27).

20.2 Sommerfeldovo — Brilluinovo reSeni.

Na rovinné rozhrani dopada v ¢ase t=0 kolmo elektromagnetickd vina. Poloprostor x>0 vypliuje
opticky prizraéné prostiedi, charakterizované indexem lomu n(®)=,/e(®) (ptedpokladame u(w)=1).

Mame tedy na rozhrani

E(x=0,t)=0 1<0
_ (20.4)
E(x=0,t)=E,exp{-ia,t} t>0
neboli ve Fourierovych slozkach
E(x=0,a))=E0jdrexp{i(a)—a)o)r} : (20.5)
0
Vlna §ifici se v poloprostoru x>0 ma obecné tvar
f(@)expli(k(@)x—wt)} . k(@)=Zn(w) (20.6)
c
a v naSem piipad¢ tedy
E(x,t) =2E—°Jdwt(a))exp{i(k(a))x—a)t)”d rexpli(w-w,)7} | (20.7)
4 0

kde (@) je pomalu se ménici amplituda propustnosti pfi dopadu na rozhrani. Nejprve ukaZeme vypodet

podle Landaua. Hlavni pfispévek k integralu bude pochazet od frekvenci w=w,. Rozvojem funkci a

v
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oo

exp{i(k(m,)x -, 1)} drId fepo

0

:Eot(a)o)
2r

xu' &

E(x,t) (x—ut+ur)—7—2}} , (20.8)
u

SN TAN

kde jsme zavedli grupovou rychlost u a jeji derivaci u” vztahy

1_dk u = (20.9)
u do| _ do|, _
w=w, o=,
Po jednoduchych tpravach dostaneme z (20.9)
T
exXp {$ 1 4} o
E(x,t)=E,t(w,)exp{i(k(w,)x - o, z)}Tjdfexp{iifz} : (20.10)
kde znaménko je signaturou #’ a proménna w je dana vztahem
xX—ut
w= (20.11)
\2x |u'|
Pro ut—x— e ptejde (20.10) na stacionarni tvar
E(x,t)=E,t(w,)exp{i(k(m,)x-w,t)} . (20.12)
Pro ¢t—x—0" hraji hlavni roli velké frekvence, kdy miizeme psat
K(o)- 22 (20.13)
c 2w .

a tedy misto (20.7)

E(x,t)zﬂJ'd—wexp{—il:wpx +(t—£ja):|}—E0 exp{—i(t—ija)o} , (20.14)
2r | @ 2cw c c

kde integracni cesta (na obrazku) je zvolena podle Sommerfelda tak, aby obsahovala pouze velké

absolutni hodnoty (komplexni) integracni proménné. Druhy ¢len na pravé strané (20.14) je prispevek
residua v w=a,, piedpokladame dale ¢(@,)=1. S oznagenim §=(a)i x) /(20) a T=t—x/c prepiSeme

(20.14) na

76



oo

E(x,t) z%decxp{—i[g+7w}—Eo exp{—i(f—%)a)o} : (20.15)

—oo

11\
y = Imw

Zvolime-li r=4/&/7 , mizeme pomoci riznych integralnich representaci Besselovy funkce zapsat (20.15)

jako

E(x.t)=E, J,(2Jé7)=E, {JO [%\/mj - exp{—i(l —fijH . (20.16)

Celo viny se tedy §i¥i rychlosti rovnou rychlosti svétla ve vakuu, amplituda nartista z nulové hodnoty. Pro

x—ct>0 dostavame piirozené z (20.7) vztah E(x,7)=0.

20.3 Odraz a lom na rovinném rozhrani.

20.4 Zastavené a urychlené svétlo.
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21 Matematické doplnky.

21.1 Lorentzova grupa.

S obvyklym znac¢enim

1 0 0 O ct
0 -1 0 O _

G=(e)=|y o _y o @ *=()= g 21.1)
0o 0 0 -1 z

muzeme definovat skaldrni soucin dvou ¢tyfrozmérnych vektori jako
(x,y)=x"Gy=g,x'y" . (21.2)
Lorentzova transformace je linedrni zobrazeni, které zobrazuje prostorocas sdim na sebe a které zachovava
skalarni soucin
x"%x"'zA;xk o x—ox =Ax . (21.3)
Podminka pro invarianci skalarniho soucinu je
(Ax)TG(Ay)szATGAyszGy = AN GA=G . (21.4)
Pouzijeme-li zapisu ve slozkach, mizeme (21.4) piepsat na
(A7) =AL . g, AAT =g, . (21.5)
Jsou-li A a M Lorentzovy transformace, jsou také A~ a AM Lorentzovy transformace, coZ snadno
odvodime

e =g A AT (M) (A7) =g (A7) (A7)

8 = 8 MiM]' =g, A] A, MiM]' =g, (AM) (AM)

(21.6)

N

k

Lorentzovy transformace tvofi grupu. Grupa ma Cctyfi podmnoziny, charakterizované signaturou

determinantu a Ay, nebot

(detA) =1 (Ag)z—i(Agf:l . 21.7)

J=1
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Specialni Lorentzova grupa je tvofena transformacemi s det A=1 a sgn Aj=1. Mame

L : detA=1 , sgnA)=1 , IeL

L' : detA=-1 , sgnAg=1 , I el
L, : detA=1 , sgnAg=-1 , [,elL,

+

21.8)
L : detA=-1 , sgnAj=-1 , el

Specialni Lorentzova grupa obsahuje identickou transformaci, dal§i podmnoziny jsou charakterizovéany /;

(prostorova inverse), /; (Casova inverse) a Iy, (Casoprostorova inverse), definovanych pomoci vztah
0 0 J i
=—x" , (I,x)=x, (21.9)

Se specidlni Lorentzovou grupou je spojena grupa komplexnich matic druhého tadu s determinantem,

rovnym jedné, plati SO(3,1)=SL(2,C)/Z, .

21.2 Grupa SL(2,C).

Ctyfvektoru x pfifadime komplexni matici X vztahem

(21.10)
6_1_0 1 6‘2—0 —1 A3_1 0
{1 0) i o) Lo -1)
takze
X+xt X —ix?

x= ) 21.11

(xl+ix2 xo—x3j ( )
Plati

deti=x'x, , x":ltr{)ec;v’} : (21.12)

2

Kazdé dvojici matic {/?A,,—/i} € SL(2,C)lze piifadit Lorentzovu transformaci A zobrazenim
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Y= = xX=Ax (21.13)

Matici 4 lze zapsat jako soucin hermiteovské matice a unitarni matice

/i(ﬁ,c?))=exp(%o:'-ﬁjexp(éoz-ﬁ)) (21.14)
Dikaz: Zapisme A1"=exp (5‘5 ) , potom
Iz )% 1= Yo - | iz .
exp| ——6-u |[A||exp| —=0C-uU |[A| =1 = exp|—=06u|A=exp|—G-@®| . (21.15)
2 2 2 2
Jiny zpiisob zapisu
5 .z ig_ = o - _...Q e .. .. 0
A=exp| —=1i, -6 |exp| —1i, 0 |=| cosh——7_-Gsinh= || cos—+ i, -0 sin— 21.16
p(“’jp(zgj(z‘” 2j[292j()
Protoze pro Pauliho matice plati
(5‘ a)(é 5):5 b+i6-(axb) | (21.17)
muzeme posledni vztah ptfepsat na
/izcoshﬂcosg—iﬁ(p-ﬁesinh%sin5+
(21.18)
—ﬁ¢sinh2cosg+iﬁ9coshﬂsing—iﬁwxﬁgsinh—sing .6
2 2 2 2 2
21.3 Zapis Maxwellovych rovnic pomoci diferencialnich forem.
Zakladni formou je 1- forma potencialu
A=A4dx . (21.19)
2-forma pole je pak
ﬁ=c§£1:ll~jkc?x'xjx" (21.20)
2

Explicitni vyjadfeni forem je
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. e

F=—cB dtndx—cB dtrndy—cB dtrdz— Zc?x/\jy+—yc§x/\c§z— *dyndz.

Z obecného vztahu

plyne

Pro zé&pis druhého paru Maxwellovych rovnic spoc¢teme nejprve

_laE laEy . -
z ¢ Jt y ¢ dt

c’i*ﬁ:[c(VxE) ! z}gmgmgy{c(vxé) L

+[C(Vx§) —laaix}gtAc;ijz—l(V.E)c;x/\ciy/\jz
¥ oc c

1 - forma proudu je
j=p02d~t—jxc?x—jyd~y—jzc?z ,
takZe druhy par Maxwellovych rovnic mdme zapsén jako

dF=—u,J

(21.21)

(21.22)

(21.23)

(21.24)

(21.25)

(21.26)

(21.27)

(21.28)

(21.29)



V predchozim jsme pouzivali dualitu ve smyslu Hodgeova zobrazeni, které je definovdno v n rozmérném

prostoru s metrickym tensorem g;, jako zobrazeni p-forem na (n-p)-formy

L (n) > Q" (n)

N - o . .~ 21.30
[dx"/\.../\dxj”}: 1 el dx"ALLAd X ( )
(n_p)| Jp+1-+n
Pro formy tak mame
d=—ao. . dx"A..Adx" ,
p| Ji--Jp
(21.31)
* ~ ‘det(g"k)‘ iedn 3o 5
O="——¢€ . o""dx"" A AdX"
p|(n_p)| Jue-+n
Pro slozky dudlnich forem je z (21.31)
‘D= ! , XA Ad X
(n—p)! Jp1eeed >
(21.32)
‘det(g )‘ ,
* ik Jieeod
( a)) = gj../ @ '
Jp+1-+-J p! 1
21.4 Teorém Noetherové.
Pohybové rovnice pro pole odvozujeme z variacniho principu
65=6[L(q".q",)dQ=0 ,
Q
(21.33)
J 85 0q'dz + aLA— ai 8]; 0q'dQ=0 .
dq” dq" 0Jx'(dq”,
z

Q

Lagrangian, ktery dava druhy par Maxwellovych rovnic jako pohybovou rovnici variacniho principu je

L=L(A.A,)=——— 4 [ +~g" g F, F, | . (21.34)
c i, 4

Teorém Noetherové tika, ze kazdé spojité s-parametrické transformaci soufadnic a funkci pole, ktera vede
k nulové variaci t¢inku, odpovidd s kombinaci funkci pole a jejich derivaci, které se v ¢ase neméni.

Uvazujme
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(21.35)

Takto definované variace funkci pole nejsou vhodné, protoze obecné¢ nekomutuji s derivacemi podle

soufadnic. Proto definujeme redukované variace

5q' (x)=¢"(X)-q"(x)=8q¢" (x)+q" ,(x)5x’
— , (21.36)
8q" (x)=¢"(x)-q" (x)=(Q (x) - X, (x)¢"  (x)) 6 &’
Pro variaci u€inku dostavame
5S:J.L/(ql,4,qIA,i)dQ/_jL(qA,qA,i)dQ:
Q Q
_ _ (21.37)
HL(X)+5L(x)+a_L_5xf}dQ'-jL(x)dQ
ox' 5
Q
Ponévadz pro objemovy element je
ar=20) o [1429% )0 (21.38)
d(x) ox'
muzeme psat
. 9(Lsx 9L - (LS
ss= |50+ B0 g || 2L 540 2L 540 OO
ox' dq dq”, ’ ox'
@ e (21.39)
2 a—fé_quwx" dQ+ aLA— I a{j dQ
ox'|dq” dg” Jx'(dq”,
o h o
Jsou-li splnény pohybové rovnice, dostavdme kone¢né vyjadieni zmény ucinku
5S:—J8L(.x)5a)”d9 ,
ox'
Q (21.40)

O (x)=-

n

o)X (e, ] -2 ()
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Jestlize se ucinek nezméni, dostavame diferencialni zdkony zachovani. Integralni tvar dostaneme z
Gaussovy véty, pfedpokladdme-li hranici Ctyirozmérné oblasti ve tvaru "valce", kde podstavami jsou

nadroviny s t=const . Potom pro s veli¢in C, plati zakon zachovani

C,=[e)(x)av , —==0 . (21.41)
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