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Uvod

V soucasnosti hraje optickd interferometrie dtlezitou roli v oblasti kvantové kryptografie.
Nezndmd informace ve formé kvantového stavu (tzv. kvantové tajemstvi) se provaze s po-
mocnymi stavy (hraci) pfi pruchodu optickou soustavou, coz je soubor pasivnich a aktivnich
optickych prvku. K odprovazani tajemstvi se pouzije jind optickd soustava. Neni vSsak nutné,
aby v8ichni hraéi spolupracovali. Jako aktivni prvky (tj. stlacovace) se pouzivaji nelinedrni krys-
taly, které vSak v experimentech patii k nejnakladnéjsim. Pii dekédovani tajemstvi je proto
snaha o optimalizaci jejich poctu.

Bylo jiz ukazéno [9], Ze v piipadé jednoho tajemstvi je mozno jej odprovazat s pouzitim
dvou stlacovacich prvka.

V této praci jsem se snazil o zobecnéni tohoto vysledku, tj. o moznost odprovazani vice
kvantovych tajemstvi najednou, nalezeni extrakéniho algoritmu a optimalizaci po¢tu stlacovacii.

Clenéni textu je nasledujici. V 1. kapitole je popsana trocha historie z obdobi tzv. staré
kvantové teorie, jez ilustruje, ze klasicka fyzika neni schopna nékteré jevy dostatecné vysvétlit.
Nasleduje pak stru¢né shrnuti dnes pouzivaného formélniho pfistupu ke kvantové teorii véetné
monicky oscilator. V kapitole nasledujici jsou uvedeny vlastnosti a definice koherentnich stavu,
stlacenych koherentnich stavu a distribu¢nich a kvazidistribuénich funkci. 4. kapitola se jiz
zabyva zpusobem popisu optickych prvki a soustav a téz velmi uzite¢nym Braunsteinovym
rozkladem. V 5. kapitole jsou uvedeny nékteré informace z oblasti kryptografie o sdileni tajem-
stvi a posledni kapitola je vlastni praci. V zavéru jsou pak shrnuty dosazené vysledky.



Introduction

In these days the optical interferometry plays important role in the quantum cryptography.
An uknown information in a form of a quantum state (quantum secret) is entangled with
so called ancillary states (players) in an optical system, which consists of passive and active
optical elements. Another optical system is used for the disentanglement. It is not necesarry
for all players to collaborate. Nonlinear crystals are used as active elements (i.e. squeezers).
But they are the most expensive parts in the experiments. That’s way there is an effort for
optimalization of their number.

It has already been shown [9] that in the case of one quantum secret the number of needed
squeezers for disentanglement is two.

In this work I tried to generalize this result. It means to find out if it is possible to disentangle
more than one quantum secret, to find extraction algorithm and the optimalized number of
squeezers.

Text is organized as follows. A little bit old quantum history is described in the chapter
1. This illustrates the impossibility of classical physics to explain some features. Then the for-
mal description of quantum physics with the postulates follows. In chapter 2 one of the most
important physical object is treated quantum mechanicly - harmonic oscilator. The definitions
and the properties of coherent states, squeezed coherent states and distributions and quasi-
distributions are described in the folowing chapter. Chapter 4 shows how to describe optical
elements and systems and also very important Braunstein decomposition. Some information
about secret sharing can be found in chapter 5, next chapter is own work. In the end the results
are specified.



Kapitola 1

Formalismus kvantové fyziky

V klasické mechanice je stav jedné ¢éstice v ¢asovém okamziku ¢ urcen jeji polohou r(t) a
hybnosti p(t) vyjaddienou v ur¢itém souradnicovém systému. Stav této ¢astice tak charakterizuje
Sestice ¢isel a tu lze reprezentovat bodem ve fazovém prostoru s dimenzi 6. Obecné N—¢asticovy
systém je charakterizovan bodem v 6/N-dimenziondlnim fazovém prostoru. Pokud se tento
systém vyviji v ¢ase, tak jej ve fazovém prostoru charakterizuje fazova trajektorie.

p(t)

T T T T T
-2 0 2

x(t)

Obrazek 1.1: Fazova trajektorie netlumeného harmonického oscilatoru.

Klasicky je principidlné mozné urcit polohu a hybnost N—¢ésticové soustavy s nekonecnou
presnosti. Jsme jen prakticky omezeni technickymi a praktickymi moznostmi méficich pfistroju.

Kvantova mechanika vznikla jako dusledek neschopnosti klasické fyziky teoreticky vysvétlit
nékteré experimentdlni vysledky. Jeji pocatek muzeme datovat do roku 1900. Tehdy se Maxu
Planckovi podarilo teoreticky odvodit vztah pro spektrdlni hustotu zafeni absolutné ¢erného
télesa. Byl v8ak nucen prepokladat, ze energie jednotlivych moédu elektromagnetického pole
zéreni vychéazejicitho z tohoto télesa je imérnd jejich frekvenci, tj. je kvantovani (E = hv,
h ~ 6,626.1073* Js je Planckova konstanta). To bylo pochopitelné ve své dobé velmi zvlastni.
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Obrazek 1.2: Spektrum absolutné ¢erného télesa pro T = 300 K.

Dalsim piipadem v potradi byl fotoelektricky jev. Ten objevil v roce 1887 Heinrich Hertz,
kdyz ndhodou zjistil, ze se vodi¢, na néjz dopada elektromagnetické vinéni, nabiji kladné. Déle
byly provadény experimenty podle nasledujicitho schématu.

v, 1

)

[
)

Obréazek 1.3: Experimentalni schéma pro studium fotoelektrického jevu.

Na katodu dopada elektromagnetické vinéni, charakterizované frekvenci v a intenzitou I, to
vyrazi elektrony, které jsou elektrostaticky pritahovany k anodé a v trubici tak vznikd tzv.
fotoproud. Podle klasické fyziky by k tomuto jevu mélo dojit. S rostouci frekvenci by méla hus-
tota fotoproudu rust, coz se skuteéné experimentalné potvrdilo. Co vSak uz ne byla existence
jevu od urcité frekvence a zavislost kinetické energie elektronu 1" a hustoty fotoproudu na frek-
venci vinéni a nezavislost kinetické energie elektront na intenzité zéreni. Takze klasicky pohled
vylucuje vysvétleni tohoto jevu. Einstein proto predpoklddal, ze elektromagnetické vinéni (¢ili
i svétlo) muze byt absorbovano ve formeé , balicku“, tedy jednotlivych kvant energie, které byly



pozdéji nazvény fotony, a s pomoci tohoto nahledu jiz fotoelekricky jev ispésné vysveétlil (1905).
Energie absorbovaného zafeni E = hv se spotiebuje na vystupni préaci elektronu A, tj. energii
potfebnou k tomu, aby elektron opustil kov, a zbytek se projevi ve formé kinetické energie
elektronu, tedy F = A+ T.

Dalsim piikladem neuspésnosti klasické fyziky byla snaha o vysvétleni diskrétnich spek-
ter atomu velmi zfedénych plyna (tim jsou atomy plynu odprostény od vzdjemné interakce).
Pro jednoduchost si muzeme predstavit atom vodiku. Ten se sklad4 z jednoho protonu, tvoiici
jadro, a jednoho elektronu. Klasicky jsou podrobeny elektrostatické interakci a vzajemné se
pritahuji. Elektron by se podle zakonu klasické fyziky mél krouzivym pohybem stéle priblizovat
k jadru. Tento pohyb by mél byt zrychleny, a proto by mél elektron vyzarovat elektromagnetické
viny spojité a nakonec by mél spadnout na jadro. Atom by mél byt nestabilni s dobou Zivota
fadoveé 1072 s. Nicméné zkuSenost ukazuje, Ze spektrum vodiku je diskrétni a ze tyto atomy
jsou stabilni. Niels Bohr, aby tuto podivnost vysvétlil, vytvoril novy model atomu (1977), ktery
byl po ném pozdéji nazvan. Je zalozen na nasledujicich predpokladech: 1) elektrony se v atomu
mohou nalézat jen v ur¢itych stavech s urcitymi energiemi (energiové hladiny), 2) elektron
muze mezi jednotlivymi energiovymi hladinami E; a E; pfechdzet, pficemz pfi tomto prechodu
piijme nebo vyzaii foton o frekvenci v;; = (E; — E;)/h; pokud pfechézi elektron z hladiny nizsi
na vyssi, je foton elektronem absorbovan, v opa¢ném pripadé je foton vyzaren.

Ei L4

Ej ®
(a) (b)
Ei ®
Mﬁ
E °

(¢) (d)

Obrézek 1.4: (a) Elektron s energii F; absorbuje foton o energii hv, (b) elektron je excitovan
na energetickou hladinu E; = F; + hv; (c) elektron s energii F; (d) klesd na energetickou
hladinu Ej, pficemz vyzaii foton s energii hv = E; — Ej.

Ukazovalo se tedy, ze svétlo se za jistych okolnosti chovd jako vlna (Thompsonuv expe-
riment) a jindy zase jako Castice (fotoelektricky jev). V roce 1923 Louise de Broglie vyslovil
hypotézu, ze s kazdym objektem majicim hybnost p je mozno spojit rovinnou monochromatic-
kou vlnu, jejiz vinovéd délka je ddna vztahem A = h/p. Pokud je to pravda, mélo by jit tuto
vlnovou délku zjistit experimentélné.

V roce 1926 provadéli Davisson a Germer komeréni experiment, v némz nechavali niz-
koenergetické elektrony rozptylovat na povrchu jistého materidlu. Jeden vzorek vsak ztratil
ochrannou atmosféru a na povrchu zoxidoval. Proto jej zahtali, aby odstranili zoxidovanou
vrstvu, a pak jej vlozili znovu do ochranné atmosféry. Kdyz vSak experiment provedli na tomto



vzorku, dostali difrakéni obrazec. Chovali se tak podobné jako svétlo pfi rozptylu na difrakéni
miizce. PTi zahtati se totiz ze vzorku stal monokrystal a elektrony se na ném rozptylili. Porovnali
pak experimentdlné ziskané vysledky a piredpovéd z de Broglieho hypotézy a dostali shodu.

Bylo tedy jasné, ze klasické fyzika na vSe nestaci a bylo tfeba formulovat zaklady této nové
fyzikalni discipliny, jez byla nazvana kvantova fyzika. K tomu doslo ve 20. a 30. letech 20. stoleti
zasluhou Diraca, Schrodingera, Heisenberga a dalsich. Jako dusledky popisu se nasledné ukazaly
napi. relace neurcitosti nebo provazanost, které v klasické fyzice nemaji obdoby.

Relace neurcitosti pro polohu a hybnost maji tvar AxAp > h/2, kde Az a Ap jsou po fadé
neurcitosti v poloze a v hybnosti a & = h/(2m) je redukovand Planckova konstanta. Tento
vztah ndm iik4, Ze neni principidlné mozné urcéit neomezené piesné polohu a hybnost néjakého
objektu. Cfm pfesnéji zndme jednu veli¢inu, tim nepfesnéji znidme druhou, tj. ¢fm lépe se

vvvvvv

>

X

Obrézek 1.5: Sedy ¢tverec je oblast miniméln{ neurcitosti ve fizovém prostoru,
Ax = Ap = \/h/2.

U objektii kvantové fyziky tak nelze obecné s jistotou fici, v jakém stavu se budou nachazet!.
MuZeme to zjistit jen s urcitou pravdépodobnosti. Z toho duvodu byla jako stavova veli¢ina
objektu zavedena tzv. vinova funkce ¢ (z,y, z,t), kterd zcela charakterizuje piislusny objekt.
Sama o sobé fyzikdlni vyznam nemd, avsak |¢(z,y, 2 t)|* udéva pravdépodobnost toho, Ze
se systém bude nachdzet v bodé (x,y,z,t). Proto se vlnovd funkce téz nazyva amplituda
pravdépodobnosti. Vlnova funkce je vSak konkrétnim vyjadfenim stavového vektoru v souiad-
nicové bazi. Stavové vektory tak maji obecnéjsi charakter.

O matematickém formalismu a postuldtech kvantové fyziky pojednavaji nésledujici dva
odstavce.

1.1 Matematicky aparat kvantové fyziky
Necht F je pole skaldru (napi. R nebo C), jehoz prvky nazyvdme skaldry.

Definice 1: Mnozinu V nazveme vektorovym prostorem nad T, jestlize na V jsou definovany

'Pokud jsme na nich neprovedli méfeni.
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operace + : VxV 3 (u,v) — +(u,v) = u+ v € V nazyvand scitdnim vektorti a operace
. FxV 3 (yu) — .(a,u) = au € V nazyvand nasobenim vektoru skaldrem pifi splnéni

nésledujicich axiomu:

1) Vu,vevVv

2) Vu,v,w € V

3) 0 eV, VueV
4)VueV,I(—u) eV

6) 1 e F,YyueV
7) Va,B € F,Yyu eV

u+v=v+u
u+(v+w)=(u+v)+w
u+0=0+u=u
u+(—u)=(—u)+u=0
a(Bu) = (af)u
lu=ul=u

(a+ PB)u=au+ fu

)
)
)
)
5) Vo, € F,Yu eV
)
)
)

8) Va € F,Vu,v eV a(u+v)=au+ fv
Piiklad 1:

e Mnoziny R™ a C” tvori vektorovy prostor.

e Mnozina feSeni diferencidlni rovnice y” +y = 0 tvori vektorovy prostor dimenze 2.

Prvky V se nazyvaji vektory. V dalsim budeme pracovat s vektorovymi prostory nad C.

- Vektor uje1+- - -+upe, je linearni kombinace vektoru eq, ..., e, € V pronéjaké uy,...,u, €
C.
- Vektory e, ...,e, nazveme linedrné nezdvislé, jestlize
uier + - +upe, =0 = Uy =---=up =0.

- Vektory, které nejsou nelinedrné nazavislé, nazyvame linedrné zavislé.

- Mazimdlné linedrni nezdvisly systém je soubor vektoru (eq,..
(e1,...,€n,enyt1) je jiz linedrné zavisly pro libovolny e, 41 € V.

.,€,) takovy, ze soubor

- Pocet téchto vektoru (n) nazyvame dimenzi V, ozna¢me proto tento prostor jako V,, a

vektory ey, ...,e, bdzi prostoru V,.

- Libovolny u € V,, Ize vyjadfit jako linedrni kombinace bazovych vektori., tj. u = uje; +

ot Upey,.
- Tento vektor obvykle reprezentujeme pomoci jeho sloZek ui,...,u, v bazi ei,...,e,
u1
ve tvaru matice n X 1: u =
Unp,

Definice 2: Skaldrni soucin je zobrazeni (.|.) : V. x V3 (u,v) — (u|v) € C, pticemz plati

1) Vu,veV (ulv) = (v|u)*

2) Vu,v,w €V (ulv +w) = (u|v) + (u|w)
3)VueV,VaeC (ula|v) = a(u|v)

4)VueV (uju) >0, (uju) =0« |u) =

11



Skaldrni souc¢in umoznuje definovat velikost vektoru u € V jako /(ulu) a thel ¢ mezi vektory
' _ (u]v)
u a v jako cosp = N

V kvantové mechanice se pouziva k zdpisu vektoru tzv. Diracova notace. Pomoci ni namisto
vektoru u piseme |u), nazyvame jej ket vektor, a vektor k nému hermiteovsky sdruzeny? u' je
zapisovan jako (ul, nazyvdme jej bra vektor ( ((u | v ) , bracket znamend zavorka). Tato

bra ket
notace umoznuje elegantné zapsat skaldrni sou¢in dvou vektoru, viz piiklad.

Definice 3: Vektory |u),|v) € V,, nazveme ortogondini préavé tehdy, kdyz (u|v) = 0.

Ve V5 a V3 odpovidad pojem ortogondlni pojmu kolmy. To je vidét z definice tihlu sevieného
dvéma vektory: pokud (u|v) = 0, tak potom cos¢ = 0, tj. ¢ = 7.

Definice 4: Rekneme, 7e vektor |u) € V,, je normovany, pokud (uju) = 1.
Tj. normovany vektor ma jednotkovou velikost.

Definice 5: Bézi ey, ..., e, prostoru V,, nazveme ortonormdini pravé tehdy, kdyz (e;|e;) = d;j,
kde 6;; je Kroneckeriv symbol.

V R? je ortonormalni baze tvofena jednotkovymi, na sebe vzajemné kolmymi vektory.
€3

€2
€1

Obrézek 1.6: Vektory ortonormalni béze v R3.

Neni tézké dokazat, ze jestlize vektory eq,...,e, jsou ortogonalni, tak potom jsou linearné
nezavislé.
U1 U1
Priklad 2: Pokud |u) = ] ) = : jsou vektory vyjadfené pomoci slozek
U, Un,
U1
v ortonormélni bazi prostoru V,, tak potom (vju) = (v{ --- v}) : = >, vfu;. Nao-
uTL
Uy ujvy - uvy,
pak, |u)(v| = : (vf - up) = : : . Tzn. ze (v|u) je &islo, [u)(v| je
Un, UpV] o Uy,
operator.

2Hermiteovsky znamend u matic transponovany a komplexné sdruzeny.

12



1+i -3

Piiklad 3: Méjme vektory |u) = -2 |, |v)= 3i . Potom jejich skalarni soucin
2i —2+1i
-3 141
je (ulv) = (1—-i —2 —2i) 3i = —1+i. Déle je |u)(v| = -2 (=3 —=3i —2—1) =
—241 2i
—-3-31 3-31 —-1-3i
= 6 61 4+ 2i
—6i 6 2—4i
Definice 6: Na V,, definujme normu jakozto zobrazeni ||.| : V,, 3 u — [ju|| € R takové,
ze
1) Vu,e V lul| > 0,[ul=0<u=0
2)VueV,aeF lou| = |al.||ul|
) vuv eV vl <l + v

Ta na V intuitivné odpovidd pojmu velikost vektoru.

Piiklad 4: Nejcastéji se lze setkat s témito normami (pro libovolné u € V,,):
o fully = 225 Juil

e lull = (X, ]uilz)lﬁ, tj. euklidovskd norma

o ||uflc = max{|ui|,...,|un|}, tj. maximélni norma
2
Napiiklad pro vektor [u) = [ 3i | jeuli =2+3+1=6, |uo=4+9+1)"/2 =14 a
-1

[uf|os = max{2,3,1} = 3.

Definice 7: Prostor se skaldrnim soucinem (V,(.|.)) je vektorovy prostor V, na némz je defi-
novéan skaldrni soucin (.|.).

Definice 8: Normovany vektorovy (linedrni) prostor je vektorovy prostor V s normou ..

Definice 9: Posloupnost {u,}>°, (u, € V, Vn € Ny) nazveme konvergentni ve (V,||.|), jestlize
Ju € V tak, ze Ve > 0, Ing € N, Vn € N;n > ng plati ||u, — ul| <e.

Definice 10: Posloupnost {u,}5, (u, € V, Vn € Ny) nazveme cauchyovskou (ve (V,|.||)),
jestlize Ve > 0, dng € N, Vm,n € N, m,n > ng plati ||lu,, — u,| <e.

Neni obtizné dokézat néasledujici vétu.
Veéta 1: Kazda konvergentni posloupnost je cauchyovska.

Obréacené tvrzeni vsak obecné neplati. Ukazme to na piikladu.

13



Piiklad 5: Uvazujme normovany vektorovy prostor (Q, ||.||) a cauchyovskou posloupnost
{3;3,1;3,14;3,141; 3,1415; ... }. Jeji prvky jsou racionélni ¢isla, posloupnost konverguje a jeji
limitou je 7, které vsak raciondlni neni. Tzn. ze prostor (Q, ||.||) neni uplny.

Definice 11: Hilbertiv prostor je kazdy prostor se skaldrnim soucinem, ktery je vzhledem
k normeé indukované skaldrnim souc¢inem |lul| = y/(u|u) tUplny, tzn. ze kazda cauchyovska po-
sloupnost v ném konverguje.

Kazda cauchyovskd posloupnost ma v Hilbertové prostoru limitu patfici do tohoto prostoru.
Méné piesné feceno, uplny (tedy i Hilbertuv) prostor je prostor, ktery nem4 , diry“.

Definice 12: Linedrni operdtor A je zobrazeni A : H 3 |u) — A(lu)) = Aju) € H (tj.
prvku Hilbertova prostoru je pfifazen opét prvek z téhoz Hilbertova prostoru) takové, ze toto
zobrazen{ je linedrni, tj. A(alu) + g|v)) = aAlu) + BA|v) pro o, 3 € C, |u),|v) € H.

Priklad 6: Pokud tieba H = R"”, tak linedrnim operdtorem je matice A € R™*".
V dalsim budeme pracovat jen s témito operatory, proto budeme vynechavat ptivlastek linearni.

V kvantové mechanice maji velky vyznam operatory hermiteovské a unitdrni. Uved'me jejich
definice.

Definice 13: Nechf |u),|v) € Hs a nechf A je operdtor, tzn. [u) — Alu), |v) — A|v). A
nazveme unitdrni pravé tehdy, kdyz (u|v) = (u|ATA|v). Operdtor A nazveme hermiteovsky
pravé tehdy, kdyz (u|Af|v) = (u|A|v).

Operator, ktery dany stav transformuje identicky, se nazyvéa jednotkovy a budeme ho znagit 1.
Tedy 1|u) = |u).

Unitarni operator tak zachovavé skaldrni soucin a plati pro néj AtA = 1 neboli At = A1,
Pro hermiteovsky operator je pak AT = A.

Definice 14: Vektor |u) € H nazveme vlastnim vektorem operstoru A a &slo A € C jeho
vlastni hodnotou, jestlize Alu) = A|u).

7 definice plyne, Ze (fl — A)Ju) = 0. V piipade, ze A je matice, tak mame rovnici, kterd
je Tesitelna pravé tehdy, kdyz det(fl — )\i) = 0, kterd se nazyvé charakteristickd a umoziuje
ziskani souboru vlastnich ¢isel {\1, ..., A\, } zvanych spektrum. Vlastni vektory piislusné vlastni
hodnoté A; dostaneme vyfeSenim rovnice (fl — ;1) = 0. Pro hermiteovské a unitarni operatory

plati nasledujici véta.
Véta 2: Necht operétor A je unitarni nebo hermiteovsky. Potom vlastni vektory prislusné
riaznym vlastnim hodnotam jsou ortogonalni. Navic soubor téchto vlastnich vektori tvoii or-

tonormalni bazi prislusného Hilbertova prostoru.

Véta 3: Vlastni ¢isla hermiteovského operatoru jsou realnd, vlastni ¢isla unitdrntho operatoru
maji jednotkovou velikost.
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Véta (o spektralnim rozkladu): Necht A je hermiteovsky nebo unitarni opertor a nechf
Alu;) = N\i|wy) (i =1,...,n). Potom

n
A=) (uy).
i=1
Tzn. ze takovy operdtor lze vzdy vyjadiit pomoci jeho vlastnich hodnot a vlastnich vektoru.

Piiklad 7: Naleznéme vlastni ¢isla a vlastni vektory Pauliho matice o, = (1) _01 >

Tato matice je ziejmé hermiteovskd (a zaroven unitérni). Charakteristickd rovnice je 0 =

‘ L 6 A _10_ N —(1 = A)(1 4+ A), tzn. ze vlastni &isla matice o, jsou A\ = 1, Ay = —1.

Naleznéme vlastni vektory. Ozna¢me |u;) vlastni vektor pfislusny vlastnimu ¢islu A; (i = 1,2).

, 0 0 00 . . (1 o

Pro A1 = 1 mame soustavu < 0 —9 > ~ < 01 ), ¢ili jug) = ( 0 >, a podobné |ug) =
0

1

mﬁiemepsétazzl.((1)>(1 0)+(—1).((1))(0 1):((1) 8)-(8 ?):(é _01>

1.2 Postulaty kvantové fyziky

. Jak je vidét, tyto vektory jsou skutecné ortogonélni. Podle véty o spektralnim rozkladu

V kvantové mechanice fyzikalni systém S matematicky reprezentuje Hilbertuv prostor Hg a
jeji formélni pristup je zaloZen na dale zminénych postuldtech.

Postulat 1: Kazdy fyzikalni stav systému S je kvantovémechanicky zastoupen vektorem [i)
z piislusného Hilbertova prostoru Hg nalezejicimu systému S.

e Predpoklidejme, ze mame |¢)) € Hg. Nazyvame jej stavovy vektor nebo téz zkracené stav.
e Jeho skaldrni soucin (@) s vektorem |®) € Hg se nazyva amplutida pravdépodobnosti.

e Kvadrat modulu tohoto komplexniho é&isla |(®|t)|? udava pravdépodobnost toho, ze kdyz
systém byl ve stavu |1}, tak ze bude ve stavu |®), neboli urcuje pravdépodobnost prechodu
ze stavu [¢) do stavu |P).

e Jsou-li |¢1) a [1hg) dva stavové vektory patfici do téhoz Hilbertova prostoru, tak i jejich
linedrni kombinace ) = c1|¢1) + c2lip2) (c1,c2 € C) je stavovym vektorem patiicim
do tohoto prostoru.

e Je ziejmé, ze |(Y|y)]? = 1. To je mormovaci podminka, kterou musf spliiovat viechny
fyzikélni stavy, tedy i [11) a |i2). Ta jisté omezuje mozny vybér konstant c;, co. Pokud
|91) a |1p2) jsou ortogonalni, dostavame |c1|? + |c2|? = 1. To znamend, 7e viechny stavové
vektory lezi na jednotkové kouli v Hg.
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|¥)

Obrézek 1.7: Linedrni kombinace ortonormélnich vektort [¢1) a [12) v R2.

Postulat 2: Kazda fyzikalni velicina A je kvantovémechanicky reprezentovana hermiteovskym
operdtorem A.

~

e Piedpokladejme, zZe fyzikdlni veli¢ina reprezentovansd hermiteovskym operatorem A ma4
vlastni stavy [¢;) s vlastnimi hodnotami A;, tj. Ali;) = \if;).

e Jak jiz vime, tento soubor vlastnich stavu tvoii bézi celého Hilbertova prostoru Hg a tyto
stavy jsou vzajemné ortogondlni.

e To znamend, ze libovolny [¢)) € Hg lze vyjadrit jako jejich linedrni kombinaci, tj. |¢) =
>; ¢ilti) (prostor muze byt i nekone¢nédimenzionalni, viz napi. Fockovy stavy).

e Fyzikédlné predstavuje vlastni stav |1);) stav, na néjz se muze |¢)) zobrazit jako dusledek
provadéni méfeni na [¢), a to s amplitudou pravdépodobnosti ¢;, ¢ili s pravdépodobnosti
el

e Z normovaci podminky [(|1)|> = 1 dostavdme Y, |¢;|*> = 1.

e Unitarni operatory v kvantové fyzice realizuji prechod mezi jednotlivymi stavy, napf.
operator casového vyvoje.

e Pokud se systémy bude nachazet ve vlastnim stavu, tak potom jiz nemuze piimo piejit
do jiného vlastniho stavu, protoze tyto stavy jsou ortogonalni a to znamena, ze amplituda
pravdépodobnosti tohoto pfechodu je 0.

Baze

Uvazujme stav [¢)) € Hg. Méjme néjakou bazi jako soubor {|p)}. Tato baze muze byt konecna,
nekoneénd spocetnd a nekoneénd nespocetnd. Stav |i) pak vyjadifme v této bazi jako [) =
S (wil)|pi) v pripadé spocetné a [v) = [ dp(p|Y)|p) v piipadé nespocetné baze.

- Piikladem koneéné bdaze muze byt {| 1),| |)} jako mnozina stavu se spinem nahoru a

doli. Pak [¢) = (T [¢)] 1) + (L [¥)[ 1)-

- Jako nekone¢nou spocetnou bazi lze uvést bazi Fockovych stavi {|n)}°%, (viz. déle). V ni

[¥) = 2oz (nlY)In).

- Nespocetnou bdzi je napf. soufadnicové baze {|x)}zer. Zde |¢) = [0 da (z[y)|z) =
[75 dz(a)|z). (x) je vinové funkee.

o0

To vée je umoznéno diky tomu, ze | T)(T | + | [)(] | = 1, piipadné 302 |n)(n| = 1, pifpadné
ffooo dz |z)(z| = 1. Podobné lze pochopitelné prechizet i mezi jendotlivymi bazemi.
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Stiredni hodnoty a neurcitosti

Pokud mame systém v néjakém stavu, nelze obecné rici, v jakém stavu se systém ocitne, pokud
na néj budeme aplikovat méfeni. Poté vzdy systém prejde do jednoho ze svych vlastnich stava,
a to s pravdépodobnosti danou jako kvadrat amplitudy pravdépodobnosti u vlastniho stavu.
Pokud jsme schopni vytvorit vhodnym zpusobem stav, ktery je vidy totozny, pak prakticky
muzeme tyto pravdépodobnosti experimetnédlné ziskat jako podily ¢etnosti vyskytu systému
v urcitém vlastnim stavu, do néjz by systém piesel po nasem méfeni, a celkového poctu méreni
(v urcité bazi). Na jednom stavu bychom provedli jedno méfeni, na dalsim takovém stavu druhé
méfeni atd. Vysledky méfeni jsou ndhodné a maji tak urc¢ité pravdépodobnostni rozdéleni.

Podobné je to s méfenim fyzikalnich veli¢in v urc¢itém stavu. Pokud vime, v jakém stavu
zjistujeme hodnotu veliciny A, tak potom je mozno vysledky teoreticky predpovédét. Stfedni
hodnotu fyzikalni veliciny A, zastoupenou hermiteovskym operdtorem A, méfenou ve stavu |v)
vypocteme jako

(A) = (v|Aly). (1.1)

Neurcitost této veli¢iny ur¢ime ze vztahu zndmého z teorie pravdépodobnosti jako

A= (AR =/ (42) — ()2 = [ (] A2le) — (w1412 (12)

Lze ukéazat, Ze pro relace neuré¢itosti dvou veli¢in A a B plati

AAAB =\l 2ly) - WAl wIB) - wiBw2 2 5 (A 8| (3)

Naptiklad pro operatory polohy 2 a hybnosti p mame [z, p| = ik, a tedy AxAp > h/2, coz je asi
nejznaméjsi relace neurcitosti. Pokud je komutator operatort nulovy, tak se méfeni téchto dvou
veli¢in v libovolném stavu neovliviiuji. Napiiklad operator z—vé slozky momentu hybnosti L,
a operator celkového momentu hybnosti L2 maji komutator [f)z, f)2] =0, proto AL,AL? =0,
¢ili 1ze zéroven méfit hodnoty veli¢in L, a L?, aniz se vzajemné ovlivnili.
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Kapitola 2

Casovy vyvoj, reprezentace,
harmonicky oscilator

2.1 Casovy vyvoj v kvantové mechanice, reprezentace

Casovy vyvoj stavii

V kvantové mechanice je ¢asovy vyvoj stavu |¢)) € Hg uréen Schrédingerovou rovnici

5O _

kde H je hamiltonidn systému S. Pokud |thn) je jeho vlastnim stavem, tj.

H{n) = En|tn),

tak potom

L Oln)
ih ot —En|¢n>a

a tedy .
[ (1)) = |thn(0))e™ 750",

Tim je zadan casovy vyvoj vlastniho stavu.

(2.2)

Linearni kombinaci vlastnich stavii, které tvoii ortonormdlni bazi Hg, je opét stav z Hg, tj.

t) = cn()ton(t))
jehoz casovy vyvoj je podle (2.2)

= 2 ealOln(O)e 7"

pricemz normovaci podminkou je
Dolea®) =1
n
v kazdém c¢asovém okamziku. Za predpokladu, ze plati

OH
o
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lze obecné pro stav [1(t)) psat (z (2.1))

[0 (1)) = U(®)]%(0)), (2.7)
kde .
U(t) = e ntlt (2.8)
se nazyva operdtor c¢asového vijvoje. Ten je zfejmé unitarni. Pokud ovéem vztah (2.6) neplati,
je v pripadé, ze je splnéno

~ ~

[H(t1), H(t2)] =0,  t1,t2 € (0,7),
nutno pro operator ¢asového vyvoje psat
U(t) = e~ Jo Hat, (2.9)

Casovy vyvoj kvantového stavu tak lze urcit primo ze Schrédingerovy rovnice nebo ekvivalentné
pomoci operdtoru casového vyvoje. To vSak neni jediny mozny nahled.

Schrodingerova a Heisenbergova reprezentace
Pokud nés zajiméa ¢asovy vyvoj néjakého systému, tak muzeme pracovat

1) v reprezentaci, v niz jsou stavy na case zavislé a operatory se s casem nemeéni (to je tzv.
Schrédingerova reprezentace),

[Ws(t)) = U(t)|vs(0)) As(t) = Ag(0)

2) v reprezentaci, v niz se stavy nemémi a vyvijeji se operitory (to je tzv. Heisenbergova
reprezantace)

A~ A~

[Vm(t)) = [¢¥u(0)) Ay(t) =UT () Ag (0)U (1),

3) v reprezentaci, v niz se vyvijeji stavy i operdtory (to je tzv. Diracova nebo interakéni
reprezentace).

Ukazme, pro¢ tomu tak je pro 1) a 2). Z fyzikdlniho hlediska vysledky méfeni nesmi zaviset
na zvolené reprezentaci. A fyzikalné métitelné jsou stfedni hodnoty téchto veli¢in. StFedni hod-
nota veli¢iny Ag ve Schrodingerové reprezentaci je

~

(As(t)) = (Ws(t)|As(®)l¥s (1) = (Ws(O)|UT () As(0)U (1)[s(0)) = (¥ (0)|Ap (t)[ o1 (0)) =
= (i) Au®)$n (t) = (Ar (D)

a je vidét, ze stfedni hodnoty vypoctené ve Schrodingerové a Heisenbergové reprezentaci jsou
skutecné totozné.
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Casovy vyvoj operitoru
Casovy vyvoj operatoru A(t) je urcen rovnici:

4 Ay =

1
dt )

[A, H] + 6tA' (2.10)
To Ize odvodit z ¢asového vyvoje operatoru v Heisenbergové reprezentaci a uzitim skutecnosti,
Ze operator casového vyvoje komutuje s hamiltonidnem. Zde vidime mozny vyznam komutatoru,
totiz ze komutator daného operatoru s hamiltonidnem urcuje casovy vyvoj tohoto operatoru
v Heisenbergové reprezentaci. Po urceni komutatoru je pak pro urceni fl(t) treba fesit dife-
rencidlni rovnici.
Pokud operator A bude explicitné nezavisly na ¢ase a pokud bude komutovat s hamiltonidnem
H, tak z (2.10) dostavame, ze veli¢ina prislusejic A bude integralem pohybu.

Pouzitim Baker-Campbell-Hausdorffovy formule () pro Ay (t) = U(t) Ay, (0)U (t) dostaneme

[H,[...,[HA]...]+--, (211
coz je dalsi uziteény vztah.
2.2 Hamiltonian harmonického oscilatoru, kreac¢ni a anihilacni
operatory
Hamiltonidn harmonického oscilatoru ma tvar
W= P4 tmuX? (2.12)
2m 2 ’ ’

Anihilacni operdtor a a kreacni operdtor a' jsou definovény jako

mw 1 .
a = — X +1 P 2.13
a4 2h T 2hmw ( )
it o= ™o/l op 2.14
N 2h "\ 2hmw (2.14)

Pouzijme transformaci, ktera prevadi proménné X, P na proménné s totoznym rozmérem,

o= /X 2.15
i ; (215)
5 - 1 p (2.16)
b Vmwh .
Tim dostaneme novy hamiltonian
o hw
H= 7(§c2 + 5% (2.17)
a krea¢ni a anihila¢ni operatory
aQ ! (% +1ip) (2.18)
a6 = —(@+1i .
V2 Y
i = = (& — ip) (2.19)
V2



a odtud

(a' +a) (2.20)

>
Il

(a' —a). (2.21)

Dale polozme h = w = 1. V novych proménnych méme

[,p] = il. (2.22)
Ziejmé plati
at = (a)t (2.23)
a
[a,a'] = 1. (2.24)
Pomoci (2.18) a (2.19) s pouzitim (2.24) lze (2.17) psét ve tvaru
A 1 1
=3 (&&T + a%) = afa+ 3 (2.25)

Oznaéme a'a = 7, 1 se nazyva operdtor poctu excitaci, s jehoz pomoci je mozno psat

1
H =i+ o (2.26)

Ozna¢me |v,) vlastni stav hamiltonidnu H s vlastni hodnotou E,,, |n) vlastni stav operdtoru
7 s vlastni hodnotou n, tak diky (2.26) plati

[H,7] =0 (2.27)
. 1
Ep=n+ 3, (2.28)

kden =0,1,2,.... Stav |0) je stav s 0 fotony (vakuum), |1) je stav s 1 fotonem atd. Tedy harmo-
nicky oscildtor se muze nalézat jen ve stavech s urcitymi hodnotami energie dané ekvidistantni
posloupnosti (2.28).

2.2.1 Dalsi vlastnosti kreacniho a anihilacniho operatoru

Kreacni a anihila¢ni operdtory pusobi na vlastni stav |n) takto:
aln)y = Vnln—-1) (2.29)
alln)y = Vn+1|n+1). (2.30)

Cili anihilaéni operator snizuje pocet fotonu ve stavu o jeden, kreacni operdtor naopak zvySuje
pocet fotonu o jeden. Vicendsobnym aplikovanim téchto operatoru dostaneme

@kn) = va-....Vn—k+1ln—k) (2.31)
(@Hkn) = Van+1-...-Vn+kln+k), (2.32)

kde k € N, a specidlné pro k = n v (2.31) an =0 v (2.32) dostaneme

1 A\
0 = —=@n) (2.33)
) = —— (@)"[o). (2.34)

Vn!

Takto 1ze z vakua dospét do stavu s libovolnym poctem fotonu.
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2.2.2 Casovy vyvoj vlastniho stavu harmonického oscilatoru

Dosazenim (2.28) do (2.4) pfi preznaceni |1, (t)) = |un(t)), |¥(t)) = |u(t)) dostaneme

u()) = e3> en(t)[un (0))e ™. (2.35)

Faktor e~ 3! je globalni a lze se jej formalné zbavit tak, ze vSechny energiové hladiny harmo-

nického oscilatoru posuneme o % smérem dolu. Potom je E, = n.

2.2.3 Souradnicova repretentace vlastniho stavu harmonického oscilatoru

Vyjdeme z necasové Schrodingerovy rovnice pro harmonicky oscilator

1

a po jejim vyjadieni v soufadnicové reprezentaci a upravé dostaneme diferencidlni rovnici

% + (2B, — 2¥)up(z) =0 (2.37)
s FeSenim [1] . .
U (z) = ————e¢" 2 Hy,(z), (2.38)

V2rn!l/m

kde H,(x) jsou Hermiteovy polynomy stupné n v proménné z. Vlastni stavy harmonického
oscildtoru |n) se nazyvaji Fockovy stavy a tvoii ortonormalni bazi (jelikoz hamiltonidn je her-
miteovsky operdtor) zvanou Fockova.

Stredni hodnota poétu fotontu ve Fockové stavu (n) = m a neurcitost v poétu fotonu je

An = 0. Relace neurcitosti jsou
1
AxAp = (n + —> .

2

Vakuum |0) tak spliuje minindln{ relaci neurcitosti.

Souradnicova reprezentace prvnich ¢tyf Fockovych stavi je uvedena v néasledujici tabulce:

n ‘ U ()
z2
0 4%/% 6_27
1 L_ =57 (22)
27
22
2 L_ 77 (422 - 2)
N
12
3 L_ =7 (823 — 122)
48/

Tabulka 2.1: Soufadnicovéa reprezentace zédkladniho a prvnich tii excitovanych vlastnich stavi
harmonického oscilatoru.
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Obrézek 2.1: Grafické vyjadreni Fockovych stavi ug(z), ui(z), ua(z) a us(x).
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Obrézek 2.2: Grafické vyjadieni pravdépodobnostnich funkei pro Fockovy stavy wug(z), ui(z),
uz(z) a uz().
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Kapitola 3

Koherentni stavy, stlacené
koherentni stavy a (kvazi)distribucni
funkce

3.1 Koherentni stavy

Erwin Schrédinger ve svém ¢lanku [17] z roku 1926 hledal stavy, jez spliuji minimalni relace
neurcitosti. Ukézal, ze takovym stavem je vlastni stav bosonového anihila¢niho operatoru a.

K hlubsimu zajmu a teoretickému rozvoji téchto stavi vSak doslo na pocatku 60. let 20. sto-
leti, a to zejména diky Royi Glauberovi (dalsi napt. Klauder, Sudarshan), ktery mj. ukdzal [7],
ze koherentni stavy jsou vlastni stavy pozitivné-frekvenéniho operatoru elektrického pole a za-
vedl posunovaci operator umozinujici alternativni zavedeni koherentniho stavu. Je tak umoznéno
popsat elektrické pole pravé pomoci koherentnich stavu.

V soucasnosti se pouzivaji ke kvantovémechanickému popisu stavli generovanych lasery a
muzeme se s nimi setkat téZ v teorii supravodivosti. Za zminku stoji, Zze ze Schrédingerovy
definice plyne, ze anihilace fotonu nijak tento stav neméni, coz ma vyznam v oblasti detekce
zéreni. Koherentni stavy slouzi téz jako zéklad pro studium 8§irsi tfidy tzv. stlacenych stavu,
jimz je vénovana podkapitola nasledujici. Da se ukézat, ze klasicky proud vyzaiuje pole, které
je pravé v koherentnim stavu [2].

V této podkapitole uvedeme jeho vlastnosti, ukdzeme, ze se jedna o posunuty zakladni stav
harmonického oscilatoru.

Definice

Ozna¢me jako |a) koherentni stav a definujme jej jako vlastni stav bosonového anihila¢niho
operatoru a
ala) = ala). (3.1)

Jelikoz operator a neni hermiteovsky, je ¢islo a obecné komplexni. Hermitovskym sdruzenim
(3.2) dostaneme
(ala’ = o (al, (3.2)

takze kreacni operdtor a' je vlastnim stavem (a.
Vyjadfeme koherentni stav v bazi Fockovych stavu {|n)}7° , pomoci jednotkového operatoru
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1=>7",|n)(n|. Ten vlozime pfed |c)

o) = 1ja) = Zm (n|a) = Z|n Z|n 0|—|a <0|a>§j—"_l|n>

Pii dpravach jsme pouzili vyjadieni Fockova stavu pomoci vakua a anihila¢nich operatortu ()
la?

a definice koherentniho stavu (). Z normovaci podminky (a|a) = 1 zjistime, ze (0ja) = e~ 2.
Celkem

Q>

Z \/_\n (3.3)

Z definice (3.2) a ze vzorce (3.3) vyplyvaji dalsi vlastnosti koherentniho stavu.
Komplexni ¢&islo a je tvaru

_ &) )
NN (3.4)

Stredni hodnoty soufadnice a hybnosti tak predstavuji pravé jeden koherentni stav.
Soutfadnicova reprezentace koherentniho stavu je

() = = exp (—lux (g - i(ﬁ>]2> (3.5)

Pii (p) = 0 je koherentni stav posunutym zakladnim stavem harmonického oscildtoru.

0.8
0.6 -
0,4

0,2

0,0 +

Obrézek 3.1: Srovnéni zdkladniho stavu harmonického oscilatoru ug(z) a koherentniho stavu
¢(x) v souradnicové reprezentaci ((Z) = 2, (p) = 0).

Vyjédieni koherentniho stavu ve Fockové béazi (3.3) umoznuje jeho alternativni zaveden,
jako ukézal Glauber [7].
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Posunovaci operator

Je definovéan [5] jako
D(a) = el —ata (3.6)

Koherentni stav matematicky dostaneme, kdyz jej nechame zapusobit na vakuum
@) = D()]0) (3.7)

7 obrazku 2. je vidét, ze tento operdtor skuteéné ,,posouva“ vakuum. Posunovaci operator je
unitarni. Je totiz vidét, ze

D' (a) = D(=a) = [D(a)] . (3.8)

Dalsi pro vypocty uzitecné vztahy jsou
Dia)aD(a) = a+a (3.9)
Di(@)a'D(a) = af +o”. (3.10)

Diky unitarité posuvného operatoru lze ukazat, ze
Di(a)f(a,a"D(o) = f(a+ a,al +a*), (3.11)

kde operdtor f(a,al) je mozno zapsat jako rozklad f(a,a’) =3, . cmn @™ (@), piicemz zde
neni podstatné usporadani.

Dva koherentni stavy |«) a |3) pro a # ( nejsou ortogonédlni. Amplituda pravdépodobnosti
prechodu od |3) k |a) je

(a|B) = e~ 2ol +8P=20"5) (3.12)
a pravdépodobnost tohoto prechodu je tak
(o] 3)[2 = e~lo=AF, (3.13)

Tzn. ze ¢im jsou body Gaussovy roviny reprezentujici koherentni stavy vice vzdéleny, tim je
pravdépodobnost pfechodu od jednoho stavu k druhému mensi.
Soubor koherentnich stavu {|a)}aec tvoz bazi. Jednotkovy operdtor je vyjadien jako

i = l/d%yaxa\, (3.14)

™

pricemz integrace probihd pfes celou komplexni rovinu. Soubor je vSak preplnény a to ma za
nésledek, ze libovolny stav neni v bazi koherentnich stavu rozlozen jednoznacné.

Relace neurcitosti
Jednomodovy koherentni stav spliiuje minimalni relaci neurcitosti
1
AxzAp = 5 (3.15)

pricemz neurcitosti & a p jsou totozné, tj. Az = Ap = % Tyto neurcitosti jsou s casem

neproménné. Taktéz je (Ax)? + (Ap)? = 1.
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<,

(@) (b)
Obrazek 3.2: Srovnéni oblasti neurcitosti (a) pro vakuum a (b) pro koherentni stav
ve fazovém prostoru.

P
b

\4
b

\{

Fotonova statistika

Stfedni hodnota poc¢tu fotonu (n) v koherentnim stavu je
() = {alnla) = |af. (3.16)

Odtud je zfejmy vyznam modulu komplexniho ¢isla «, tj. jeho kvadrat udava stfedni hodnotu
poctu fotonu ve stavu |a).
Pravdépodobnost p(n) nalezeni n fotonu v koherentnim stavu je

pln) = |(nfa) [ = e~ L (3.17)
coz je Poissonova rozdélovaci funkce.
0,30 —W—<n>=2
—@— <n>=4

Y-V —A— <n>=10
0,25 —&— <n>=16
0,20 - e
0,15 - ¢ e

p(n)

v
] \ A
0,10 VoA “a gy

[ ]
0,05 / [ ] /. y AN A\ \.
/ o " EN
® A/A \: /l>'\ kA\
0,004 sadfaui¥y y 9900090t

LU B —T T
-2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22

Obrazek 3.3: Rozdéleni poctu fotonu v koherentnim stavu pro nékteré hodnoty (n).
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Pro Poissonovo rozdéleni obecné plati, ze stfedni hodnota ndhodné veliciny v tomto stavu
je rovna stiedni kvadratické odchylce! (neuréitosti), tj.

An = (i), (3.18)

Casovy vyvoj koherentniho stavu

Diky vyjédfeni koherentniho stavu ve Fockové bézi (3.3) a ¢asového vyvoje Fockova stavu (2.35)
lze s vyuzitim (2.2) a (2.28) psat

la(

la(t)) = (f%te*%ﬂ2 Z %emtm(o» = e 2t a(0)e™ ™) (3.19)
n=0 :

To znamend, Ze Casovd zdvislost koherentniho ptrechézi na komplexni ¢islo «, které tak pe-

riodicky obiha kolem pocatku Gaussovy roviny s jednotkovou frekvenci. Fézovy faktor ezt

urcuje globdlni fazi a lze jej formalné odstranit tak, Zze posuneme vSechny energiové hladiny
1

harmonického oscildtoru o 5 smérem ,,doli®, tj. B, = n, a pak

la(t)) = |a(0)e™ ™). (3.20)

Pokud «a(t) nahradime intenzitou elektrického pole E(t), tak dostaneme pfesné casovy vyvoj
jednoho moédu elektrického pole. Koherentni stav tak kvantovémechanicky umoziiuje popsat
eletrické pole kvantovémechanicky.

Interpretace

Méjme klasickou ¢éstici o hmotnosti m a elektrickém ndboji e nachézejici se v rovnovazné
poloze v oblasti harmonickém potencidlu V(x) (viz obr.).
Hamiltonidn této ¢astice je ziejmé
2
p

1
H= " + —kax?. 21
o + Qkx (3.21)

Plsobme nyni na tuto ¢astici elektrickou silou o intenzité E. Pak je hamiltonidn

p? L 9
H=—+- —eF .22
o + 2kx eEx, (3.22)
coz lze upravit na tvar
2 2 2
P 1 el 1 eF
H=—+-klz——) —<k|— ) . 2
om 2 (x k> 2 (k (3:23)

Ziskame tak opét castici v oblasti harmonického potencidlu s novou rovnovaznou polohou.
Dostaneme tak posunuty zakladni stav. Jestlize nyni vypneme pole E (tj. E = 0), tak ziskdme
koherentni stav |a).

'Obecné mnozina véech rozdéleni splitujici (3.18) se nazyvéa poissonovskd a lze definovat dalsf dvé kategorie
statistickych rozdéleni: superpoissonovskd, pro néz An > (i), a subpoissonovskd, pro nez An < ().
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n—modovy koherentni stav

Neni problém popsat pole sklddajici se z vice médu, feknéme n, rozsitenim definice koherentniho
stavu. n—moédovy koherentni stav je pomoci posunovaciho operatoru definovan jako

n
o, . o) = [ D(e)lo,....,0), (3.24)
i=1
pricemz |0, ..., 0) je n-mddové vakuum. Odtud lze analogickym zpusobem jako u jednoho médu

ziskat vlastnosti |aq, ..., ap).
Operétor elektrického pole (s frekvenci w) je

1 ~  j(kr—w AT —t(kr—w
B(r.1) = o575 D l(w)erane’ ™D 4 af e it (3.25)
k

kde ey je jednotkovy vektor polarizace ortogonalni ke k, I(w) je funkce frekvence. Tento operator
je vhodné prepsat na

E(r,t) = ET(r,t) + E~(r,t), (3.26)
pricemz E*(r, t) je tzv. pozitivné-frekvencni operdtor elektrického pole
) 1 i
Ef(r,t) = T3 Zl(w)ekakel( rowt) (3.27)
Kk
Nahrazenim ay, dL operatory Ty, px mame
. 1 . A
E(r,t) = T3 Z [(w)[Zk cos(kr — wt) — P sin(kr — wt)] (3.28)
Kk
Je tak videt, ze ET (r,t), obsahujici n médum, je vlastnim stavem n—mdédového koherentniho
stavu |aq, ..., ay) s vlastni hodnotou # S lw)akee =D Podobné E~(r,t) je vlastnim
stavem (g, ..., Qyl.
A A
p E

T
G
x

\/

\4
\4

(b)

Obrazek 4.: Ilustrace relace mezi rozlozenim elektrického pole ve fazovém prostoru a jeho
fluktuacemi pro (a) vakuum a (b) koherentni stav.
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3.2 Stlacené koherentni stavy

Zajem o stlacené stavy zacal ve stejné dobé jako tomu bylo u koherentnich stavu [6], [8]. Ma-
tematicky jsou definovény prostfednictvim stlacovactho operdtoru S (&) [5], jez, podobné jako
u koherentnich stavi, ¢islo £ je komplexni. Stlaceny stav vznikne, kdyz jej aplikujeme na kohe-
rentni stav. Ten je pak specidlnim pfipadem stlaceného stavu.

Kdyz laserovy svazek (ktery je v koherentnim stavu) prochdzi nelinedrnim krystalem, dochazi
k procesum [5], jez koherentni stav transformuji pravé na stlaceny stav. Pro tyto stavy je cha-
rakteristické, Ze jedna z neurcitosti (Az nebo Ap) je redukovana pod 1/v/2. To véak neporusuje
Heisenbergovy relace neuréitosti, nebot u konjugované veli¢iny se naopak neurcitost zvétsi. Tato
vlastnost ma pochopitelné své vyuziti, napr. v oblasti optické komunikace, fotonové detekce,
detekce gravitacnich vin.

Stlacené stavy téz mohou spliiovat subpoissonovskou statistiku, tzn. ze stfedni hodnota
poctu fotonu je mensi nez neurcitost v jejich poctu, coz je typicky znak neklasi¢nosti.

Koherentni stav je mozno si predstavit klasicky jako ¢astici pohybujici se v oblasti kvadra-
tického potencidlu. Jeji hamiltonidn byl (3.22). Nyni oblast vyskytu ¢éstice zmensime pfiddnim
dosatetného potencial bz?. Hamiltonidn pak bude

2
1
H:p—+§kx2—eEaz+bx2:

1 2
o + 5(1{: +b)ax® — eEx. (3.29)

.
2m
Piidénfm potencidlu bz? tak kvantové znamend piispévky operdtort a? a (af)?, které jsou
dulezité pii pripravé stlaceného koherentniho stavu. Definujme jej tak proto prostiednictvim
stlacovaciho hamiltonidnu

g = %(@Taf — €*aa), (3.30)
jez vede k definici stlacovaciho operdtoru
~ e 1
5(€) = efls = exp [5(5*51& - gaTaT)} . (3.31)

Stlaceny koherentni stav? |, o) tak dostaneme, kdyz zaplisobime timto operatorem na kohe-
rentni stav:

€, @) = 5(&)]a) = S()D(a)[0). (3.32)
Cislo ¢ = re? je obecné komplexni a jeho modul 7 vyjadiuje miru stlaceni. Uved'me nékteré
dulezité vlastnosti stla¢eného stavu.
Vlastnosti stlacovaciho operatoru

Ze (3.31) je videét, ze, podobné jako posunovaci operator, je i tento unitdrni, tj.

7€) = 5(=¢) = [S(&)] (3.33)

S vyuzitim (6.7) lze dostat
ST(€)asS(€) = acoshr —ale? sinhr (3.34)
ST(€)a’S(€) = alcoshr —ae “sinhr, (3.35)

2Budeme déle namisto pojmu stlaceny koherentni stav pouzivat kratstho terminu stlageny stav.
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Odtud ziejmé pro libovolny operédtor ve tvaru f(a,a’) =Y., cpna™(al)" dostaneme, Ze

~

ST(€) f(a,a")S(€) = f(acoshr — afe sinhr,af coshr — ae™" sinhr) (3.36)

bez ohledu na pofadi operatorti v f(a,al).
Uzitecny je téz faktorizace stlacovaciho operatoru [12]

- 1
S(€) = exp [5@*&& —galal ﬂ =
1 —i0 At 1ATA 1 1 —i0 N
= exp 5(6 tanhr)a'a'| exp | —21In(coshr) ga'a+ )| exp —5(6 tanhr)aa
(3.37)

~

Obecné stlacovaci a posunovaci operatory nekomutuji, tj. S(€)D(a) # D(a)S(€), coz zna-
mend, 7e |€,a) # |a, €).

Relace neurcitosti

Muzeme vypocitat s pomoci (3.34) a (3.35) relace neurcitosti stlaceného stavu. Dostaneme

Tim padem stlaceny koherentni stav spliiuje minimdlni relace neurcitosti AxAp = %,

s tim, ze neurcitost jedné z veli¢in je < % Kolikrat je jedna neurcitost redukovana, tolikrat je
ta druhd zvétsena. Proto se kazdy stav s touto vlastnosti nazyva stlaceny [2].

ovsem

A

p p

(@) (b)

Obrézek 3.5: Oblast neurcitosti ve fazovém prostoru pro (a) koherentni stav a (b) stlaceny
stav s redukovanou neurcitosti v x.

A

\4
\4

Stlacovat vSak muzeme i ve fizi a amplitudé. Zavedme nové operdtory 2/, p':

A
3 =

(aTe® 4 ae™9) (3.38)

S

(afe? — ae™) (3.39)
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pro néjaky thel 4. Tato transformace neporusuje komutacni relace [#/,p] = il. &/, ' jsou tak
zobecnénim operatoru &, p. Elektrické pole z (3.28) takto transformované do 2/, p’ je

Br,t) = # Zk: () [ cos(kr — wt + B) — Pl sin(kr — wt + B)]. (3.40)

Pro relace neurcitosti lze dostat

Az’ = Az cos 8+ Apsin 3 (3.41)
Ap' = —Axsin 3+ Apcos 3. (3.42)

Transformace (3.38) a (3.39) tak ma za nasledek natoceni oblasti neurcitosti o thel 3.

A A

R &

(a) (b)

Obrézek 3.6: Oblast neurcitosti ve fazovém prostoru pro (a) amplitudové a (b) fizové stlaceny

\{
\{

stav.
A A
p E
(a) > >
X t
A
p
(b) > x
X t
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Obrazek 3.7: Ilustrace relace mezi rozlozenim elektrického pole ve fazovém prostoru a jeho
fluktuacemi pro (a) fazové a (b) amplitudové stlaceny koherentni stav.

Stlaceny stav je zastoupen dvojici komplexnich ¢isel (€, «). a fikd, kam se ma posunout
vakuum a £ jak se ma , stlacit“.
Soubor stlacenych stavi je, podobné jako koherentni stavy, preplnény. Jednotkovy operator
je v ném
~ 1
1=— /dza 1€, ) (&, al. (3.43)
T

Fotonové statistiky

Lze ukéazat [2], ze pravdépodobnost nalezeni n fotonu ve |£, a) je

tanh r)" 1 . )
p(n) — Mexp{—]a‘Q 4= |:e—26’a2 +ez€(a*)2} tanhr} %

~ 2nplcoshr 2

- e—i0/2
V2 coshrsinhr

(3.44)
stfedni hodnota poc¢tu fotont

(R)y = (&, alnlé, o) = |af* + sinh? r — sinh 7 cosh r [ei9a2 + e*io(a*)z} (3.45)
a neurcitost v po¢tu fotonu
An = (|o?[cosh 4r — cos(0 — 2¢) sinh 4r] 4 2sinh? r cosh? r)'/2 (3.46)

(a = |ale’®). Pokud je r = 0, dostavame |a|?> = An = (A), coz je presné vysledek, ktery plati
pro koherentni stav.

Specidlné, polozime-li o = 0, dostaneme [£,0) = S (€)]0), coz je stlacené vakuum. Pokud
pouzijeme (3.37), dostaneme

N (tanhr)" nl ro n sudé
p(n) = (n|S(EI0) = ¢ 2 Veoshr P (3.47)
0 pro n liché

Takze ve stlaceném vakuu nalezneme vzdy pouze sudy pocet fotonu.

0,14 - -
0,12 -
0,10 -

0,08

p(n)

0,06
0,04

0,02

0,00 4 T T T T T T

Obrazek 3.8: Rozdéleni poc¢tu fotont pro stavsr =0,3, a = 5.

33



0,24

0,20

0,16

0,12

p(n)

0,08

N W‘m MWWMW
0,00 : . - . : [
10 20 30

n

Obrazek 3.9: Rozdéleni poc¢tu fotonu pro stav s r = 2, a = 2.

0,6 -
0,5 -
0,4 -
z
S 034
0,2
0,11 H
NiNERE = o
0 5 10 15 20
n

Obrézek 3.10: Rozdéleni poc¢tu fotonu pro stav s 7 = 1, @ = 0 - stlacené vakuum.
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0,10 —

0,08 M

0,06

p(n)

0,04

0,02

0,00 -, ; : : , : ,

Obrazek 11.: Rozdéleni poc¢tu fotonu pro stav s r = 0, o = 4 - koherentni stav.

3.3 Distribuc¢ni a kvazidistribu¢ni funkce v kvantové fyzice

Operator (matice) hustoty

Megjme systém, jez je mozné charakterizovat fyzikalni veli¢inou O, jiz piislusi operator 0.
Predpokladejme, 7Ze systém je ve stavu [¢). Pak stfedni hodnota veliciny O v tomto stavu
je ddna vztahem

(O)y = (¥|O]). (3.48)

Ovsem to, ze systém je ve stavu |¢), nemusi byt zndmo. Predpoklddejme vsak, Ze je zndma
pravdépodobnost Py nalezeni systému v tomto stavu. Pak

((O))soubor = Z%wwm (3.49)

Nyn{ vlozenim jednotkového operdtoru 3 |n)(n| =1 dostaneme
Yooubor ZZ%MWHW ZZ&M¢WW

a zavedenim operdtoru (matice) hustoty

h=) Pyl (3.50)
P
dostaneme )
O))souer = »_(n|pOIn). (3.51)
Odtud )
(O) = Tr(pO). (3.52)

Vztah (3.52) méa obecnou platnost.
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Vlastnosti operatoru hustoty
Z (3.50) je zfejmé, ze
po=p (3.53)
Tr(p) = 1, (3.54)

tj. operator hustoty je hermitovsky a ma jednotkovou stopu.

Dalsi vyjadieni operatoru hustoty

Pro cisty stav [¢) je
p =)Wl (3.55)

Operator hustoty je mozno vyjadfit v bazi Fockovych staviu jako

p—Zm )(n|plm) (m| = anmm (3.56)

nebo v bazi koherentnich stavu ve tvaru

20& 2
/ / T2 o) alol) (31 (3.57)

V obou piipadech jsme p oblozili piisluSnymi jednotkovymi operatory.
Vztahy (3.55)-(3.57) vyjadiuji spektralni reprezentaci matice hustoty v pfislusném souboru
bazi.

V klasické fyzice slouzi rozdélovaci funkce mimo jiné k urceni stfednich hodnot fyzikalnich
veli¢in. Totéz bychom chtéli umét v kvantové fyzice pomoci vhodnych rozdélovacich funkei. Ty
zde maji jednak atributy pravdépodobnostni distribuce, jednak, jak se ukaze dale na prikladech,
mohou nabyvat i zdpornych hodnot nebo byt ,singuldrnéjsi“ nez §-funkce - pak o piislusném
rozdéleni hovorime jako o kvazidistribucnd funkci (nebo zkrécené jako o kvazidistribuci). Chovani
téchto funkei slouzi jako indikator toho, zda ma dany kvantovy stav svij klasicky protéjsek (jsou
nezdporné a ,nejvyse“ d-funkce) nebo jej nemaji (v jiném piipadé) - to plati pro funkci P a
pro Wignerovu funkci. Slouzi téZ k vypoctu stfednich hodnot operatoru.

3.3.1 Glauber-Sudarshanova P-reprezentace

Zaved'me operdtor v normalnim uspoiaddni, tj. vSechny krea¢ni operdtory jsou vlevo a vSechny
anihila¢ni operatory jsou vpravo,

On(a,a%) =" cum(ah)"a™. (3.58)

n,m

Podle vztahu (3.52) je stfedni hodnota tohoto operdtoru
(Ox(@.a)) = Tr [p0x(a.a")] = / @20 P(a, a*)On(a, o), (3.59)

kde
Pla,a) =Tt [pa(a* —ahs(a - a)] (3.60)

je Glauber-Sudarshanova P-reprezentace nebo téz reprezentace koherentniho stavu.

36



Diagonalni reprezentace koherentniho stavu

Operétor hustoty je mozno vyjadfit v bazi koherentnich stavu jako

p= /P(a,a*)|a><a|d2a. (3.61)
Vzhledem k vlastnostem operatoru hustoty je funkce P(«, a*) redlnd a normovand, tedy
P(a,a) = [P(a,a®)]
/P(a,a*) d?a = 1.
Déle je otdzkou, jak ,vyextrahovat® funkci P(a, a*) ze vztahu (3.61). K jeji rozieSeni uréime
(=61913) = [ Plasa”)(~Sla)al8) %o

= I8 /P(a,a*)e_WQeﬂo‘*_aﬁ* d%a. (3.62)

Na prvnim fadku jsme vyuzili relace (3.12), z druhého je pak vidét, ze funkce P(«, o*) e lal? je
dvourozmérnou Fourierovou transformaci funkce e/?*(—3||3), tedy méme hledané vyjédreni

P(a,a) =

ol o o
L (3.63)

Piiklady P-funkce
Koherentni stav

Pro koherentni stav |3) je p = |3)(8| a s pouzitim (3.63) dosteneme
P(a,a”) gy = (o — B), (3.64)

kde 6%(a — 3) je dvourozmérns delta funkce.

Fockuv stav

Pro Fockuv stav |n) je p = |n)(n| a s pouzitim (3.63) dosteneme

Pla, o), = el o 52(a) (3.65)
I T T 9and (o) ' '
Specidlné pro vakuum |0) je
P(a, ) = 6*(«). (3.66)

Termalni pole

Jedn4 se o pole generované zdrojem, jez je v ternodynamické rovnovaze pii teploté T3. Matice
hustoty takového systému mé tvar

e—H/kpT
p=—F—F7"7 (3.67)
Tr [e_H/kBT]

3Takovym zdrojem muize byt tfeba zdrovka.
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kde H = hw (dT& + %) Opét lze analogicky dostat

P(a,a") = e M. (3.68)

Jak je vidét, tak pro koherentni stav, vakuum a stav termalniho pole existuje analogie v klasické
fyzice, kdezto Fockuv stav [n) s n > 1 ji nema.

3.3.2 Q-reprezentace
V analogii s (3.60) definujme funkci
O(a,a*) = Tr [pé(a —a)s(at — aT)] (3.69)
Vlozime jednotkovy operétor ve tvaru (3.14) a dostaneme [2]
Qasa”) = —{aljla), (3.10)

tj. funkce Q(a, a*) je imérnd diagondlnimu elementu operatoru hustoty v reprezentaci kohe-
rentniho stavu.
Funkce Q(a, a*) je normovand, tzn. ze

/Q(a, o) d?a =1, (3.71)
a redlna.
Méjme operator v antinormélnim usporddanim
Oa(a,a") = dpma™(a)™. (3.72)
n,m

Ukéazeme, ze Q-funkce ze vztahu (3.70) slouzi k vypoctu sttedni hodnoty operdtoru O podobng,
jako je tomu u P-funkce a operdtoru Opy. Vyjadieme stfedni hodnotu tohoto operatoru podle
vztahu (3.52). Dostaneme

Oataa®)) = [ Eaqla,a)Oa(a,a’). (3.73)
Vlozenm (3.50) do (3.70) dostaneme
Qla0") = %%PMMW. (3.74)
Ponévadz |(v|a)? < 1, tak
Qla,a®) < % (3.75)

Jelikoz Oy lze transformovat na O, pomoci komutaéni relace (2.24), tak lze ocekavat, ze bude
existovat transformace mezi @ a P. Sta¢i vlozit (3.61) do (3.70), upravit a dostaneme

1 /
Qa,a”) = — /dQQ'P(a',a'*)e_|O‘_O‘ >, (3.76)
7r
Q-funkce je tedy konvoluci P-funkce a Gaussovy kiivky.
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Piiklady Q-funkce
Koherentni stav

Pro koherentni stav |3) je s pouzitim (3.70)

. 1 g
Qa, ™) gy = —e la=B1%, (3.77)

Fockuv stav

Pro Fockuv stav |n) je s pouzitim (3.70)

T2 o
S YR 7ol e N
Qa,a" )y = —e o (3.78)
Specidlné pro vakuum |0) je
1
Q(a,a”)jgy = = e7loF (3.79)
T

3.3.3 Wignerova distribuce

V roce 1932 zavedl Wigner distribuéni funkci W (x,p), pozdéji po ném nazvanu Wignerova,
jako dusledek snahy charakterizovat kvantovy stav |¢)) funkei ve fazovém prostoru. Jestlize p
je operdtorem hustoty systému a |z) resp. |p) oznacuje stav polohy resp. hybnosti, tak potom
je Wignerova distribuce tohoto stavu definovana jako

1 & 1 1 .
I - A _ = 1yp
Wiz,p) = 5 /_Oo<w+ 5ylple — Shy)e dy. (3.80)
Pro ¢isty stav je p = [¢) (9], a tedy
1 [~ ., 1 1 i
W) =5 [ v (x " —hy) " (x - —hy) e dy. (3.81)
or | o 2 2

Tak jako funkce P resp. funkce Q slouzi mj. k vypoctu stfedni hodnoty operatoru v normalnim
resp. antinormalnim usporadani, tak i Wignerova funkce méa analogicky vyznam. Pomoci ni lze
vypoéitat stfedni hodnotu symetricky uspofddané funkce?

FS(i’ﬁ) = Z Snm:&nﬁm’ (382)
tedy .
Es@i)= [ [ Fs@pWe)dsdp (3.83)

Wignerova funkce muze nabyvat i zapornych hodnot, je to tedy kvazidistribuce. Nezastupuje
ani pfimo méfitelnou veli¢inu. Nicméné vypocitejme margindlni integral

/ W(x,p)dp:%/ / Y <x—§hy>w<x+§hy)eypdydp:

= /OO (Ch (w - %hy> (0 (w + %hy> 6(y)dy =
= ¢*(2)(z), (3.84)

4tj. funkce se symetricky usporddanymi operdtory @ a p s ohledem na jejich poradi, napt. &p + pi, &2p +
Aas | anD
IpIT + pIT
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¢ili integraci Wignerovy funkce pres vSechny hybnosti dostaneme pravdépodobnostni funkci
pro polohu. Podobné lze ukazat, ze

/_OO W (z,p)dz = " (p)y(p), (3.85)

coz je pravdépodobnostni funkce pro hybnosti.

40



Kapitola 4

Symplekticka transformace a optické
prvky

Kvantovy stav [¢) se pod vlivem interakce s ostatnimi systémy vyviji. Informace o interakei je
obsazena v hamiltonianu H. V kapitole 2 jsme ze Schrodingerovy rovnice

oY) A
il = ) (h=1),
ktera popisuje ¢asovy vyvoj stavu, dostali ekvivalentni vyjadreni
[$(8)) = U(6)[4(0)). (4.1)

Vyvoj je tak popsan prostiednictvim unitdrniho operatoru ¢asového vyvoje U (t) = e—ifl t ktery
je urc¢en hamiltonidanem systému H.Tim padem H ném rika, jakym zpusobem a do jakého stavu
systém dospéje za urcity c¢asu. To je jiz zminéna Schrodingerova reprezentace, v niz se vyviji
stavy a operdatory ne.
Opticky prvek je zarizeni, které méni vlastnosti svételného svazku, ktery jim prochazi.
Kazdému takovému prvku bychom pak mohli prostfednictvim hamiltonidnu pfifadit unitarni
operator U, pomoci néhoz bychom byli schopni podle vyse uvedené rovnice urcit vysledek trans-
formace stavu pii jeho pruchodu timto prvkem.
zantaci, v niz se naopak vyviji operatory a stavy zustdvaji neménné. Transformace operatoru
A pri prichodu optickym prvkem je potom déna rovnici

Aty =UN)A0)T ()

nebo ekvivalentné d
—A(t) =
340
pokud A explicitné nezavisi na cCase, tj. %fl = 0.

Optické prvky maji obvykle jeden nebo dva vstupy a jeden nebo dva vystupy a muzeme je
rozdélit na dvé kategorie:

| =

[A, H], (4.2)

~

e pasivni - zachovavaji pocet fotonu (déli¢ svazku, posouvaé faze)
e aktivni - nezachovavaji pocet fotonu (stlacovac).

Cilem této kapitoly je ukdzat, jak se obecné n—mddovy stav transformuje pfi prichodu
jednotlivymi prvky a na souboru optickych prvku (tj. optickou soustavou) a jaké vztahy plati
pro tuto transformaci.
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4.1 Symplekticka transformace

Elektromagnetické pole je kvantovémechanicky popsano mj. souborem bosonovych kreacnich a
anihilaénich operatoru {a;} a {&ZT}, které spliuji komutaéni relace

[&zad}] = 61] ( )
a;, dj] =0
lal,al] = o, (4.5)

[St?i,ﬁj] =1 (46)
1,25 = 0 (47)
[pi, pj] = 0. (4.8)
Index u operatoru znac¢i prislusny mod elektromagnetického pole a plati transformace

. r .

a; = E(xz + ip;) (4.9)

At r..

a; = —=(&; — ip;). (4.10)

V2

Uvazujme, ze mame takovych médu n a optickou soustavu umoznujici transformovat soubor
operatoru {di},{&j} na jiny soubor {b;}, {bj} linedrné, tj.

n
bi =Y (Aya; + Bijal) (4.11)
j=1
n
bl = D (Biain + Aja]) (4.12)
=1
nebo kdyz dané soubory reprezentujeme sloupcovymi vektory (aq, ..., an, d{, o ,dIL)T a
(131, e b, BJ{, ce BIL)T, tak maticové je transformaci mozno zapsat jako
by i
be | _ an
b il

pficemz G € C?"*?" je étvercova matice fadu 2n tvaru

o (342).

tj. matice A = (A;;) vyjadfuje, jak se transformujf anihila¢ni operatory na anihila¢ni operatory,
matice B = (B;;) vyjadiuje transformaci krea¢nich operatoru na anihila¢ni operatory apod.
(A,B € C™™). Matice G tak reprezenzuje piislusnou optickou soustavu. Jelikoz soubor {b;},
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{I;j} jsou opét bosonové anihilacni a kreacni operatory, musi splitovat komutaéni relace jako
(4.3)-(4.5), tedy

[bi, b1] = 0 (4.13)
[bi,0j] = 0 (4.14)
b1, b1] = 0. (4.15)

To jisté klade podminky na tvar matic A a B. Tyto podminky dostaneme, kdyz dosadime
(4.11) a (4.12) postupné do (4.13)-(4.15). Tim dostaneme

Z[AijA;'k - BijB;k] = O,
J

nebo maticoveé

AAT - BB =E. (4.16)

Dalsi rovnice d&

> 4B — BijAjy] =0

J

nebo v maticovém zapisu

ABT = BAT = (ABTT. (4.17)
Ekvivalentné lze linedrné transformovat operatory {Z;}, {p;} na {@}}, {p,} vztahy

n

# = (Ridj + Sijbs) (4.18)
j=1
n
P = _(Thads + Wiipy) (4.19)
1=1
(&} a pl souvisi s b; a [);r stejné jako ; a p; s a; a &;r) nebo maticové
#, &
Bolos, |
2 PR b |
P Pn

pfi¢emz matice S, je opét ctvercova matice fadu 2n tvaru

S _ R |S
p T|W )
a nazyva se symplektrickd, R, S, T, W € R™*™ Mnozina matic tohoto typu tvoii grupu Sp(2n, R),

kterd je podgrupou grupy GL(2n,R). Lze ukazat, ze symplektickd matice musi spliovat vlast-
nost

SyQs, = Q, (4.20)
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kde
0 E
Q‘(—EO)'

Vzhledem k zavislostem mezi kreacnimi a anihilaénimi operatory a operadtory polohy a
hybnosti vyjaddiené rovnicemi (4.3)-(4.5) lze ocekavat i souvislost mezi maticemi A, B a R, S,
T, W. Opét neni tézké s pouzitim vyse uvedenych rovnic dostat

A+B=R+iT (4.21)
A-B=W —iS. (4.22)

Méme tak vse pripraveno k popisu jednotlivych optickych prvku.

4.2 Pasivni optické prvky

Pro tyto prvky je charakteristické, ze zachovavaji celkovy pocet fotonu, které jimi prochazeji.
Tzn. ze ), d;rdi => bZTbi = konst.1. Odtud s pouzitim (4.11) a (4.12) lze dostat, ze

AAT =0
B=0

Matice A je tim padem unitdarni. Déale diky tomu, ze B =0, je W —iS = A = R 4T, a tedy
R =W, T = —8S. Celkem matice G a S, maji tvar

c(3) w5

Pii pasivni transformaci se tak méni pouze anihilaéni operatory na anihila¢ni operatory a
krea¢ni operatory na krea¢ni operatory. Mezi pasivni optické prvky patii déli¢ svazku a posouvaé
faze.

Déli¢ svazku (beam splitter)

Je to pasivni opticky prvek se dvéma vstupy a dvéma vystupy. Ozna¢me vstupni médy ai, ao
a vystupni médy by, bs.

Obrazek 4.1: Schematickd znacka délice svazku s mody.
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Interakce mezi dvéma svazky a; a ao je popsana pomoci hamiltonianu

Hps = i(a1a} — alay). (4.23)

Z néj nyni dostaneme tvar transformovanych médu s pouzitim Heisenbergovy rovnice (4.2)
ay = —ilay, Hps) = —a

ag = —ilag, Hps] =

s FeSenim

a1(0) a az(0) jsou médy pred transformaci na délici svazku, a,(¢) a Gz(t) jsou jiz transformované
médy, tak dl (t) = b1 a &Q(t) = b2 a
(5)o (e e )(m) o
by sinp  Ccos as

A

@ =t je formdlni preznaceni, parametr ¢ charakterizuje prislusny délic svazku. Je vidét, ze A
je skute¢né unitarni. Pro zjisténi transformace souradnic a hybnosti staci tuto matici A rozdélit

na redlnou a imagindrni ¢ast, ¢imz dostaneme, ze R = A a S = 0. Proto

# ) [ cosg —sing Al Pi\ [ cosg —sing p1
o ’ Py ) \sing cosg P2

2, ) \Usinp cosy

A

A
Déli¢ svazku tak transformuje fazovy prostor dvou médu otédéenim jeho podprostoru (x1,z2) a
(p1,p2) o stejny thel .
A //S\A

X2
X2

. X1’

1

X
Obréazek 4.2: Transformace médu ve fazovém prostoru pii priuchodu délicem svazku.

V praxi se ¢asto pouziva déli¢ svazku, pro ktery ¢ = 7/4. Pak

vul )
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Posouvac faze (phase shifter)

Jednd se o jednomédovy pasivni opticky prvek s jednim vstupem a jednim vystupem.

a b

Obrazek 4.3: Schematickd znacka posouvace faze s médy.
Pokud oznacime a vstupni a b vystupni méd, tak
b= €%, (4.25)

Podobné jako v pfedchozim piipadé lze odtud dostat vztah pro transformaci mezi souradnicemi

a hybnostmi
o o .
D singp cosp P

Posouva¢ faze tak otaci cely fazovy prostor piislusny mddu, jez transformuje, o thel ¢.

A -
»>

X

Obrazek 4.4: Transformace mdédu ve fazovém prostoru pii pruchodu posouvacem faze.

Soubor pasivnich optickych prvku, jez tvori délice svazku a posouvace faze, zastupuje matice
G, kterd je unitarni. V piipadé symplektické matice, pokud S = 0, tak R je ortogondlni.

4.3 Aktivni optické prvky

Tyto prvky nezachovévaji celkovy pocet fotonu ve stavech, jez transformuje, tj. >, &I&i #*
> l;jl;l Lze jej poznat tak, ze aspon jeden transformovany anihila¢ni operator bi vyjadireny po-
moci netransformovanych operdtort obsahuje alespon jeden netransformovany kreaéni operator
néjakého modu. Zastupcem skupiny aktivnich prvku je stlacovaci prvek. Prakticky jsou reali-
zovany nelinearnimi krystaly. V laserovém svazku, ktery prochézi takovym krystalem, dochézi
procesem optické harmonické generace k preméné dvou fotonu téze frekvence na jeden foton
frekvence dvojndsobné nebo procesem parametrické konverze dolu k pfeméné jednoho fotonu
dané frekvence na dva fotony, kazdy s polovi¢éni frekvenci.
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Jednomédovy stlacovaé (one—-mode squeezer)

Tento prvek ma jeden vstup a jeden vystup.

sq| ?

a
e

Obrazek 4.5: Schematickd znacka jednomédového stlacovace s mody.

Jeho piisobeni lze popsat pomoci hamiltonidnu
(4.27)

Hso = %(dT&T — aa).

Pomoci Heisenbergovy rovnice dostaneme

i = —ila, Hso) = a
s feSenim
a(t) = cosh(t)a(0) + sinh(t)a (0).
Podobné jako u délice svazku a(t) = b, a(0) = @ a t = £. Maticové tak transformaci vyjadifme
jako R
b\ ([ cosh§ sinh¢ a
( bt > N ( sinh§  cosh & > ( at > (4.28)

G
¢ je redlny parametr zvany parametr stlaceni. Uvidime pro¢. Z transformaci (4.21) a (4.22)
dostavame R=€5, S =T =0, W = ¢~ ¢, cili
@/ £ 0 By
(5)-( 200)
—_———
Sp

Jednomoédovy stlacovaci prvek tak reprezentuje diagonalni symplektickd matice takova, ze
soucin jejich pvkua je 1. Cim je £ vétsi, tim vice se nova soufadnice ,natdhne® a nova hyb-

nost ,,zuzi“.

A -
»>
3

X

A -
»>

X

Obrézek 4.6: Transformace médu ve fazovém prostoru pifi pruchodu jednomédovym
stlacovacem.
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Dvoumédovy stlacovaé (two—mode squeezer)

Tento prvek ma dva vstupy a dva vystupy a je popsan hamiltonidnem

b — ayas). (4.30)

s TeSenim

1:31 coshé 0 0  sinh¢ a
ba 0 cosh ¢ | sinh¢& 0 a2
N = 4.31
bJ{ 0 sinh& | cosh & 0 &J{ (431)
b; sinh & 0 0  cosh¢ &;
G
a s pouzitim (4.21) a (4.22)
) cosh¢  sinh& 0 0 1
)y . .
25 | | sinh{ cosh¢§ 0 0 To
ol 0 0 coshé —sinh¢é P1 (4.32)
7 0 0 —sinh¢  cosh & P2

Sp

Dvoumdédovy stlac¢ovaé transformuje podprostor souradnic a podprostor hybnosti, vzajemné je
nepromichava a tuto transformaci reprezentuje jeden realny stlacovaci parametr &.

L T
lel S p A\ Xz ,

_ [

§l X

A -
»>

X1

Obrazek 4.7: Transformace médu v podprostoru fdzového prostoru (z1,z2) pfi pruchodu
dvoumédovym stlacovacem; ® = arctan(— tanh§).
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4.4 Braunsteinuv rozklad

Podle Braunsteina [13] existuje rozklad matic A a B na
A =UApV~, B =UBpV, (4.33)
piicemz U a V jsou matice unitérni, tj. UUT = E a VVT = E. Celkem tak muzeme psét
G:(A\B>:<U\0 >(AD\BD>(V*\0>
B* [ A 0 | U b Ap 0 |V

=U =Gp =V

Matice U a V jsou zfejmé unitdrni a kazdd zastupuje soubor pasivnich optickych prvki. Déle
dosazenim (4.33) do (4.16) dostavame

A} — B} =E. (4.34)

To znamend, ze -ty prvek diagondlnich matic Ap resp. Bp ma tvar cosh§; resp. sinh¢;.
Porovnanim s (4.28) je vidét, ze matice Gp reprezentuje soubor jednomddovych stlacovacich

prvki. Tedy i symplektickd matice tohoto souboru bude diagondlni S,, = diag(eft, ... ef e .

Braunsteinuv rozklad tak umoziiuje pro libovolnou optickou soustavu vytvorit nahradni
schéma, v némz se nejprve transformuje n-moédovy systém pomoci souboru pasivnich prvku,
pak kazdy jednotlivy mdéd nezdvisle na sobé stlacit a nakonec tyto mdédy opét transformovat
na souboru pasivnich prvku. Tento rozklad je ziejmé vhodny pro zefektivnéni prislusné trans-
formace.

— » | PSs,BSs, [ »
SQ’s

—> | PS',BS's 1 SQ PS's,BS's >

V G, U

Obréazek 4.8: Schematické zndzornéni Braunsteinova rozkladu.
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Kapitola 5

Sdileni tajemstvi

5.1 Sdileni klasického tajemstvi

Predpokladejme, ze médme informaci o kombinaci otvirajici trezor (kéd), kterd je ve tvaru
posloupnosti 101 001 111 011, a chceme ji pfedat dvéma dalsim lidem, Alici a Bobovi. Nebylo
by ovSem vhodné predavat ji v tomto tvaru kazdému z nich, protoze si nejsme jisti, zda muzeme
obéma vérit. Informaci proto ,,schovame*. Alici pfeddme posloupnost 011 010 101 001 a Bobovi
001 100 101 101. Dekédovani se pak provede tak, ze Alice a Bob poskytnou posloupnost, jez
obdrzeli, a podle pravdivostni tabulky

A B|AoB
1 1] 1
1 0| 0
0 1] 0
0 0] 1
Tabulka 5.1

jsou kombinaci schopni ziskat. Skute¢né se muzeme piresvédéit, ze tomu tak je:

A | 011 010 101 001
B | 001 100 101 101
kéd | 101 001 111 011

Tabulka 5.2

Tento piiklad ilustruje obecny piistup k problematice sdileni tajemstvi, které zavedl Shamir
[10]. Jista informace, neboli tajemstvi (secret), jez chceme skryt, je zakédovana do vétsiho poctu
jinych informaci, neboli shares, jez jsou piedany hrdcéim (v nasem piikladu Alice a Bob). Tito
hraci pak mohou vzdjemnou spolupraci tajemstvi dekédovat podle jistého klice (v piikladu
pravdivostn{ tabulka), kdyz kazdy poskytne informaci, jez ma k dispozici.

Skupina hracu, kterd je toho schopna dosdhnout, se nazyvé autorizovand skupina (spole¢né
Alice a Bob) a skupina hrac, jez toho neni schopna vzajemnou spolupraci dosdhnout, se nazyva
neautorizovand skupina (jen Alice nebo jen Bob).

Problém, v némz je k zakédovani tajemstvi pouzito n hracl, z nichz minimélné k je schopno
provést dekédovani, se nazyva prahové schéma (k,n) (nads piiklad je prahové schéma (2,2)).

Ve vyse uvedeném piikladu je tajemstvi ve tvaru posloupnosti nul a jednicek. Ta se da
realizovat napf. tim, Ze tuto informaci napiSeme na papir, nebo elektronicky, kdy ,,neni signdal
znamend nulu a ,je signdl“ znamend jednicku. Tato tzv. klasickd informace neni jediny mozny
zpusob realizace tajemstvi.
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5.2 Sdileni kvantového tajemstvi

Dalsi moznosti je vyuzit kvantové mechaniky. Informacemi jsou pak kvantové stavy. Tato infor-

mace se nazyva qubit, pokud je to stav Hilbertova prostoru dimenze 2, qutrit, pokud je to stav

Hilbertova prostoru dimenze 3, obecné qudit, pokud je to stav Hilbertova prostoru dimenze d.
Qubit je tak mozno zapsat jako

)2 = al0) + B[1), (5.1)
piicemz |a|? + |3|? = 1, qutrit jako
)3 = a|0) + B[1) +7]2), (5.2)

kde, [a* + [8]* + |7|* = 1, a qudit
d—1
[¥)a = Zan|n>a (5.3)
n=0

d—1
kde 0" ¢ lan|? = 1.
Na qubitu demonstrujme rozdil mezi klasickou a kvantovou informaci. Ty se lisi tim, ze

e kdyby |1)9 byla klasickd, byloby a =0a 3 = 1neboa =1a 3 = 0, u kvantové informace
jsou koeficienty « a (3 obecné komplexni a libovolné takové, aby byla splnéna normovaci
podminka |a|? + |8]? = 1, existuje jich tedy nekoneéné mnoho,

e u kvantové informace muze dojit k provdzani (neboli entanglementu), coz u klasické in-
formace nelze.

Uved'me priklad. Uvazujme o stavu «|0)+3|1)+7|2) jakozto o kvantovém tajemstvi (qutrit),
které je zakddovano transformaci V' takovou, ze

V :al0) + 6|1) + v]|2) — «(]|000) + |111) + |222))+
B3(|012) + |120) + |201))+
~(]021) + |102) + |210)),

neboli prvni hra¢ (Alice), jez mél(a) na poc¢atku stav |0), obdrzi po transformaci provazany stav
|000) + |111) + |222), druhy hra¢ (Bob), jez mél na pocatku stav |1), obdrzi po transformaci
provazany stav [012) + [120) + |201) a tfeti hra¢ (Carol), jez mél(a) na pocatku stav |2), obdrzi
po transformaci provazany stav |021) +[102) + |210). Kazdy z téchto hra¢u m4 jistou informaci
o tajemstvi, ale samostatneé ji rozlustit nedokéze. Avsak spolupraci libovolnych dvou hréca toho
dosdhnout lze. D4 se ukazat [16], ze kvantovémechanickou transformaci 1ze napft. ze stava Alice
a Boba dostat stav
(al0) + BI1) + 112)) @ (00) + [12) + [21)),

tedy povedlo se odprovdzat tuto dvojici tak, ze Alice nyni vlastni hledané kvantové tajemstvi.

Podobneé jako u klasického tajemstvi, i zde lze zavést prahové schéma ((k,n)), tedy pii dané
n—tici hrac¢u je schopna tajemstvi dekédovat minimélné k—tice z nich. V nasem piikladu se
jednd o prahové schéma ((2,3)).

51



Teorém o neklonovani (No Cloning Theorem)

Podle tohoto teorému [3] nelze libovolny stav |1)) ,nakopirovat“ a vytvorit tak stav |¢) & |i)),
tj. neexistuje unitarn{ operétor U takovy, ze U (|¢) @ [0)) = [¢) ® |1)).

Diikaz: Predpokladejme, Zze takovy operator existuje, tedy Ut = 1. Uvazujme o dvou
neortogondlnich stavech [¢) a |¢), tj. (¢¥|¢) # 0. Pak

Celkem méme

(Wle) = (v|g)?,

coz muze nastat ve dvou piipadech: bud (1|¢) = 0, coz je ve sporu s piedpokladem (1)|¢) # 0,
nebo (|¢) = 1, coz znamend, Ze stavy [¥) a |¢) jsou totozné. To znamend, ze neexistuje zadné
kvantové zarizeni, které je schopno vytvorit kopii dvou riznych stavu.

Z teorému o neklonovani plyne, Ze nemuze existovat prahové schéma ((k,n)) pro n > 2k.
Kdyby ano, znamenalo by to, Ze jista k—tice hra¢u muze dekddovat tajemstvi [i)) a totéz by
mohla udélat jind k-tice hracua, jez mé disjunktni prunik s prvni k—tici. To by ale znamenalo,
ze ze stavu [¢) by bylo mozno dostat stav |¢) ® |¢), coz teorém o neklonovéani vylucuje.

V kvantové teorii informace bylo nejprve zkouméno sdileni kvantovych tajemstvi v diskrétnich
proménnych (napf. [16], [11], [15]), pozdéji se ukazalo vhodné zabyvat se i sdileni kvantovych
tajemstvi ve spojitych proménnych [9]. Rozdil je v dimenzi Hilbertova prostoru - u diskrétnich
proménnych je koneénd, u spojitych proménnych je nekonecna.

Zakdédovani kvantového stavu se realizuje jeho provazanim s tzv. pomocnymi stavy uzitim
optické interferometrie.
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Kapitola 6

Efektivni sdileni kvantovych
tajemstvi ve spojitych proménnych

V ¢lanku [4] byl nalezen extrakéni protokol pro prahové schéma ((k,2k — 1)). Jedno kvantové
tajemstvi se provazalo se stlacenymi vakuovanymi stavy. Prvnich k z nich byly stlaceny a—krat,
zbylych k %fkrét. Dale se ukézalo, ze k odprovazani jednoho kvantového tajemstvi spolupraci
k hraca je postacujici pouziti dvou stlacovacich prvkua.

V této praci jsem se pokusil rozsitit vysledek z [4] a zjistit, zda je mozné odprovazat vice
kvantovych tajemstvi najednou, nalézt extrakéni protokol a snizit pocet stlacovaéu potiebnych
k odprovazani tajemstvi na minimum.

Meéjme [ kvantovych stavu |i1),...,|¢;) predstavujicich kvantovéd tajemstvi, kterd chceme

zakodovat. To provedeme tak, ze je provazeme jednak navzdjem a jednak soucasné s tzv. po-
e 1/a 1/a a a\ oz L. , . .

mocnymi stavy |¢""), ..., ¢/ "), |¢]), ..., [pf) tim, Ze je nechdme projit optickou soustavou

sklddajici se s optickych pasivnich (délice svazku, posouvace fize) a aktivnich (stlacovace)
prvku. Tato soustava se téz nazyva aktivni interferometr.
Soufadnicové reprezentace pomocnych stavi jsou

1/a of 1 _a? a _a,2
EAl = (et A =t

i = 1,...,k, pficemz pozadujeme, aby ¢islo a bylo dostatecné velké, tj. aby a — oo (smysl
tohoto pozadavku bude zfejmy pozdéji). Jednd se o stlacené vakuové stavy, pficemz prvnich
k stavu jsou v souradnicové reprezentaci velmi §iroké gaussovy kiivky a druhych k stavu jsou
naopak velmi tuzké gaussovy kiivky. Tyto stavy se voli jako pomocné jednak proto, ze vakuum
umime prakticky nejlépe stla¢it a jednak pro jejich jisté matematické vlastnosti, které budeme
potiebovat také pozdéji.

Oznacme celkovy pocet stavu jako n, ¢ili n = [ 4+ 2k. Pocatecni stav pfed transformaci je
separabilnim stavem

1 1
1) = Y1) @ @) @ |ph) @ - ® o) @ /) @ - - ® | *).
Vyjadieme jej v soufadnicové bazi

|®) :/dwl.--dwn(\xn>®--'®\901>(9€1!®"'®<$n\)\¢1>®”'®’¢i/a>

k

l k
~ [aorcan [Tt [Tl @ [T etlansasilen) - @ o)
i=1 1

i= =1
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Pro piehlednost pfeznacme proménné

T, =T proi=1,...,1

Yi = Titi proi=1,...,k

2i = Tivk+i DProi=1,... k.
a jeSté oznaéme X = (X1,..., L1, Y1y .-, Yky 21, - -, 2k ). PTl tomto oznaceni mame
l k
1
@)= [ @] wita: H<P ) [ et len) @ - @ fax) =
i=1 i=1

k k

n 1 a
/d XH% x;) exp [——any—gz,zf |21) ® - ® |2k) (6.1)
i=1 i=1

Pruchod stavu |®) pfes optickou soustavu, kterou muzeme reprezentovat operatorem G, da
vysledny stav G]<I>> Nicméné, jak jsme vidéli v predchézejici kapitole, lze tyto transformace
chépat jako symplektické transformace soufadnic a impulzu zastupované matici S. Uvazujme
specidlni typ téchto transformaci, kdy se méni pouze souradnice na souradnice (prostiednictvim
regquldrni matice G € R"*™) a komplementérné pak impulzy na impulzy. V piipadé naseho stavu
(6.1) tak bude

k

l k
#)c = G18) = /iG] [ ax [ viten e [—2% S0t 53 [l @@ lga(x)),
=1 i=1 i=1

(6.2)
pricemz g; je ity radek matice G. V soufadnicové reprezentaci se stav |®) transformuje tak,
ze se linearné transformuji souradnicové proménné prostrednictvim matice G, tj bazovy prvek
|z1) ® -+ - ® |zx) prechazi na bazovy prvek [g1(x)) ® -+ ® |gn(x)).

Formulace problému

Nasim cilem nyni bude odprovézat kvantové stavy |[i1),...,|Y;) z provazaného stavu |®)g
prostfednictvim vhodné transformace aplikované na prvnich [ + k stavu tak, aby k tomu bylo
zapotiebi pokud mozno co nejméné stlacovacich prvku.

Ukazuje se, ze je vyhodné trochu zaménit formélni piistup. Nezavislé proménné z1,...,x,
nahradime souborem vektort (fi, ..., f,) tvoiicich standardni bazi! tak, ze

fl()_():fEZ izl,...,n,

kde x = (z1,...,x,). Dulezitd je skutecnost, ze tyto vektory jsou fadkové. Kazdy takovy vektor
zastupuje piislusny stav. Soubor (f1,...,f,) generuje vektorovy prostor V dimenze n. Napisme
jej jako direktni soucet tii podprostoru

V=XoYaZz,
pricemz prostor X je generovan vektory (fi,...,f;), které piislusi kvantovym tajemstvim, a
mé tak dimenzi [, prostor Y je generovan vektory (f41,...,fx), které prislusi prvni k—tici

'Standardn{ baze je tvofena takovymi vektory (fi,...,f,), ze f; = (0,...,0,1,0,...,0), pficemz jednicka je
na i—tém misté.
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pomocnych stavu a prostor Z je generovan vektory (f41x41,...,£,), které pfislusi druhé k—tici
pomocnych stavi, oba maji dimenzi k.

Linearni transformace soufadnic reprezentovand matici G tak prevadi soubor (fi,...f,)
na novy soubor (g1, ...,8y,), pfitemz
n
g = E 9iif;, prot=1,...,n.
=1

Maticovy zapis této transformace je

g1 gin g £y
gn gn1 - Ynn fn
Ale jelikoz vektory (fy,...,f,) tvori standardni bazi, je matice jimi tvorend jednotkovd a radky

matice G tak tvori soubor transformovanych vektoru.

Odprovazani kvantovych tajemstvi

Abychom odprovézali kvantové stavy |i1),...,[1), stacilo by pouze transformovat soubor
(g1,...,8n) pomoci matice G™1, coz by slo, ponévadz jsme predpoklddali, Ze G je reguldrni.
Nicméneé takové transformace by se vztahovala na cely soubor (g1, ..., gn,). My vSak chceme od-
provazat kvantova tajemstvi prostrednictvim transformace prvnich (I+k) vektoru (g1, ..., &k),
a to pomoci regularni matice T € R™*™. Ta pusobi neidenticky na podprostor X® Y a identicky
na podprostor Z.

o> [ /A\ | v

ly> L —>— / \ > |y

Al

Al

lp}/a>(—>— >

lpR> * >

> 0>

o3> [ {
|

|(P|1/a> —» v
0>

Obrézek 6.1: Schéma provazani | + 2k stavu a nésledného odprovézani [ tajemstvi (Al =
aktivni interferometr).
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V dalsim ukazeme, ze pokud se nam podari nalézt takovou matici T, Ze celkova transformace
reprezantovand matici D = TG, D € R™"™, D = (dij)?jzl, takovou, ze

dij = ij proi=1,....Lj=1,....1+k
dij =diykj  proi=1l+1..I+kj=1...,+Fk,

pricemz zbyvajici prvky jsou libovolné, tak je mozno odprovazat kvantova tajemstvi. V mati-
covém tvaru je pak

1 -« ol o -~ o0 i Lk
0o .- 1 0o --- 0 e Lk
a1 0 ary |bino oo bk | Gy o Gk
D— ) )
a1 0 kg | b1 oo bpk | Gkl Clykk
aiq o arg |[big oo bik | Clakt11 cc Clbktlk
ag,1 o kg | b1 o bk | cn1 - Cnk
nebo pomoci submatic
E|0|C;
D= A|B|Cy ,
A | B|Cs

kde E je jednotkova, 0 nulovd matice a

aii cccoayy bip - big
A = E t. . E B g N

a1t Gk b o bik
€11 " ClLk Cl+1,1 " Cl+1k

Cl — C2 — . .
ail ot Ck Cl+k1 “*°  Cltkk

Cl4k+11 Clyk+1k
C3 — . . .
Cn,1 o Cnk

Ozna¢me d; = &; + b; + & jako i—ty fadek matice D a a;, bi, ¢ ortogonalni projekci vektoru
d; po fadé na podprostory X, Y, Z. Mame tedy

[ k k
1
\@)D:/dnxgwi(m)exp —%;yg—g;zf lz1 +E1(%) @ @ |2 + & (x)®

® [&41(x) + b1 (%) + E11(%)) ®@ -+ @ |a44(x) + brn(x) + Ean(x))®
® [&41(x) + b1 (%) + €1 (X)) @ -+ @ [A145(%) + by (x) + En(x))
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Pro piehlednost jesté provedme pieznaceni

a; = a4y proi=1,...,k
b; = by proi=1,...,k
c;, =C; proi=1,...,n.

Potom

k

@) /d"XH% expl——Zyz az;z? 21+ €1(x) @ - @ [y + (%)@

® [a1(x) + b1(x) + ¢111(%)) @ - -+ @ [ag(x) + bg(X) + €144 (X))@
® |a1(x) + b1(x) + Crr1(X) @ -+ @ |ag(x) + br(x) + cn(x)).

Ale jelikoz
l
X):Zaijxj proi=1,...,k

k
X):sz‘jyj proi=1,...,k

k
ci(x):Zcijzj proi=1,...,n,
j=1
tak
l 1 k a k k k
|®>D:/anH¢i($i)exp [—% yf—§Zzlz $1+chjzj>®...® xl—l—ZClij>®
i=1 i=1 i=1 j=1 j=1

® ZGUSC] + Zbljyj + Z C+1 ]ZJ> Zakﬂj + Z brjy; + ZClJrk ]ZJ>

® Zaljxj + Zbljyj + ch+k+1jzj> Zaij] + Zbkjyj + chjzj>

Nyni provedeme substituci ve dvou krocich:
1. krok: Prvni m4 tvar z; — x; — Z?:l cijzj, = 1,...,1. Po této transformaci je

l k
|®)p Z/d"xH¢i( T chzj ) exp [__Zyl —_Z 2
=1

j=1 =1

[21) @ ® |z

® Zalﬂj + Z bijy; + chﬂ ]ZJ> Zaiwx] + Z brjy; + ZCHk jZJ>

® Z apxj+ Z bijy; + Z Clik+1j ZJ> Z k%5 + Z bjys + Z Cnij ZJ>
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vy -~ / l . / l
pricemz cj,; ; = Citij — Y me1 GimCmj Pro i =1,... .k a iy = Clktig — Y 1 GimCm;j

proi=1,...,k Ponévadz a — oo, tak plati relace
l k 0 E I k
[Tt 3 sn |5 34| ~ [T o o |-§ 32
= j= 7 =1

k

i1 Z] je nezanedbatelné. Celkem mame

pro vSechny hodnoty Z?:l CijZj, Pro Néz exp {_% >

21) @ - ® 2@

n /dnxm Jesp [——zyz NS

=1

® Zalﬂj + Z bijy; + chﬂ ]ZJ> Zaiwx] + Z brjy; + ZCHk jZJ>

® Z apxj+ Z bijy; + Z Cl+k+1JzJ> Z k%5 + Z bjys + Z szﬁ>

2. krok: Dalsi substituci se budeme snazit odstranit proménné x1, ..., x; z bazovych ket vektoru
v poradi [+ 1,...,n. Jako vhodnd se ukazuje substituce y, — y, — Zﬁm:l Zé’:l V"™, kde

koeficienty b*™ jsou takové, ze 2?21 bijbjp = 0;p- Ukazme dosazenim, ze tomu tak je:

D aizi+ Y bip [ yp - Z Z " U T Za”wj + Z bijy; — Z Z Zblpbp Uy =

j=1 p:1 m=1 : b= 1m= 1] 1

l
= Z aijTj + Z bijy; — Z Z OimAmjTj = Z aijTj + Z bijy; — Z QigTj =
j=1 j=1

m=1 j=1
k
=D by
j=1

Celkem je

2

k l k
a 2
2D WMamgts | =33 Al @@l
1=

m=1 j=1

||M»

l
]<I>>Dz/d"wai(xi)exp —2i
i=1
® ZGUSC] + Zbuy] + Z Clt+1 ]ZJ> Zakﬂj + Z brjy; + ch+k ]ZJ>

k
® ZCHJSC] + Zbuy] + Z cl+k:+1]’z]> Z ag;xj + Z brjyj + Z C;zjzj>

j=1
Podobné jako v predchozi substituci plati relace
L 2

koo
H¢‘ ;) exp _ia Z Z Zbimamjxj H% ) exp [—— Zyz]

i=1 m=1 j=1
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pro vSechny hodnoty z1, ..., x;, pro néz je Hi‘:l ¥;(z;) nezanedbatelnd. Dospéli jsme tak k vyjadient

) /d“xl—[m ;) exp [__Zyz “Z 2

=1

® Zbly?/y + chﬂ ]ZJ> Zbkjyj + ch—f—k jZ]>

|21) @ -+ @ |2)®

k
® Zbly?/] + Z Cl+k+1]ZJ> Zbkjyj chzjzj> :

J=1

To vSak znamena, ze
|®)p = [¢1) @+ @ |¢) ®16),

kde |0) je provazany stav

k k
|0) = /dkydkz exp [—2—2 gy? — % ;z?]
Zbljyj + chﬂ ]Z]> Zbk]y] + chﬂc ]Z]>
Z bijy; + ch+k+1]zj> Z brjy; + ch]zj> .

Budeme se proto snazit nalézt takovou matici T, aby
1) D=TG,

2) pii rozkladu T = UTpV, U a V unitdrni matice, obsahovala diagonédlni matice Tp co
nejméné diagondlnich prvka riznych od jednicky.

Matice U a 'V zastupuji soubor pasivnich optickych prvku a kazdy diagonélni prvek matice T p
predstavuje jeden jednomddovy stlacovaci opticky element. Tedy celkovy pocet nejednotkovych
diagondlnich prvku matice Tp je roven celkovému poctu stlacovaci potiebnych k odprovazani
kvantovych tajemstvi.

Rédky matice D tvoif soubor vektorii (dy, ..., d,), z néjz lze vyextrahovat kvantovs tajem-
stvi. Ozna¢me dil ortogondlni projekci vektoru d; na podprostor X @ Y pro¢ =1,...,n, tzn.
ze dil = a; + b;. Je ziejmé, 7e soubor (di,...,d;i) je takovy, ze

a) dil = fZ-L, kde fil je ortogonalni projekce f; na XY proi=1,...,1
b) podprostory generované soubory (dll_H, . dl+k) a (dlﬁ_lﬁ_l, ...,d:) jsou totozné.
Reseni

Predpoklddejme, ze jsme takovou matici T = (tij)i j=1,..,n jiz nasli. Oznacme jesté gil orto-
gonalni projekci g; na X @ Y. Matice T linearné transformuje soubor (g, . .. ,glﬁ_k) a zbyvajici
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vektory identicky, tj.

I+k
:Ztl'jgjL proi=1,...,l+k (63)
g =d; proi=I1l+k+1,....,n (6.4)
Jak se ukaze, podminka a) umozni ziskat vektory (ti,...,t;) a podminka b) zase vektory

(41, .., t11k), kde t; je i—ty rddek matice T.
Z podminky a) a pozadavku (6.3) je jasné, ze

l+k
Ztijgjl:ff‘ proi=1,...,1,

neboli
1 0
1NT T,
1 1 1 (81) (g5)" |0 - 1
( (gl )T (gl-i-k‘ r ‘ (fl ) (fl )T ) = ! Ik 0 --- 0
0 --- 0
Tim mame [ soustav rovnic, které umoznuji ziskat vektory (ti,...,t;). Za zminku stoji, ze tyto
vektory jsou jiz dany tvarem matice G a jsou tak pevné dané.
Podminku b) lze splnit tak, Ze nalezneme podprostor V, ktery je ortogonalni ke (g4 x+1,---,8n)
a k tomuto podprostoru pak bude muset byt ortogondlni i soubor (d;41,...,d;+x). Dimenze V
je ziejmé [ a oznacme jeho generatory (vi,...,v;). Ty lze ziskat vyfeSenim soustavy
8i+k+1 | 0
gn |0
Pak zrejmé
I+k I+k
0=Vpdi =Vp. Ztmgj > tiVmgf
j=1
(pro véechna i = [+ 1,....l+kam=1 ...,l) a pii oznaceni j-té slozky vektoru w,, jako
Wiyj = ‘IIIZZEH , kde [|[wp,]| = Zi“{ w2, je norma vektoru w,,, mizeme psit
I+k
0= tijihm;. (6.5)
j=1
Tzn. ze soubory vektoru (t;yq1,...,t1%) a (W1,...,W;) jsou vzajemné ortogondlni. Nicméné
nalezeni vektoru (t;41,...,t;4%) z rovnice (6.5) neni pro dosazeni naseho cile podstatné.
Vektory (tq,...,t;) jsou dany pevné a budeme déle prepdokladat, ze jsou navzdjem orto-
gonalni. Tento pfedpoklad je pro odprovazani kvantovych tajemstvi zdsadni. Co se tyce vektoru
(W1,...,W;), ty jsou urceny vektory (vi,...,V;), v jejichz volbé existuje uréity stupen volnosti
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- tvofi totiz bazi prostoru V a tato baze neni jedina. Diky tomu v dal$im nalezneme vektory
(vi,...,vy) tak, aby vektory (w1,...,w;) jimi ur¢ené byly vzajemné ortogonalni, tj.

W; W = 6ij \V/Z,] = 1,...,1. (66)

Uvazujme tedy matici M = (my;); j=1,...; takovou, Ze

l
v, = E mij\?j i=1,...,l,
7=1

¢ili M transformuje bazi (vi,...,V;) na novou bézi (vi,...,v;). S jeji pomoci nyni najdeme
soubor (w1,...,w;), ktery musi spliiovat (6.6), coz pochopitelné omezuje mozny vybér prvku
matice M, kterych je I2, o celkovy pocet rovnic danych vztahem (6.6), kterych je @ Tedy
pocet stupiii volnosti v prveich matice M je 1% — @ Jak se ukaze, je jesté nutné pozadovat,
aby podprostory urcené soubory (t;,w;) a (t;,w;) Vi,j = 1,...,l, i # j byly ortogondlni.
To znamena, ze t;.t; = 0, t;,w; = 0, w;.t; = 0 a w;.w; = 0. Prvni rovnost je splnéna
z pfedpokladu, ¢tvrtd z predchoziho vypoctu. Zbyva tak splnit rovnice t;. w; =0Vi,j =1,...,1,
i # j, kterych je celkem (I — 1) a jsou tak dalsim omezenim v mozném vybéru prvku matice

M. Celkovy pocet volnych prvkii matice M je tak p(l) = 12 — L0 g — 1) = {80 0dtud

L p()

11 1

21 1

31 0

Tabulka 6.1

a pro ! > 3 je p(l) < 0. Podprostory (t1,wi),..., (t;, w;) jsou navzdjem ortogondlni. V kazdém
takovém podprostoru (t;, w;) nalezneme vektor w;; tak, aby w;.w;.; = Oprokazdéi =1,...,1.
To umoznuje vyjadfit t; = a;w; + G;w;y;. Vektory t14,...,te dostaneme jako t;1; = y;w;yy
proi =1,...,1, kde v; = ||w;1||. Zbyvajici vektory woi1,..., Worrg lze ziskat z wy, ..., wy,

jsou jejich ortogondlnim doplitkem a jsou jednotkové. Zaroven muzeme polozit wo1; = tori;
proi=1,...,k. V maticovém zépisu je

t1 1 ﬂl 0 0 0 0 0 0 w1

t1+l 0 Y1 0 0 0 0 0 0 W14l
to 0 0 ag po 0 0 0 0 W2

t2+l 0 0 0 Y2 0 0 0 0 Wotl

T=1 ¢ [l o 0o 0 0 - a8 0 0 w | =W

tgl 0 0 0 0 s 0 Y2 - 0 Wo;

t21+1 0 0 0 0 s 0 0 1 --- 0 Wol+1

tork o o o o -- 0 0 0 --- 1 Witk

Nutny pozadavek je proto, aby I < k, tj. pocet kvantovych tajemstvi musi byt mensi nebo roven
poloviné celkového poctu pomocnych stavia. Matice W' je ortogondlni a matici X lze rozlozit
na X = UXpY, kde U, Y jsou ortogonélni a Xp = diag (uy,uz4y,...,u,ug, 1, ..., 1). Celkem
je T =UXpV, piicemz V = YW je ortogonalni. Jak jiz bylo fe¢eno, matice U, V zastupuji
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soubor tvoreny pasivnimi optickymi prvky a pocet nejednotkovych prvkia matice X p odpovida
poctu jednomédovych stlacovacéu, kterych je tim padem 21.

Poznamky:

e 7 tabulky 6.1 vyplyva, ze vybér bazovych vektoru vi,...,v; prostoru V je libovolny
v piipadé 1, 2 a 3 kvantovych tajemstvi. V piipadé [ > 3 je tyto vektory tfeba vhodné
vybrat tak, aby pfi pripadném hleddani matice M byl pocet volnych parametru p(l)
nezaporny. Toho 1ze dosdhnout vhodnym vybérem v+, ..., Vv;, aby bylo splnéno dostatec¢né
mnozstvi ortogondlnich relaci w;.w; = 0, t,.wys = 0 nékteré 4,j,r,s = 1,...,1, 7 # j,
r # s. Napt. p(4) = —2, a tak tyto relace budou muset byt alespon 2.

e Pro odprovazani kvantovych tajemstvi je nutné, aby t1,...,t; byly vzdjemné ortogonalni.
Tyto vektory jsou urcéeny tvarem matice G. Avsak vybér vektoru, které budeme transfor-
movat matici T, je libovolny, musi jich byt nejméné [ + k. Muzeme se proto snazit vybrat
vektory (g:,,---,8i,) C (81,--.,8n) ve vhodném usporddani tak, aby vektory t;,,...,t;
byly vzajemné ortogondlni. Pokud se to podaii, je mozno principidlné odprovéazat kvan-
tova tajemstvi.
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Dodatky

Baker-Campbell-Hausdorffovy formule

ABe A = B[A B4 S[A 4B+ + (A .. [A[AB]. ..

2! n!

AeB  —  GATB+5[A Bl [AA B+ 15 [[A,B], Al ...
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Kapitola 7
Zaver

Byl nalezen extrakéni algoritmus pro odprovazéani [ kvantovych tajemstvi pro prahové schéma
((I + k,1+ 2k)). Pti splnéni jistych podminek (viz. Pozndmky v kapitole 6) je minimalni pocet
stlacovaci prvka potfebnych k jejich extrakci 2. Proto musi byt k& > [.
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