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Anotace

Dvojitá speciálńı teorie relativity se zabývá možnost́ı modifikovat speciálńı teorii relativity tak,
aby byla při Lorentzových transformaćıch invariantńı nejen rychlost světla, ale také Planckova
délka, popř́ıpadě Planckova energie.

Asi nejjednodušš́ım př́ıstupem k tomuto problému je uvažovat pouze algebru generátor̊u sy-
metrie, to jest algebru tvořenou pouze hybnostmi, generátory rotace a boosty. Pro malé ener-
gie/hybnosti by tato algebra měla být totožná s algebrou generátor̊u symetrie popisuj́ıćı speciálńı
teorii relativity a Planckova hybnost/energie by měla být invariantńı při transformaćıch hyb-
nostńıho prostoru. Jedna z možnost́ı jak lze tuto algebru doplnit na algebru popisuj́ıćı celý
časoprostor, která obsahuje také operátory polohy, využ́ıvá struktury Hopfovy algebry. V tomto
př́ıstupu nahrad́ıme algebru generátor̊u symetrie Hopfovou algebrou, která má bohatš́ı strukturu,
a umožňuje nám vytvořit algebru popisuj́ıćı celý časoprostor.

Tato práce se zabývá t́ım, jak lze využit Hopfovu algebru při konstrukci speciálńı teorie
relativity a dvojité speciálńı teorie relativity. V práci je uvažován pouze model s jednou časovou
a jednou prostorovou dimenźı.

Annotation

Doubly special relativity deals with the possibility of modifications of special relativity in a way
that not only the speed of light but also the Planck length/energy is invariant with respect to
Lorentz transformations.

Probably the easiest way how to deal with the problem is to take just the algebra of sym-
metries, i.e. the algebra consisting of momenta, generators of rotation and boosts. The algebra
of symmetries should be identical to the algebra of symmetries of the special theory of relativity
when momentum/energy is small and the Planck energy/momentum should be invariant with re-
spect to transformations of momentum space. One of the possibilities how to extend the algebra
of symmetries to an algebra describing the whole space-time which also contains the operators
of position is based on the use of Hopf algebra. In this approach we substitute the algebra of
symmetries with the Hopf algebra which has a richer structure. This allows us to construct the
algebra describing the whole space-time.

The work explores the use of Hopf algebra in the construction of special relativity and doubly
special relativity. Only a model with one space and one time dimension is taken into consideration
in this work.



Prohlašuji, že jsem diplomovou práci vypracoval samostatně jen s použit́ım uvedené literatury.
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Úvod

Dvojitá speciálńı teorie relativity se zabývá možnost́ı modifikovat speciálńı teorii relativity tak,
aby byla při Lorentzových transformaćıch invariantńı nejen rychlost světla, ale také Planckova
délka, popř́ıpadě Planckova energie, tedy tak, aby pozorovatelé v r̊uzných inerciálńıch soustavách
určili stejné hodnoty těchto veličin. Př́ıvlastek ”dvojitá“ znač́ı to, že teorie má dva parametry,
které z̊ustávaj́ı nezměněny při transformaćıch mezi r̊uznými inerciálńımi soustavami. Požadavek
invariantńı délky je ve sporu s Fitzgerald-Lorentzovou kontrakćı délek, platnou ve speciálńı teorii
relativity. Lze očekávat, že Lorentzovy transformace budou ve dvojité speciálńı teorii relativity
pozměněny.

Motivace pro zavedeńı požadavku invariantńı Planckovy délky vycháźı z očekáváńı toho, že
tato veličina bude hrát významnou roli ve struktuře časoprostoru, pokud ho budeme zkoumat
na velmi malých rozměrech (srovnatelných s Planckovou délkou). Např́ıklad smyčková kvantová
gravitace předpov́ıdá diskrétńı spektrum vlastńıch hodnot operátoru plochy a objemu, přičemž
velikost těchto vlastńıch hodnot je vyjádřena právě pomoćı Planckovy délky.

Na existenci Planckovy délky, to jest na existenci konstanty s rozměrem délky, lze nahĺıžet
jako na d̊usledek existence rychlosti světla c, gravitačńı konstanty G a Planckovy délky ~, protože

Planckova délka Lp =
√

~G
c3

je kombinaćı těchto konstant a muśı tedy být také konstantou. Planc-
kově délce můžeme rovněž přisoudit význam délky, která vymezuje hranici, za ńıž se uplatňuj́ı
kvantové i gravitačńı efekty.

Význam Planckovy délky lze ozřejmit, pod́ıváme-li se na charakteristické velikosti délky
a hmotnosti, pro které se uplatňuj́ı jak efekty obecné teorie relativity, tak efekty kvantové me-
chaniky. V obecné teorii relativity můžeme uvažovat např́ıklad Schwarzschildovo řešeńı popisuj́ıćı
gravitačńı pole sféricky symetrického zdroje

ds2 =
(

1− 2GM

c2r

)
c2dt2 −

(
1− 2GM

c2r

)−1

dr2 − r2(sin2 θdφ2 + dθ2).

Význačnou veličinou s rozměrem délky je zde gravitačńı poloměr zdroje r0 = 2GM
c2

. Za podmı́nku
vymezuj́ıćı hranici, od které se zač́ınaj́ı uplatňovat gravitačńı efekty můžeme vźıt

r

M
∼ G

c2
.

V kvantové mechanice můžeme uvažovat relace neurčitosti

~
2
≤ ∆E∆t = ∆(mc2)∆

(x

c

)
= c∆m∆x.

Za podmı́nku určuj́ıćı hranici, od které se zač́ınaj́ı uplatňovat kvantové efekty můžeme vźıt

∆m∆x ∼ ~
c
.

Budeme-li hledat charakteristickou velikost délky a hmotnosti, které vymezuj́ı hranici, od ńıž se
uplatňuj́ı gravitačńı i kvantové efekty, to jest tehdy, když ∆m = M a ∆x = r, tak zjist́ıme, že
touto hranićı je právě Planckova hmotnost a Planckova délka

∆m = M ∼ mp =

√
~c

G

.= 2, 2 · 10−8kg,

∆x = r ∼ Lp =

√
~G

c3

.= 1, 6 · 10−35m.
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Asi nejjednodušš́ım př́ıstupem k problému dvojité speciálńı teorie relativity je uvažovat pouze
algebru generátor̊u symetrie, to jest algebru tvořenou pouze hybnostmi, generátory rotace a bo-
osty. Ćılem takového př́ıstupu je vytvořit tuto algebru tak, aby byla v limitě pro malé ener-
gie/hybnosti totožná s algebrou generátor̊u symetrie popisuj́ıćı speciálńı teorii relativity a aby
Planckova hybnost/energie byla invariantńı při transformaćıch hybnostńıho prostoru. Prvńı práce
[1], [2] pojednávaj́ıćı o dvojité speciálńı teorii relativity se zabývaly právě t́ımto př́ıstupem.

Př́ıkladem takové teorie je teorie označovaná jako DSR1 [3]. Generátory rotace a boosty jsou
zde zavedeny na komutuj́ıćım prostoru hybnost́ı pomoćı vztah̊u

Mi = −iεijkPj
∂

∂Pk
,

Ni = iPi
∂

∂P0
+ i

(
λ

2
~P 2 +

1− e−2λP0

2λ

)
∂

∂Pi
− iλPiPj

∂

∂Pj
,

kde předpokládáme jednotky, ve kterých plat́ı ~ = c = 1, a kde λ je parametr této teorie, který
má rozměr délky. Za hodnotu tohoto parametru můžeme zvolit právě Planckovu délku. Tyto
výrazy vedou ke komutátor̊um

[Mi,Mj ] = iεijkMk, [Ni, Nj ] = −iεijkMk, [Mi, Nj ] = iεijkNk,

[Pµ, Pν ] = 0,

[Mi, P0] = 0, [Mi, Pj ] = iεijkPk,

[Ni, P0] = iPi, [Ni, Pj ] = iδij

(
λ

2
~P 2 +

1− e−2λP0

2λ

)
− iλPiPj ,

Casimirem této algebry je

C =
2
λ2

coshλP0 − ~P 2eλP0 .

Lze ukázat, že hybnost je v této teorii shora omezena hodnotou 1
λ v tom smyslu, že je-li hybnost

v nějaké inerciálńı soustavě menš́ı než 1
λ , pak je menš́ı než 1

λ také ve všech ostatńıch inerciálńıch
soustavách. Lze očekávat, že existence maximálńı hybnosti bude mı́t za d̊usledek existenci mi-
nimálńı vlnové délky s velikost́ı řádově rovnou λ. Energie neńı v této teorii, narozd́ıl od hybnosti,
shora omezena.

Dvojitá speciálńı teorie relativity zavedená v hybnostńım sektoru nám neř́ıká nic o tom,
jak tuto teorii zavést na konfiguračńım prostoru, to jest o tom, jak doplnit algebru generátor̊u
symetrie o operátory reprezentuj́ıćı polohu.

Jedna z možnost́ı [4], [5], [6], [7], [8], jak je možné rozš́ı̌rit algebru generátor̊u symetrie (popi-
suj́ıćıch hybnostńı sektor) o operátory reprezentuj́ıćı polohy, využ́ıvá struktury Hopfovy algebry.
Tento př́ıstup využ́ıvá toho, že namı́sto abychom začali s algebrou generátor̊u symetrie, zač́ınáme
s Hopfovou algebrou, která má bohatš́ı strukturu a obsahuje v́ıce informaćı než algebra. Tato bo-
hatš́ı struktura nám umožňuje vytvořit takzvanou duálńı Hopfovu algebru, kterou můžeme už́ıt
k definici algebry operátor̊u poloh a nav́ıc nám umožňuje vytvořit z algebry generátor̊u symetrie
a vzniklé algebry operátor̊u poloh jedinou algebru, která obsahuje obě tyto algebry jako podalge-
bry. Lze ukázat, že takto vytvořená algebra splňuje přinejmenš́ım některé z požadavk̊u kladených
na algebru operátor̊u popisuj́ıćıch dvojitou speciálńı teorii relativity, jako je např́ıklad existence
maximálńı hybnosti a to, že limitou pro velké vzdálenosti, to jest limitou Lp → 0, źıskáme al-
gebru operátor̊u popisuj́ıćı speciálńı teorii relativity. Taková algebra je vhodným kandidátem na
algebru operátor̊u popisuj́ıćı dvojitou speciálńı teorii relativity.

Tato práce se zabývá možnost́ı využit́ı struktury Hopfovy algebry při konstrukci algebry
operátor̊u speciálńı teorie relativity a možnost́ı zobecněńı tohoto postupu na př́ıpad konstrukce
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algebry operátor̊u dvojité speciálńı teorie relativity. Aby nebyly výpočty př́ılǐs komplikované,
uvažuje se pouze model s jednou časovou a jednou prostorovou dimenźı. V celé práci budeme
nav́ıc předpokládat jednotky, ve kterých je rychlost světla a Planckova konstanta rovna jedné.

Práce je rozdělena do tř́ı kapitol. Prvńı kapitola je věnována stručnému popisu matematického
aparátu Hopfových algeber potřebného v daľśım textu.

Druhá kapitola se zabývá využit́ım Hopfovy algebry při konstrukci algebry operátor̊u popi-
suj́ıćı speciálńı teorii relativity. V této kapitole sestroj́ıme z Hopfovy algebry zavedené na algebře
generátor̊u symetrie speciálńı teorie relativity algebru operátor̊u zahrnuj́ıćı jak tyto generátory
symetrie, tak operátory polohy. Tuto algebru nav́ıc doplńıme o operaci ∗, která bude operátoru
přǐrazovat operátor k němu adjungovaný, a dále sestroj́ıme souřadnicovou reprezentaci této al-
gebry (zavedenou na polynomech v souřadnićıch). Hopfova algebra U(p(1, 1)), která je Hopfovou
algebrou zavedenou na algebře generátor̊u symetrie, je v této kapitole vytvořena kontrakćı Hop-
fovy algebry U(so(2, 1)) zavedené na univerzálńı obaluj́ıćı algebře Lieovy algebry so(2, 1).

Ve třet́ı kapitole užijeme analogického postupu jako v druhé kapitole, a z Hopfovy alge-
bry Uq(p(1, 1)), která je Hopfovou algebrou zavedenou na algebře generátor̊u symetrie dvojité
speciálńı teorie relativity, vytvoř́ıme algebru operátor̊u popisuj́ıćı dvojitou speciálńı teorii rela-
tivity. Stejným zp̊usobem, jako ve druhé kapitole zavedeme také operaci ∗ a naznač́ıme, jakým
zp̊usobem lze definovat reprezentaci této algebry, která bude analogíı souřadnicové reprezentace
zavedené ve druhé kapitole. Hopfova algebra Uq(p(1, 1)) je vytvořena kontrakćı Hopfovy alge-
bry Uq(so(2, 1)), která je q-deformovanou Hopfovou algebrou źıskanou z Lieovy algebry so(2, 1)
postupem, který zavedl Drinfeld a Jimbo.

Struktura druhé a třet́ı kapitoly byla volena tak, aby si byly postupy a výpočty užité při
konstrukci speciálńı teorie relativity v kapitole II a postupy a výpočty užité při konstrukci dvojité
speciálńı teorie relativity v kapitole III co nejpodobněǰśı.
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I Hopfova algebra

V této kapitole se pokuśıme stručně vyložit definici Hopfovy algebry, některé jej́ı vlastnosti a také
se zmı́ńıme o některých souvisej́ıćıch matematických strukturách, které jsou užity v textu diplo-
mové práce. Budeme pracovat výhradně s vektorovými prostory zavedenými nad tělesem kom-
plexńıch č́ısel, ačkoliv většinu z definic lze zobecnit i pro jiná tělesa. Při výkladu bude kladen
d̊uraz na některé postupy, které budeme později už́ıvat.

I.1 Algebra

(Asociativńı) algebra (s jednotkou) je vektorový prostor H, v našem př́ıpadě nad tělesem kom-
plexńıch č́ısel, na kterém je zavedeno násobeńı dvou prvk̊u, a ve kterém existuje jednotkový
prvek. Jednotkový prvek 1 budeme reprezentovat s pomoćı lineárńıho zobrazeńı η, nazývaného
jednotka, z komplexńıch č́ısel do algebry H, pro které plat́ı η(α) = α1, kde α ∈ C. Algebra H je
tedy vektorovým prostorem nad C, spolu se dvěma lineárńımi zobrazeńımi

· : H ⊗H → H, η : C → H. (I.1)

Je vhodné zd̊uraznit, že tenzorový součin v definici násobeńı spolu s linearitou tohoto zobrazeńı
ř́ıká, že toto zobrazeńı je bilineárńı. Tato zobrazeńı muśı splňovat axiomy

·(id⊗ ·) = ·(· ⊗ id),
·(η ⊗ id) = id = ·(id⊗ η), (I.2)

kde jsme symbolem id označili identickou operaci. V druhém z axiomů jsme s užit́ım násobeńı
vektoru skalárem ztotožnili vektorový prostor C⊗H vystupuj́ıćı nalevo s prostorem H uprostřed
a s prostorem H ⊗ C vystupuj́ıćım napravo. Význam prvńıho z axiomů je zřejmý, aplikujeme-li
ho na prvky h, k, l z algebry H, č́ımž dostaneme

·(id⊗ ·)(h⊗ k ⊗ l) = ·(h⊗ k · l) = h · (k · l) = (h · k) · l = ·(h · k ⊗ l) = ·(· ⊗ id)(h⊗ k ⊗ l).

Tento axiom tedy vyjadřuje asociativitu násobeńı. Pro zestručněńı zápisu budeme někdy tečku
označuj́ıćı násobeńı vynechávat, stejně tak, jako budeme vynechávat závorky určuj́ıćı pořad́ı ve
kterém máme prvky násobit, které jsou vzhledem k asociativitě násobeńı nadbytečné. Můžeme
tedy psát

h · (k · l) = h(kl) = hkl = (hk)l = (h · k) · l.

Význam druhého z axiomů bude zřejmý, aplikujeme-li ho na prvek 1 ⊗ h = h = h ⊗ 1, h ∈ H,
č́ımž dostaneme

1h = h = h1.

Tento axiom tedy vyjadřuje vlastnosti jednotkového prvku.
Axiomy algebry (I.2) lze přehledně znázornit pomoćı komutativńıch diagramů

H ⊗H ⊗H

H ⊗H H ⊗H

H

..................................................................................................
...
............

· ⊗ id
..................................................................................................... .........

...

id⊗ ·

..................................................................................................... .........
...·

..................................................................................................
...
............
·

H

H ⊗HC⊗H H ⊗ C

.........................................................................................................................................................................
...
............

............................................................................................................................................................................ .........
...........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

.................

............

·

...................................................................... ............

η ⊗ id
..................................................................................

id⊗ η
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kde diagram nalevo vyjadřuje asociativitu násobeńı a diagram napravo vyjadřuje vlastnosti jed-
notky.

Strukturu algebry můžeme zavést také na tenzorovém součinu této algebry, to jest na prostoru
H ⊗H. Na tomto prostoru zavedeme násobeńı tak, že definujeme

(h1 ⊗ h2)(k1 ⊗ k2) = h1k1 ⊗ h2k2, (I.3)

kde h1⊗h2, k1⊗k2 ∈ H⊗H, přičemž výrazy h1k1 a h2k2 maj́ı význam násobeńı prvk̊u v algebře H.
Pro h1⊗h2, k1⊗k2, l1⊗l2 ∈ H⊗H dostáváme [(h1⊗h2)(k1⊗k2)](l1⊗l2) = (h1k1⊗h2k2)(l1⊗l2) =
(h1k1l1 ⊗ h2k2l2) = (h1 ⊗ h2)(k1l1 ⊗ k2l2) = (h1 ⊗ h2)[(k1 ⊗ k2)(l1 ⊗ l2)], asociativita tohoto
násobeńı je tedy d̊usledkem asociativity násobeńı v algebře H. Jednotkovým prvkem této algebry
je 1⊗1 ∈ H⊗H, požadované vlastnosti tohoto jednotkového prvku (1⊗1)(h1⊗h2) = (h1⊗h2) =
(h1 ⊗ h2)(1⊗ 1), h1 ⊗ h2 ∈ H ⊗H, plynou z vlastnost́ı jednotkového prvku algebry H.

Analogicky k tomu, jak jsme zavedli strukturu algebry na tenzorovém součinu H⊗H, můžeme
zavést strukturu algebry také na tenzorovém součinu Hn = H⊗H⊗· · ·⊗H, to jest na n kopíıch
algebry H. Násobeńı v této algebře zavedeme předpisem

(h1 ⊗ h2 ⊗ · · · ⊗ hn)(k1 ⊗ k2 ⊗ · · · ⊗ kn) = h1k1 ⊗ h2k2 ⊗ · · · ⊗ hnkn,

kde h1⊗· · ·⊗hn, k1⊗· · ·⊗kn ∈ Hn. Jednotkovým prvkem bude pochopitelně prvek 1⊗1⊗· · ·⊗1,
tvořený n kopiemi jednotkového prvku algebry H.

Na několika mı́stech budeme definovat algebry s jednotkou tak, že zadáme nějakou množinu
generuj́ıćıch prvk̊u. Aby byla zřejmá struktura a zp̊usob zadáńı této algebry, vylož́ıme stručně
obecný postup, který lze už́ıt ke konstrukci takové algebry. Budeme uvažovat algebru s jednotkou
zadanou pomoćı n generuj́ıćıch prvk̊u e1, . . . , en (generovanou n prvky e1, . . . , en). V prvńım
kroku konstrukce této algebry vytvoř́ıme n-dimenzionálńı vektorový prostor V nad komplexńımi
č́ısly, jehož bázové vektory označ́ıme jako e1, . . . en, to znamená, že každému z generuj́ıćıch prvk̊u
přǐrad́ıme jeden bázový vektor prostoru V . V daľśım kroku vytvoř́ıme vektorový prostor T , který
definujeme předpisem

T = C⊕ V ⊕ (V ⊗ V )⊕ (V ⊗ V ⊗ V )⊕ · · · .

Ze zp̊usobu definice tohoto vektorového prostoru je zřejmé, že se jedná o nekonečnědimenzionálńı
vektorový prostor. Jako bázi v tomto vektorovém prostoru můžeme zvolit vektory 1 ∈ C; ei ∈ V ,
i = 1, . . . , n; ei ⊗ ej ∈ V ⊗ V , i, j = 1, . . . , n; ei ⊗ ej ⊗ ek ∈ V ⊗ V ⊗ V , i, j, k = 1, . . . , n; atd. Na
vektorovém prostoru T můžeme zavést strukturu algebry tak, že za násobeńı v algebře budeme
považovat tenzorový součin. Takto definované násobeńı, to jest zobrazeńı

· : T ⊗ T 3 (a, b) → ab = a⊗ b ∈ T

je lineárńım zobrazeńım, a je zřejmé, že je i asociativńı, protože tenzorový součin je asociativńı
operaćı. Jednotkovým prvkem této algebry je prvek 1 ≡ 1 ∈ C, který splňuje 1⊗ a = a = a⊗ 1
pro všechna a ∈ T . Takto zavedenou algebru nazýváme tenzorovou algebrou. Tenzorový součin
⊗ můžeme v zápisu nahrazovat symbolem · znač́ıćım násobeńı v algebře, nebo ho můžeme zcela
vynechávat. Báźı této algebry, to jest algebry s jednotkou generovanou prvky e1, . . . en, jsou
vektory 1; ei, i = 1, . . . , n; eiej , i, j = 1, . . . , n; eiejek, i, j, k = 1, . . . , n; atd. Násobeńı těchto
bázových prvk̊u lze chápat jako jejich spojováńı, např́ıklad vynásobeńım prvku e1e2e3 prvkem
e4e5 dostaneme e1e2e3 · e4e5 = e1e2e3e4e5.
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Daľśı trik, který budeme už́ıvat při konstrukci algeber, bude vytvářeńı takzvaných faktor alge-
ber. Uvažujme, že máme algebru H. Oboustranný ideál I v této algebře je vektorový podprostor
této algebry, který splňuje podmı́nky HI ⊂ I a IH ⊂ I, to jest

h · i ∈ I, i · h ∈ I pro všechna h ∈ H, i ∈ I. (I.4)

Máme-li zadán oboustranný ideál I v algebře H, můžeme vytvořit novou algebru H ′, zavedenou
na faktor prostoru H/I, to jest na množině tř́ıd ekvivalence, které jsou určeny relaćı ekvivalence
definovanou vztahem

h ∼ k ⇔ h− k ∈ I,

kde h, k ∈ H. Označ́ıme-li tř́ıdu ekvivalence př́ıslušnou prvku h ∈ H jako [h], pak násobeńı prvk̊u
[h], [k] z algebry H ′ = H/I definujeme vztahem

[h] · [k] = [h · k]. (I.5)

Podmı́nka, že I muśı být oboustranným ideálem je zavedena pro to, aby byla zajǐstěna nezávislost
této definice na výběru prvku z tř́ıdy ekvivalence. Abychom prokázali tuto nezávislost, uvažujme
prvky h, k z algebry H. Libovolné prvky h′ ∈ [h], k′ ∈ [k] se mohou od prvk̊u h, k lǐsit pouze
o prvky ih, ik z oboustranného ideálu I, můžeme tedy psát h′ = h + ih, k′ = k + ik, a pro součin
těchto prvk̊u dostaneme

h′k′ = (h + ih)(k + ik) = hk + ihk + hik + ihik = hk + i,

kde jsme označili i = ihk + hik + ihik. Z definice oboustranného ideálu (I.4) plyne i ∈ I, h′k′

tedy patř́ı do stejné tř́ıdy ekvivalence jako hk. Asociativita násobeńı zavedeného ve faktor algebře
vztahem (I.5) je d̊usledkem asociativity násobeńı v algebře H, protože plat́ı ([h][k])[l] = [hkl] =
[h]([k][l]). Jednotkovým prvkem je samozřejmě prvek [1].

Výše uvedeného postupu budeme už́ıvat předevš́ım v následuj́ıćıch situaćıch. Představme si,
že máme algebru H, v ńıž vybereme m prvk̊u f1, . . . fm, o kterých prohláśıme, že jsou rovny nule.
Předpokládáme tedy, že máme algebru, v ńıž plat́ı

fi = 0, i = 1, . . . ,m. (I.6)

Např́ıklad můžeme uvažovat algebru (s jednotkou) generovanou třemi prvky a, b, c, ve které
polož́ıme

ab− ba− c = 0. (I.7)

Exaktńı matematický postup, kterým vytvoř́ıme z algebry H novou algebru H ′, v ńıž plat́ı
podmı́nky (I.6) je následuj́ıćı. Vytvoř́ıme oboustranný ideál generovaný prvky fi, i = 1, . . . , n,
který je definován jako množina

I = HBH = {h · βifi · h′;h, h′ ∈ H, βi ∈ C, i = 1, . . . ,m}, (I.8)

kde B je vektorový prostor źıskaný jako lineárńı obal vektor̊u fi, i = 1, . . . ,m. Takto zavedená
množina je opravdu oboustranným ideálem, protože plat́ı HI = HHBH ⊂ HBH = I a podobně
můžeme ukázat i to, že IH ⊂ I. Požadovaná algebra H ′, ve které plat́ı podmı́nky (I.6) je pak
faktor algebrou algebry H a vytvořeného oboustranného ideálu I. Prvky fi, i = 1, . . . ,m jsou
v této algebře rovny nule, protože jsou prvky oboustranného ideálu I, a patř́ı tud́ıž do tř́ıdy
ekvivalence přǐrazené nulovému vektoru v algebře H ′, tj. [fi] = [0]. Nule jsou samozřejmě rovny
také všechny prvky tvaru hfih

′, h, h′ ∈ H, protože jsou taktéž prvky ideálu I, a je to vidět také
z toho, že [hfih

′] = [h][fi][h′] = [h][0][h′] = [0].
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Uvedené postupy, to jest vytvářeńı algeber generovaných určitou množinou prvk̊u, ze kterých
můžeme vytvořit daľśı faktor algebry tak, že některé z prvk̊u polož́ıme rovny nule, pro nás budou
mocným nástrojem při daľśıch výpočtech. O tom, jak lze tyto postupy už́ıt v př́ıpadě daľśıch
algebraických struktur, popř́ıpadě o tom, jak je třeba omezit tvar podmı́nek (I.6), se ještě na
patřičných mı́stech zmı́ńıme.

I.2 Koalgebra

Koalgebra H je vektorový prostor nad tělesem komplexńıch č́ısel spolu se zobrazeńım ∆, nazý-
vaným konásobeńı, a se zobrazeńım ε, nazývaným kojednotka. Tyto zobrazeńı jsou lineárńımi
zobrazeńımi

∆ : H → H ⊗H, ε : H → C, (I.9)

které splňuj́ı axiomy

(∆⊗ id)∆ = (id⊗∆)∆,

(ε⊗ id)∆ = id = (id⊗ ε)∆, (I.10)

přičemž v druhém z axiomů je třeba ztotožnit C⊗H = H = H ⊗C stejným zp̊usobem, jak jsme
učinili v druhém z axiomů (I.2) algebry.

Protože je zobrazeńı ∆ lineárńı, lze prvek ∆h ∈ H ⊗ H, h ∈ H vyjádřit jako součet prvk̊u
tvaru h(1)⊗h(2), kde h(1), h(2) ∈ H, čehož využijeme k tomu, abychom konásobeńı aplikované na
prvek h koalgebry H zapsali jako

∆h =
∑

h(1) ⊗ h(2) = h(1) ⊗ h(2),

přičemž znaménko sumace budeme obvykle, z d̊uvodu zestručněńı zápisu, vynechávat, tak jak
jsme učinili ve výrazu úplně napravo. S užit́ım této konvence přeṕı̌seme prvńı z axiomů (I.10) do
tvaru

h(1)(1) ⊗ h(1)(2) ⊗ h(2) = (∆⊗ id)(h(1) ⊗ h(2)) = (∆⊗ id)∆h

= (id⊗∆)∆h = (id⊗∆)(h(1) ⊗ h(2)) = h(1) ⊗ h(2)(1) ⊗ h(2)(2),

kde h ∈ H. Tento axiom vyjadřuje to, že v př́ıpadě opakované aplikace konásobeńı na prvek
h nezálež́ı na tom, na kterou z pozic v tenzorovém součinu toto konásobeńı aplikujeme. Tuto
vlastnost nazýváme koasociativitou konásobeńı a umožňuje nám zavést značeńı

∆2h = (∆⊗id)∆h = (id⊗∆)∆h = h(1)(1)⊗h(1)(2)⊗h(2) = h(1)⊗h(2)(1)⊗h(2)(2) = h(1)⊗h(2)⊗h(3),

kde h ∈ H. Tento zp̊usob značeńı rozš́ı̌ŕıme i na př́ıpad (n − 1)-násobné aplikace konásobeńı,
které budeme rozepisovat jako

∆(n−1)h = h(1) ⊗ h(2) ⊗ · · · ⊗ h(n),

kde h ∈ H. Druhý z axiomů (I.10) koalgebry, zapsaný pomoćı této konvence, je

ε(h(1))h(2) = ε(h(1))⊗ h(2) = (ε⊗ id)(h(1) ⊗ h(2)) = (ε⊗ id)∆h = h

= (id⊗ ε)∆h = (id⊗ ε)(h(1) ⊗ h(2)) = h(1) ⊗ ε(h(2)) = h(1)ε(h(2)),

kde h ∈ H.
Stejně, jako v př́ıpadě axiomů algebry, lze axiomy (I.10) koalgebry znázornit pomoćı komu-

tativńıch diagramů
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H ⊗H ⊗H

H ⊗H H ⊗H

H

...........
...........
...........
...........
...........
...........
.....................
............∆⊗ id

...........
...........

...........
...........

...........
...........

................................. id⊗∆

...........
...........

...........
...........

...........
...........

.................................

∆ ...........
...........
...........
...........
...........
...........
.....................
............

∆

H

H ⊗HC⊗H H ⊗ C
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
..............
............

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...........
..........................

..............................................................................................................
...
.........
...

∆

..................................................................................

ε⊗ id
...................................................................... ............

id⊗ ε

přičemž diagram nalevo vyjadřuje koasociativitu konásobeńı a diagram napravo vyjadřuje vlast-
nosti kojednotky. Mezi výrazy (I.1) a diagramy definuj́ıćımi algebru a výrazy (I.9) a diagramy
definuj́ıćımi koalgebru je zřejmý určitý druh symetrie. Pro tyto výrazy a diagramy plat́ı to, že
záměnou · ↔ ∆, η ↔ ε a otočeńım směru všech šipek, a to jak ve výrazech (I.1), (I.9) tak
v komutativńıch diagramech, źıskáme z výraz̊u definuj́ıćıch algebru výrazy definuj́ıćı koalgebru
a z výraz̊u definuj́ıćıch koalgebru źıskáme výrazy definuj́ıćı algebru. Z tohoto pohledu lze na
algebru a koalgebru nahĺıžet jako na struktury, které jsou v jistém smyslu duálńı.

I.3 Bialgebra

Bialgebra H je vektorovým prostorem nad tělesem komplexńıch č́ısel, který je zároveň algebrou
a koalgebrou. Struktura algebry a koalgebry muśı nav́ıc splňovat určité podmı́nky kompatibility.
Podmı́nkou kompatibility algebry s koalgebrou je to, že zobrazeńı konásobeńı ∆ a kojednotka ε
jsou homomorfismy algebry. To znamená, že tato zobrazeńı muśı splňovat

∆(hk) = (∆h)(∆k),
ε(hk) = ε(h)ε(k), (I.11)

pro všechna h, k ∈ H. Násobeńı v algebře H ⊗H, užité na pravé straně u prvńı z podmı́nek, je
násobeńım definovaným vztahem (I.3), násobeńı na pravé straně druhé z podmı́nek je násobeńım
komplexńıch č́ısel. Aby byly konásobeńı a kojednotka homomorfismy algebry, muśı být samo-
zřejmě splněny také podmı́nky

∆(1) = 1⊗ 1,

ε(1) = 1, (I.12)

určuj́ıćı chováńı těchto zobrazeńı na jednotkovém prvku algebry.
To, že konásobeńı a kojednotka jsou homomorfismy algebry, můžeme využ́ıt při zaváděńı

struktury bialgebry na již známe struktuře algebry. V tomto př́ıpadě totiž nemuśıme konásobeńı
a kojednotku definovat pro všechny prvky algebry, ale stač́ı, když tyto zobrazeńı urč́ıme na vhodné
podmnožině této algebry, a na zbývaj́ıćı prvky je pak rozš́ı̌ŕıme jako homomorfismy algebry.
Důležitým př́ıkladem, ve kterém užijeme tohoto postupu, je právě tenzorová algebra popsaná
v odstavci I.1. Uvažujme př́ıpad algebry H, generované n prvky e1, . . . , en. Strukturu bialgebry
na této algebře můžeme zadat tak, že urč́ıme konásobeńı a kojednotku na prvćıch e1, . . . , en, to
znamená, že zadáme výrazy

∆ei, ε(ei), i = 1, . . . , n. (I.13)

Tyto výrazy spolu s výrazy (I.12), určuj́ıćımi konásobeńı a kojednotku pro jednotkový prvek,
poskytuj́ı dostatečné množstv́ı informaćı pro to, abychom mohli konásobeńı a kojednotku vyč́ıslit
na libovolném prvku algebry H. Nav́ıc z platnosti axiomů (I.10) pro prvky e1, . . . , en plyne
platnost těchto axiomů i pro všechny zbývaj́ıćı prvky algebry H. Abychom ukázali, že tomu tak
opravdu je, ukážeme, že konásobeńı a kojednotku můžeme vyč́ıslit na všech bázových vektorech,
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a že axiomy (I.10) jsou pro tyto bázové vektory splněny, což je vzhledem k linearitě konásobeńı
a kojednotky dostatečnou podmı́nkou pro to, abychom je mohli vyč́ıslit na všech prvćıch algebry,
popř́ıpadě pro to, aby byly axiomy koalgebry platné pro celou algebru. Pro jednotkový prvek je
konásobeńı a kojednotka určena vztahy (I.12) a axiomy (I.10) jsou také splněny. Pro vektory ei,
i = 1, . . . , n je konásobeńı a kojednotka zadána vztahy (I.13), platnost axiomů (I.10) pro tyto
prvky je výchoźım předpokladem. Zbývaj́ıćı bázové vektory algebry H maj́ı tvar ei1ei2 · · · eik ,
i1, i2, . . . , ik = 1, . . . , n, k = 2, 3, . . .. Konásobeńı a kojednotku pro tyto vektory vypočteme jako

∆(ei1ei2 · · · eik) = (∆ei1)(∆ei2) · · · (∆eik) = ei1(1)ei2(1) · · · eik(1) ⊗ ei1(2)ei2(2) · · · eik(2)

ε(ei1ei2 · · · eik) = ε(ei1)ε(ei2) · · · ε(eik). (I.14)

Pro prvńı z axiomů (I.10) dostáváme

(∆⊗ id)∆(ei1ei2 · · · eik) = [(∆⊗ id)∆ei1 ][(∆⊗ id)∆ei2 ] · · · [(∆⊗ id)∆eik ]
= [(id⊗∆)∆ei1 ][(id⊗∆)∆ei2 ] · · · [(id⊗∆)∆eik ] = (id⊗∆)∆(ei1ei2 · · · eik),

a podobně bychom mohli ukázat i platnost druhého z axiomů. Axiomy koalgebry jsou tedy splněny
pro všechny bázové vektory, a tud́ıž i pro celou algebru H.

Nyńı se pod́ıváme, jak to bude vypadat, pokud se pokuśıme vytvořit z bialgebry faktor alge-
bru. Jak v́ıme z odstavce I.1, faktor algebra H ′ je algebra H ′ = H/I, kde H je nějaká algebra
a I je oboustranný ideál v této algebře. Uvažujme algebru zavedenou na tenzorovém součinu
této faktor algebry, to jest algebru H ′ ⊗ H ′, s násobeńım (I.3). Tuto algebru můžeme vytvořit
také jako faktor algebru algebry H ⊗H a nějakého oboustranného ideálu I ′, to jest jako algebru
(H⊗H)/I ′. Prvek h⊗i, h ∈ H, i ∈ I z algebry H⊗H patř́ı v algebře H ′⊗H ′ do tř́ıdy ekvivalence
[h] ⊗ [i] = [h] ⊗ [0] = [0 ⊗ 0]. Prvky tvaru h ⊗ i ∈ H ⊗ I tedy muśı ležet v ideálu I ′, plat́ı tedy
H ⊗ I ⊂ I ′. Stejným zp̊usobem bychom mohli ukázat i to, že I ⊗H ⊂ I ′. Nyńı uvažujme tř́ıdy
ekvivalence [h] a [k] z algebry H ′ a vyberme z každé tř́ıdy ekvivalence dva prvky h, h′ ∈ [h]
a k, k′ ∈ [k]. Prvky h, h′ a k, k′ se od sebe mohou lǐsit pouze o nějaký prvek oboustranného
ideálu I, můžeme tedy psát h′ = h + ih, k′ = k + ik, ih, ik ∈ I. Pomoćı těchto výraz̊u rozeṕı̌seme
prvek h′ ⊗ k′ jako

h′ ⊗ k′ = (h + ih)⊗ (k + ik) = h⊗ k + h⊗ ik + ih ⊗ k + ih ⊗ ik = h⊗ k + i′,

kde jsme označili i′ = h⊗ik+ih⊗k+ih⊗ik ∈ H⊗I+I⊗H. Nejmenš́ım vektorovým podprostorem
I ′, který indukuje ekvivalenci h′ ⊗ k′ ∼ h ⊗ k, a který obsahuje jak H ⊗ I tak I ⊗ H, je právě
I ′ = H ⊗ I + I⊗H. Podmı́nka (H ⊗H)I ′ = (H ⊗H)(H ⊗ I + I⊗H) = HH ⊗HI +HI⊗HH ⊂
H⊗I+I⊗H = I ′ a stejně tak podmı́nka I ′(H⊗H) ⊂ I ′ je splněna, vektorový podprostor I ′ tedy
splňuje i to, že je oboustranným ideálem v algebře H ⊗H. I ′ je tedy hledaným oboustranným
ideálem, a můžeme tud́ıž psát H ′ ⊗ H ′ = H/I ⊗ H/I = (H ⊗ H)/(H ⊗ I + I ⊗ H). Aby byla
kojednotka dobře definována na faktor algebře, nesmı́ jej́ı hodnota záviset na výběru prvku z tř́ıdy
ekvivalence př́ıslušné nějakému prvku [h] ∈ H ′. Proto pro prvky h ∈ H a h + i ∈ H, i ∈ I ze
stejné tř́ıdy ekvivalence muśı platit ε(h + i) = ε(h) + ε(i) = ε(h), což vede k podmı́nce

ε(i) = 0 pro všechna i ∈ I. (I.15)

Podobně můžeme vyšetřit, jaká podmı́nka muśı být splněna pro to, aby bylo konásobeńı, které
na faktor algebře H ′ zavedeme vztahem

∆[h] = [∆h] = [h(1) ⊗ h(2)] = [h(1)]⊗ [h(2)],
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kde h ∈ H, dobře definováno. Pro prvky h, h + i ∈ [h], i ∈ I muśı být splněno ∆(h + i) =
∆h + ∆i ∼ ∆h. Je tedy zřejmé, že ∆i muśı být prvkem oboustranného ideálu I ′, muśı tedy být
splněna podmı́nka

∆i ∈ H ⊗ I + I ⊗H pro všechna i ∈ I. (I.16)

V př́ıpadě faktor algebry źıskané zavedeńım podmı́nek (I.6), to jest v př́ıpadě, kdy je obou-
stranný ideál zadán jako (I.8), je možno podmı́nky (I.15), (I.16) přepsat do podoby podmı́nek
omezuj́ıćıch tvar zadávaj́ıćıch podmı́nek (I.6). Mı́sto podmı́nek (I.15), (I.16) můžeme uvažovat
podmı́nky

ε(fi) = 0 pro všechna i = 1, . . . ,m,

fi = 0 pro všechna i = 1, . . . ,m ⇒ ∆fi = 0 pro všechna i = 1, . . . ,m. (I.17)

Prvńı z podmı́nek je nutná pro to, aby platilo (I.15), druhá podmı́nka, která je ekvivalentem
(I.16), ř́ıká, že pokud jsou prvky fi v algebře H ′ rovny nule, plat́ı-li tedy fi ∈ [0], pak muśı být
nule rovny také všechny prvky ∆fi v algebře H ′⊗H ′, muśı tedy platit ∆fi ∈ [0⊗0] = H⊗I+I⊗H.

Např́ıklad v algebře (I.7) můžeme zavést konásobeńı a kojednotku

ε(a) = ε(b) = ε(c) = 0, ∆a = a⊗ 1 + 1⊗ a, ∆b = b⊗ 1 + 1⊗ b, ∆c = c⊗ 1 + 1⊗ c. (I.18)

Pro prvky a, b, c jsou axiomy (I.10) splněny, např́ıklad vyč́ısĺıme-li je na prvku a, tak dostaneme

(∆⊗ id)∆a = (∆⊗ id)(a⊗ 1 + 1⊗ a) = a⊗ 1⊗ 1 + 1⊗ a⊗ 1 + 1⊗ 1⊗ a

= (id⊗∆)(a⊗ 1 + 1⊗ a) = (id⊗∆)∆a,

(ε⊗ id)∆a = (ε⊗ id)(a⊗ 1 + 1⊗ a) = ε(a)1 + ε(1)a = a

= aε(1) + 1ε(a) = (id⊗ ε)(a⊗ 1 + 1⊗ a) = (id⊗ ε)∆a.

Z toho, co bylo v tomto odstavci zmı́něno o zaváděńı konásobeńı a kojednotky na algebry ge-
nerované nějakými prvky, plyne, že výrazy (I.18) definuj́ı strukturu bialgebry na celé algebře
generované prvky a, b, c. Abychom mohli zavést (I.7), muśıme ověřit, že jsou podmı́nky (I.17)
splněny, muśıme tedy ověřit nulovost výraz̊u

ε(ab− ba− c) = ε(a)ε(b)− ε(b)ε(a)− ε(c) = 0,

∆(ab− ba− c) = (∆a)(∆b)− (∆b)(∆a)−∆c

= (a⊗ 1 + 1⊗ a)(b⊗ 1 + 1⊗ b)− (b⊗ 1 + 1⊗ b)(a⊗ 1 + 1⊗ a)− (c⊗ 1 + 1⊗ c)
= ab⊗ 1 + a⊗ b + b⊗ a + 1⊗ ab− ba⊗ 1− b⊗ a− a⊗ b− 1⊗ ba− c⊗ 1− 1⊗ c

= (ab− ba− c︸ ︷︷ ︸
=0

)⊗ 1 + 1⊗ (ab− ba− c︸ ︷︷ ︸
=0

) = 0.

Podmı́nky (I.17) jsou v tomto př́ıpadě splněny, vztahy (I.7) a (I.18) tud́ıž definuj́ı bialgebru.

I.4 Hopfova algebra

Hopfova algebra H je bialgebra, na které je zavedeno zobrazeńı nazývané antipode. Toto zobra-
zeńı, které budeme značit S, je lineárńım zobrazeńım

S : H → H, (I.19)

které splňuje axiom
·(S ⊗ id)∆ = η ◦ ε = ·(id⊗ S)∆, (I.20)
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Výraz η ◦ ε(h), h ∈ H, vystupuj́ıćı v této definici, bychom mohli zapsat také ve tvaru 1ε(h).
S užit́ım konvence, kterou jsme přijali pro značeńı konásobeńı, tento axiom zaṕı̌seme jako

S(h(1))h(2) = 1ε(h) = h(1)S(h(2)),

kde h ∈ H. Lze ukázat, že z axiomů Hopfovy algebry (I.2), (I.10) a (I.20) plyne to, že pokud
k bialgebře existuje antipode, můžeme-li z ńı tedy vytvořit Hopfovu algebru, pak je tento antipode
určen jednoznačně. Nav́ıc lze ukázat, že antipode splňuje

S(hk) = S(k)S(h), τ∆S = (S ⊗ S)∆, S(1) = 1, ε(S(h)) = ε(h), (I.21)

kde h, k ∈ H, a kde τ znač́ı lineárńı zobrazeńı přehazuj́ıćı členy v tenzorovém součinu, to jest
τ(h⊗k) = k⊗h. Prvńı z výraz̊u ř́ıká, že antipode je antihomomorfismem algebry, druhý z výraz̊u
zaṕı̌seme, s užit́ım přijaté konvence, jako S(h)(2) ⊗ S(h)(1) = S(h(1))⊗ S(h(2)), h ∈ H, a ř́ıká, že
aplikace antipodu následovaná aplikaćı konásobeńı je ekvivalentńı aplikaci konásobeńı následované
aplikaci antipodu na každou z pozic tenzorového součinu v algebře H ⊗H, s t́ım, že tyto složky
přehod́ıme. Posledńı dva z výraz̊u vyjadřuj́ı chováńı antipodu pro jednotkový prvek a pro kojed-
notku.

Podobně jako jsme v př́ıpadě, kdy jsme zaváděli strukturu bialgebry na již existuj́ıćı struktuře
algebry, využili toho, že konásobeńı a kojednotka jsou homomorfismy algebry, můžeme při zavá-
děńı struktury Hopfovy algebry na již existuj́ıćı struktuře bialgebry využ́ıt toho, že antipode
je antihomomorfismem algebry. Většinou tedy bude stačit, pokud zadáme antipode na vhodné
podmnožině algebry, a na zbývaj́ıćı prvky ho pak zavedeme jako antihomomorfismus algebry.
Důležitým př́ıkladem, kdy využijeme tohoto postupu, bude bialgebra H generovaná n prvky
e1, . . . , en, s konásobeńım a kojednotkou zadanou vztahy (I.13), (I.14). Stejně tak, jak bylo
postačuj́ıćı zadat konásobeńı a kojednotku pouze na prvćıch e1, . . . , en, bude stačit zadat výrazy
pro antipode pouze pro tyto prvky, bude tedy stačit, zadáme-li výrazy

S(ei), i = 1, . . . , n. (I.22)

Taktéž lze ukázat, že jsou-li splněny axiomy (I.20) pro prvky e1, . . . , en, pak jsou tyto axiomy
splněny v celé bialgebře H. Aby tomu tak opravdu bylo, muśıme, stejně tak jako v př́ıpadě
konásobeńı a kojednotky, ukázat, že antipode můžeme vyč́ıslit na všech bázových vektorech, a že
axiomy (I.20) jsou pro tyto bázové vektory splněny. Pro prvek 1 je antipode určen třet́ım z výraz̊u
(I.21), a axiom (I.20) je taktéž splněn. Pro prvky ei, i = 1, . . . , n je antipode zadán výrazy (I.22),
a platnost axiomů (I.20) je výchoźım předpokladem. Pro zbývaj́ıćı bázové vektory, které jsou
tvaru ei1ei2 · · · eik , i1, i2, . . . , ik = 1, . . . , n, k = 2, 3, . . ., vyč́ısĺıme antipode pomoćı vztahu

S(ei1ei2 · · · eik) = S(eik) · · ·S(ei2)S(ei1). (I.23)

Pro prvńı polovinu axiomu (I.20), aplikovanou na tyto vektory, dostaneme

·(S ⊗ id)∆(ei1ei2 · · · eik) = S(eik(1)) · · ·S(ei2(1))S(ei1(1))ei1(2)ei2(2) · · · eik(2)

= 1ε(ei1)ε(ei2) · · · ε(eik) = 1ε(ei1ei2 · · · eik),

a podobně bychom mohli dokázat i platnost druhé poloviny axiomu. Antipod je tedy zadán na
celé bialgebře H a axiom (I.20) je platný pro celou bialgebru.

Užijeme-li Hopfovu algebru H k tomu, abychom z ńı vytvořili bialgebru H ′, vzniklou jako
faktor algebra bialgebry H a oboustranného ideálu I pomoćı postupu uvedeného v odstavćıch
I.1 a I.3, a budeme-li nav́ıc požadovat to, aby byla vzniklá bialgebra také Hopfovou algebrou,
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muśıme dát pozor na to, aby byl antipode na takto vzniklé bialgebře dobře definován. Pro prvky
[h] z bialgebry H ′ = H/I zavedeme antipode vztahem

S([h]) = [S(h)],

kde h ∈ H. Tato definice muśı být nezávislá na výběru prvku v dané tř́ıdě ekvivalence, pro dva
prvky h, h + i ∈ H, i ∈ I ze stejné tř́ıdy ekvivalence tedy muśıme dostat stejný výsledek, což
znamená, že muśı platit S(h + i) = S(h) + S(i) ∼ S(h), z čehož plyne požadavek

S(i) ∈ I pro všechna i ∈ I. (I.24)

V př́ıpadě faktor algebry źıskané zavedeńım podmı́nek (I.6), to jest tehdy, kdy je oboustranný
ideál určen vztahem (I.8), budeme mı́sto podmı́nky (I.24) uvažovat podmı́nku

fi = 0 pro všechna i = 1, . . . ,m ⇒ S(fi) = 0 pro všechna i = 1, . . . ,m, (I.25)

omezuj́ıćı tvar zadávaj́ıćıch podmı́nek (I.6). Splněńı (I.24) je pak d̊usledkem této podmı́nky
a zp̊usobu konstrukce oboustranného ideálu (I.8).

Např́ıklad v bialgebře (I.7), (I.18) můžeme zavést antipode

S(a) = −a, S(b) = −b, S(c) = −c. (I.26)

Takto zavedený antipode splňuje axiom (I.20) pro prvky a, b, c, např́ıklad pro prvek a dostáváme

·(S ⊗ id)∆a = ·(S ⊗ id)(a⊗ 1 + 1⊗ a) = S(a)1 + S(1)a = −a + a = 0 = ε(a)
= a− a = aS(1) + 1S(a) = ·(id⊗ S)(a⊗ 1 + 1⊗ a) = ·(id⊗ S)∆a,

a vzhledem k tomu, co jsme uvedli v této kapitole, je tento axiom splněn pro celou tenzorovou
algebru generovanou prvky a, b, c. Abychom mohli zavést podmı́nku (I.7), muśıme ověřit platnost
(I.25), to jest nulovost výrazu

S(ab− ba− c) = S(b)S(a)−S(a)S(b)−S(c) = (−b)(−a)− (−a)(−b)− (−c) = −(ab− ba− c) = 0.

Tento výraz je nulový, výrazy (I.7), (I.18) a (I.26) tedy definuj́ı Hopfovu algebru.

I.5 ∗-Hopfova algebra

Daľśı struktura, o kterou můžeme rozš́ı̌rit Hopfovu algebru, je ∗-struktura. Hopfovu algebru, na
které je zavedena tato struktura, budeme značit jako ∗-Hopfovu algebru. ∗-struktura, na Hopfově
algebře H, je zobrazeńı

∗ : H → H, (I.27)

které budeme nazývat operace ∗. Mı́sto toho, abychom toto zobrazeńı aplikované na prvek h ∈ H
psali tak, že ho naṕı̌seme před tento prvek, to jest mı́sto toho abychom psali ∗h, budeme někdy
toto zobrazeńı psát do exponentu, budeme tedy psát ∗h = h∗. Toto zobrazeńı je antilineárńı
antihomomorfismus algebry, což znamená, že pro h, k ∈ H, α, β ∈ C plat́ı

(αh + βk)∗ = αh∗ + βk∗,

(hk)∗ = k∗h∗, (I.28)
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kde pruh nad α a β znač́ı komplexńı sdružeńı. Dále muśı operace ∗ splňovat axiomy

∗2 = ∗∗ = id,

(S ◦ ∗)2 = S ∗ S∗ = id,

ε(h∗) = ε(h),
∆h∗ = (∆h)∗⊗∗, (I.29)

kde h ∈ H. Prvńı axiom ř́ıká, že dvojnásobným užit́ım operace ∗ na nějaký prvek źıskáme
opět p̊uvodńı prvek. Jeden z d̊usledk̊u druhého axiomu je např́ıklad to, že lineárńı zobrazeńı
antipode S je invertibilńı s inverźı S−1 = ∗S∗. Posledńı dva axiomy určuj́ı chováńı operace ∗ na
struktuře koalgebry, přičemž pruh nad ε(h) znač́ı komplexńı sdružeńı a (∆h)∗⊗∗ je jiný zápis pro
(∗⊗ ∗)∆h = h∗(1)⊗ h∗(2), to jest pro to, že operaci ∗ aplikujeme na každou ze složek v tenzorovém
součinu. Lze ukázat, že pro jednotkový prvek muśı platit 1∗ = 1.

Je-li H pouze algebrou a operace ∗, zavedená na této algebře, splňuje (I.28) a prvńı z axiomů
(I.29), pak budeme tuto algebru nazývat ∗-algebrou. Lze ukázat, že pokud je H ∗-algebrou, pak
operace ∗ ⊗ ∗, užitá v posledńım z axiomů (I.29), zavád́ı strukturu ∗-algebry také na algebře
H ⊗H, pro ńıž jsme násobeńı definovali vztahem (I.3).

Operace ∗ je antihomomorfismem algebry, čehož můžeme využ́ıt při jej́ım zaváděńı na již
existuj́ıćı struktuře Hopfovy algebry. Myšlenka, kterou užijeme, bude stejná jako v př́ıpadě, kdy
jsme zaváděli strukturu bialgebry na již existuj́ıćı struktuře algebry, nebo v př́ıpadě, kdy jsme
zaváděli strukturu Hopfovy algebry na již existuj́ıćı struktuře bialgebry. Většinou tedy bude
stačit, zadáme-li operaci ∗ na vhodné podmnožině Hopfovy algebry, a na zbývaj́ıćı prvky ji pak
rozš́ı̌ŕıme s užit́ım toho, že je antihomomorfismem algebry, stejně tak jako antipode, a toho, že je
antilineárńım zobrazeńım. Tento postup můžeme využ́ıt v př́ıpadě Hopfovy algebry H generované
n prvky e1, . . . , en, s konásobeńım, kojednotkou a antipodem zadaným vztahy (I.13), (I.14),
(I.22), (I.23). V tomto př́ıpadě bude stačit, zadáme-li operaci ∗ pouze na prvćıch e1, . . . , en,
zadáme-li tedy výrazy

e∗i , i = 1, . . . , n, (I.30)

takové, že axiomy (I.29) jsou pro ně splněny. Hodnotu operace ∗, stejně tak jako splněńı axiomů
(I.29), pro zbývaj́ıćı prvky Hopfovy algebry jsou pak d̊usledkem (I.30) a vlastnost́ı operace ∗.
Abychom ukázali, že tomu tak opravdu je, vyč́ısĺıme operaci ∗ pro všechny bázové vektory Hop-
fovy algebry, a ukážeme, že axiomy (I.29) jsou pro tyto vektory splněny, což vzhledem k antilinea-
ritě operace ∗ určuje jej́ı hodnotu a zajǐst’uje platnost axiomů na všech prvćıch Hopfovy algebry.
Pro jednotkový prvek plat́ı 1∗ = 1 a axiomy můžeme ověřit dosazeńım, pro ei, i = 1, . . . , n je ope-
race ∗ zadána vztahy (I.30) a splněńı axiomů je výchoźım předpokladem. Pro zbývaj́ıćı bázové
prvky, které jsou tvaru ei1ei2 · · · eik , i1, i2, . . . , ik = 1, . . . , n, k = 2, 3, . . ., vyč́ısĺıme operaci ∗
pomoćı vztahu

(ei1ei2 · · · eik)∗ = e∗ik · · · e
∗
i2e

∗
i1 . (I.31)

To, že je takto definovaná operace ∗ opravdu antihomomorfismem, je zřejmé z této definice,
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axiomy (I.29) vyč́ıslené na bázových vektorech jsou

(ei1ei2 · · · eik)∗∗ = (e∗ik · · · e
∗
i2e

∗
i1)
∗ = e∗∗i1 e∗∗i2 · · · e

∗∗
ik

= ei1ei2 · · · eik ,

S ∗ S ∗ (ei1ei2 · · · eik) = S ∗ S(e∗ik · · · e
∗
i2e

∗
i1) = S ∗ [S(e∗i1)S(e∗i2) · · ·S(e∗ik)]

= S[S(e∗ik)∗ · · ·S(e∗i2)
∗S(e∗i1)

∗] = (S ∗ S ∗ ei1)(S ∗ S ∗ ei2) · · · (S ∗ S ∗ eik)

= ei1ei2 · · · eik ,

ε[(ei1ei2 · · · eik)∗] = ε(e∗ik · · · e
∗
i2e

∗
i1) = ε(eik) · · · ε(ei2) ε(ei1) = ε(ei1ei2 · · · eik),

∆[(ei1ei2 · · · eik)∗] = ∆(e∗ik · · · e
∗
i2e

∗
i1) = (∆e∗ik) · · ·∆(e∗i2)∆(e∗i1)

= (∆eik)∗⊗∗ · · · (∆ei2)
∗⊗∗(∆ei1)

∗⊗∗ = [(∆ei1)(∆ei2) · · · (∆eik)]∗⊗∗.

Operaci ∗ tedy můžeme vyč́ıslit na celé Hopfově algebře a axiomy (I.29) jsou rovněž splněny,
vztahy (I.30) a (I.31) tedy definuj́ı strukturu ∗-Hopfovy algebry.

Nyńı se pod́ıváme, co muśı být splněno pro to, abychom mohli postup vytvářeńı faktor al-
geber, popsaný pro Hopfovy algebry v odstavćıch I.1, I.3 a I.4, rozš́ı̌rit i na př́ıpad ∗-Hopfovy
algebry. Uvažujme Hopfovu algebru H ′ = H/I vzniklou jako faktor algebra ∗-Hopfovy algebry
H a oboustranného ideálu I. Na této Hopfově algebře zavedeme operaci ∗ pomoćı vztahu

[h]∗ = [h∗],

kde h ∈ H, [h] ∈ H ′. Aby byla tato operace dobře definována, muśıme pro dva prvky h, h+i ∈ H,
i ∈ I ze stejné tř́ıdy ekvivalence dostat ekvivalentńı výsledky, muśı tedy být splněno (h + i)∗ =
h∗ + i∗ ∼ h∗, z čehož plyne podmı́nka

i∗ ∈ I pro všechna i ∈ I. (I.32)

V př́ıpadě faktor algebry źıskané zavedeńım podmı́nek (I.6), kdy je oboustranný ideál určen
vztahem (I.8), můžeme mı́sto podmı́nky (I.32) uvažovat podmı́nku

fi = 0 pro všechna i = 1, . . . ,m ⇒ f∗i = 0 pro všechna i = 1, . . . ,m, (I.33)

omezuj́ıćı tvar podmı́nek (I.6). Splněńı (I.32) je pak d̊usledkem této podmı́nky, která ř́ıká, že
pokud jsou všechna fi rovna nule, pak muśı být rovny nule také všechna f∗i .

Např́ıklad pro Hopfovu algebru (I.7), (I.18), (I.26) je možno operaci ∗ zavést vztahy

a∗ = −a, b∗ = −b, c∗ = −c. (I.34)

Axiomy (I.29) vyč́ıslené na prvku a jsou

∗ ∗ a = ∗(−a) = a,

S ∗ S ∗ a = S ∗ S(−a) = S ∗ a = S(−a) = a,

ε(a∗) = ε(−a) = 0 = ε(a),
∆a∗ = ∆(−a) = −a⊗ 1− 1⊗ a = a∗ ⊗ 1∗ + 1∗ ⊗ a∗ = (∆a)∗⊗∗,

a podobně bychom mohli ukázat platnost těchto axiomů i pro zbývaj́ıćı prvky b a c. Jak bylo
v tomto odstavci ukázáno, splněńı axiomů (I.29) pro prvky a, b, c je dostatečnou podmı́nkou
k tomu, aby byla operace ∗ definována ne celé Hopfově algebře generované prvky a, b, c. Abychom
mohli zavést (I.7), muśıme ověřit podmı́nku (I.33), to jest nulovost výrazu

(ab− ba− c)∗ = b∗a∗ − a∗b∗ − c∗ = (−b)(−a)− (−a)(−b)− (−c) = −(ab− ba− c) = 0.

Tento výraz je nulový, výrazy (I.7), (I.18), (I.26) a (I.34) tedy definuj́ı ∗-Hopfovu algebru.
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I.6 Dualita Hopfových algeber

Důležitým pojmem v teorii Hopfových algeber je takzvaná dualita Hopfových algeber. Uvažujme
dvě ∗-Hopfovy algebry HA a HB. Dále budeme předpokládat, že máme bilineárńı formu

〈·, ·〉 : HA ⊗HB → C, (I.35)

to jest bilineárńı zobrazeńı, které každé dvojici prvk̊u a ∈ HA a b ∈ HB přǐrad́ı komplexńı č́ıslo
〈a, b〉. Pomoćı této bilineárńı formy zavedeme i bilineárńı formu, která bude přǐrazovat komplexńı
č́ıslo každé dvojici prvk̊u z prostor̊u Hn

A = HA⊗HA⊗· · ·⊗HA a Hn
B = HB⊗HB⊗· · ·⊗HB, kde

n = 1, 2, . . .. Pro prvky z Hn
A a Hn

B ve tvaru (a1⊗ a2⊗ · · · ⊗ an) ∈ Hn
A a (b1⊗ b2⊗ · · · ⊗ bn) ∈ Hn

B

definujeme

〈a1 ⊗ a2 ⊗ · · · ⊗ an, b1 ⊗ b2 ⊗ · · · ⊗ bn〉 = 〈a1, b1〉〈a2, b2〉 · · · 〈an, bn〉. (I.36)

Protože libovolný prvek z Hn
A můžeme zapsat jako součet prvk̊u tvaru (a1⊗ a2⊗ · · · ⊗ an) ∈ Hn

A,
a taktéž libovolný prvek z Hn

B můžeme zapsat jako součet prvk̊u tvaru (b1⊗ b2⊗ · · · ⊗ bn) ∈ Hn
B,

můžeme, zobrazeńı (I.36) rozš́ı̌rit na celé prostory Hn
A a Hn

B tak, že užijme bilinearity zobrazeńı
〈·, ·〉 : Hn

A ⊗Hn
B → C.

O ∗-Hopfových algebrách HA a HB řekneme, že jsou vzájemně duálńı, pokud bude bilineárńı
forma (I.35) splňovat podmı́nky

〈a1a2, b〉 = 〈a1 ⊗ a2,∆b〉 = 〈a1, b(1)〉〈a2, b(2)〉,
〈∆a, b1 ⊗ b2〉 = 〈a(1), b1〉〈a(2), b2〉 = 〈a, b1b2〉,

ε(a) = 〈a,1〉,
〈1, b〉 = ε(b),

〈S(a), b〉 = 〈a, S(b)〉,
〈a∗, b〉 = 〈a, S(b)∗〉, (I.37)

pro všechna a, a1, a2 ∈ HA a b, b1, b2 ∈ HB, přičemž jsme užili zavedeného značeńı ∆a =
a(1) ⊗ a(2), ∆b = b(1) ⊗ b(2), pruh nad posledńı z podmı́nek má význam komplexńıho sdružeńı
a v prvńıch dvou podmı́nkách jsme bilineárńı formu rozš́ı̌rili na prostory HA ⊗HA a HB ⊗HB

pomoćı vztahu (I.36). Pokud budou HA a HB pouze bialgebrami a prvńı čtyři podmı́nky z (I.37)
budou splněny, pak budeme mluvit o dualitě bialgeber, podobně pokud budou HA a HB pouze
Hopfovými algebrami a prvńıch pět podmı́nek z (I.37) bude splněno, pak budeme mluvit o dualitě
Hopfových algeber.

Protože pro jednotkový prvek plat́ı ε(1) = 1, dostáváme z třet́ı a čtvrté podmı́nky z (I.37)
požadavek 〈1,1〉 = 1. Mı́sto posledńı z podmı́nek (I.37), která určuje dualitu ∗-struktury, můžeme
už́ıt podmı́nku 〈a, b∗〉 = 〈S(a)∗, b〉, jenž je ekvivalentńı s p̊uvodńı podmı́nkou.

Dualita ∗-Hopfových algeber, popsaná uvedeným zp̊usobem, neńı př́ılǐs zaj́ımavou vlastnost́ı,
protože v jej́ı definici neńı nic řečeno o tom, zda může být tato bilineárńı forma degenerovaná.
Abychom źıskali smysluplněǰśı definici duality ∗-Hopfových algeber, budeme požadovat, aby byla
bilineárńı forma (I.35) nedegenerovaná, což znamená, že 〈a, b〉 = 0 pro všechna b ∈ HB jen
tehdy, když a = 0, a 〈a, b〉 = 0 pro všechna a ∈ HA jen tehdy, když b = 0. Budeme-li uvažovat
dualitu ∗-Hopfových algeber zahrnuj́ıćı tento požadavek, budeme ř́ıkat, že ∗-Hopfovy algebry jsou
nedegenerovaně duálńı. Řekneme-li tedy, že ∗-Hopfovy algebry HA a HB jsou nedegenerovaně
duálńı, tak to bude znamenat, že existuje nedegenerovaná bilineárńı forma (I.35), která splňuje
požadavky (I.37).
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Nyńı předpokládejme, že máme ∗-Hopfovy algebry HA, HB a bilineárńı formu (I.35), která
sice splňuje požadavky (I.37), ale která neńı nedegenerovaná. V tomto př́ıpadě je možné se-
strojit z ∗-Hopfových algeber HA, HB nové ∗-Hopfovy algebry H ′

A a H ′
B takové, že bilineárńı

forma zúžená na tyto ∗-Hopfovy algebry je nedegenerovaná a splňuje podmı́nky (I.37). Źıskané
∗-Hopfovy algebry H ′

A a H ′
B tedy budou nedegenerovaně duálńı. Tyto nové ∗-Hopfovy algebry

vytvoř́ıme následuj́ıćım zp̊usobem. Vezmeme jádra bilineárńı formy, to jest množiny

IA = {a ∈ HA; 〈a, b〉 = 0 pro všechna b ∈ HB},
IB = {b ∈ HB; 〈a, b〉 = 0 pro všechna a ∈ HA}. (I.38)

Je zřejmé, že v př́ıpadě, kdy je bilineárńı forma nedegenerovaná, obsahuj́ı množiny IA a IB pouze
nulový vektor. Pro libovolné dva prvky i1, i2 ∈ IA, dvě libovolná komplexńı č́ısla α, β ∈ C plat́ı

〈αi1 + βi2, b〉 = α〈i1, b〉+ β〈i2, b〉 = 0 pro všechna b ∈ HB,

kde jsme užili vlastnost́ı plynoućıch z definice (I.38) množiny IA, to jest toho, že 〈i1, b〉 = 〈i2, b〉 =
0. Z tohoto vztahu je zřejmé, že prvek αi1 + βi2 muśı být prvkem IA. Množina IA je tedy
vektorovým prostorem a tvoř́ı vektorový podprostor v ∗-Hopfově algebře HA. Pro libovolný prvek
i ∈ IA a libovolný prvek a ∈ HA dále plat́ı

〈ai, b〉 = 〈a⊗ i,∆b〉 = 〈a, b(1)〉〈i, b(2)〉 = 0 pro všechna b ∈ HB,

〈ia, b〉 = 〈i⊗ a,∆b〉 = 〈i, b(1)〉〈a, b(2)〉 = 0 pro všechna b ∈ HB,

kde jsme užili prvńı z axiomů (I.37) a definice (I.38). Prvky ai a ia tedy muśı ležet v množině
IA. Vektorový podprostor IA splňuje podmı́nku (I.4) a je tedy oboustranným ideálem v algebře
HA. Pro libovolný prvek i ∈ IA plat́ı

〈∆i, b1 ⊗ b2〉 = 〈i(1), b1〉〈i(2), b2〉 = 〈i, b1b2〉 = 0 pro všechna b1, b2 ∈ HB,

kde jsme užili druhý z axiomů (I.37) a definice (I.38). Aby mohla být tato podmı́nka splněna,
muśı být v součinu 〈i(1), b1〉〈i(2), b2〉 alespoň jeden z člen̊u nulový, což vzhledem k tomu, že b1 i b2

jsou libovolné, vede k podmı́nce ∆i = i(1) ⊗ i(2) ∈ HA ⊗ I + I ⊗HA. Nav́ıc je splněna podmı́nka
ε(i) = 〈i,1〉 = 0, která plyne př́ımo z definice (I.38) množiny IA. Oboustranný ideál IA tedy
splňuje podmı́nky (I.15) a (I.16). Pro libovolný prvek i ∈ IA dále plat́ı

〈S(i), b〉 = 〈i, S(b)〉 = 0 pro všechna b ∈ HB,

〈i∗, b〉 = 〈i, S(b)∗〉 = 0 pro všechna b ∈ HB,

přičemž jsme užili posledńı dva z axiomů (I.37) a definice (I.38). Prvky S(i) a i∗ tedy muśı
ležet v oboustranném ideálu IA a podmı́nky (I.24) a (I.32) jsou tud́ıž splněny. Ukázali jsme, že
podmı́nky (I.4), (I.15), (I.16), (I.24) a (I.32) jsou pro vektorový prostor IA splněny, a z toho, co
bylo napsáno v předešlých odstavćıch, plyne, že na faktor prostoru H ′

A = HA/IA je možno zavést
strukturu ∗-Hopfovy algebry. Podobným zp̊usobem, jakým jsme postupovali v př́ıpadě ∗-Hopfovy
algebry HA a množiny IA, můžeme postupovat i v př́ıpadě ∗-Hopfovy algebry HB a množiny IB,
což by nás dovedlo k závěru, že také na faktor prostoru H ′

B = HB/IB lze zavést strukturu
∗-Hopfovy algebry. Aby byla bilineárńı forma zúžená na tyto faktor ∗-Hopfovy algebry dobře
definovaná, nesmı́ jej́ı hodnota záviset na výběru prvk̊u patř́ıćıch do stejné tř́ıdy ekvivalence. Pro
dva prvky a, a + iA, iA ∈ IA ze stejné tř́ıdy ekvivalence [a] ∈ H ′

A a pro dva prvky b, b + iB,
iB ∈ IB ze stejné tř́ıdy ekvivalence [b] ∈ H ′

B dostáváme

〈a + iA, b + iB〉 = 〈a, b〉+ 〈a, iB〉+ 〈iA, b〉+ 〈iA, iB〉 = 〈a, b〉, (I.39)
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kde jsme užili definice (I.38). Bilineárńı forma tedy nezáviśı na výběru prvk̊u z tř́ıd ekvivalence
a je tud́ıž pro ∗-Hopfovy algebry H ′

A a H ′
B dobře definována. Protože ∗-Hopfovy algebry H ′

A

a H ′
B jsme z ∗-Hopfových algeber HA a HB vytvořili tak, že jsme odstranili všechny prvky, na

kterých byla bilineárńı forma degenerovaná, je bilineárńı forma zúžená na ∗-Hopfovy algebry
H ′

A, H ′
B nedegenerovaná. Postup, kterým jsme z ∗-Hopfových algeber HA, HB a degenerované

bilineárńı formy splňuj́ıćı podmı́nky (I.37), vytvořili nové ∗-Hopfovy algebry H ′
A a H ′

B, které
jsou nedegenerovaně duálńı, je samozřejmě možno zobecnit i na př́ıpad, kdy HA a HB jsou pouze
Hopfovy algebry nebo bialgebry.

V př́ıpadě ∗-Hopfových algeber jsme s výhodou užili toho, že jsme mı́sto toho, abychom určili
oboustranný ideál splňuj́ıćı podmı́nky (I.4), (I.15), (I.16), (I.24) a (I.32), zadali podmı́nky (I.6)
splňuj́ıćı (I.17), (I.25) a (I.33), které určuj́ı oboustranný ideál (I.8) s požadovanými vlastnostmi.
Nyńı se pokuśıme vyšetřit, jak by to vypadalo, pokud bychom se pokusili zadat ideály IA a IB

t́ımto zp̊usobem. V tomto př́ıpadě budeme předpokládat, že máme zadánu bilineárńı formu a ∗-
Hopfovy algebry, a budeme se ptát, co muśı podmı́nky (I.6), zavedené v těchto ∗-Hopfových
algebrách, splňovat pro to, aby byla bilineárńı forma zúžená na vzniklé faktor ∗-Hopfovy algebry
dobře definována. Budeme tedy předpokládat, že máme ∗-Hopfovy algebry HA, HB a bilineárńı
formu splňuj́ıćı podmı́nky (I.37). Dále budeme předpokládat, že v ∗-Hopfově algebře HA máme
zadáno mA podmı́nek fAi = 0, i = 1, . . . ,mA, které určuj́ı oboustranný ideál IA, a že v ∗-Hopfově
algebře HB máme zadáno mB podmı́nek fBi = 0, i = 1, . . . ,mB, které určuj́ı oboustranný ideál
IB, a nav́ıc budeme předpokládat, že tyto podmı́nky splňuj́ı požadavky (I.17), (I.25) a (I.33).
Aby byla bilineárńı forma, zúžená na faktor ∗-Hopfovy algebry H ′

A = HA/IA a H ′
B = HB/IB,

dobře definována, nesmı́ jej́ı hodnota záviset na výběru prvk̊u z daných tř́ıd ekvivalence. Tato
podmı́nka je zapsána vztahem (I.39), z něhož plyne, že prvky iA z ideálu IA a prvky iB z ideálu
IB muśı ležet v jádrech bilineárńı formy, muśı tedy platit

〈iA, b〉 = 0 pro všechna b ∈ HB, 〈a, iB〉 = 0 pro všechna a ∈ HA.

Z tvaru ideálu (I.8) plyne, že tyto podmı́nky jsou splněny právě tehdy, když jsou splněny podmı́nky

〈fAi, b〉 = 0 pro všechna b ∈ B, i = 1, . . . ,mA,

〈a, fBi〉 = 0 pro všechna a ∈ A, i = 1, . . . ,mB, (I.40)

Podmı́nky fAi = 0, fBi = 0, které splňuj́ı tyto požadavky, tedy definuj́ı nové ∗-Hopfovy algebry,
na kterých je bilineárńı forma dobře definována. Zavedeńı takových podmı́nek nám dává zp̊usob,
kterým můžeme sńıžit degeneraci bilineárńı formy (I.35).

I.7 Komodul algebra

Předpokládejme, že máme bialgebru H a vektorový prostor V . O vektorovém prostoru V řekneme,
že je pravým H-komodulem, pokud existuje lineárńı zobrazeńı β

β : V → V ⊗H, (I.41)

nazývané koakce, splňuj́ıćı axiomy

(β ⊗ id)β = (id⊗∆)β,

(id⊗ ε)β = id, (I.42)

přičemž v druhém z axiomů jsme s užit́ım násobeńı vektoru skalárem ztotožnili prostor V ⊗ C
vystupuj́ıćı na levé straně s prostorem V vystupuj́ıćım na pravé straně. Protože je zobrazeńı β
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lineárńı, můžeme, stejně jako jsme učinili v př́ıpadě konásobeńı v odstavci I.2, vyjádřit prvek
β(v), v ∈ V jako součet prvk̊u tvaru v(1̄) ⊗ v(2̄), kde v(1̄) ∈ V a v(2̄) ∈ H. Můžeme tedy psát

β(v) =
∑

v(1̄) ⊗ v(2̄) = v(1̄) ⊗ v(2̄),

kde v ∈ V , přičemž ve výrazu úplně napravo jsme, z d̊uvodu zestručněńı zápisu, znaménko sumace
vynechali. S užit́ım této konvence a konvence pro zápis konásobeńı můžeme axiomy (I.42) zapsat
jako

v(1̄)(1̄) ⊗ v(1̄)(2̄) ⊗ v(2̄) = v(1̄) ⊗ v(2̄)
(1) ⊗ v(2̄)

(2),

v(1̄) ⊗ ε(v(2̄)) = v(1̄)ε(v(2̄)) = v,

kde v ∈ V .
Stejně, jako v př́ıpadě algebry a koalgebry, lze axiomy (I.42) znázornit pomoćı komutativńıch

diagramů

V ⊗H ⊗H

V ⊗H V ⊗H

V

...........
...........
...........
...........
...........
...........
.....................
............β ⊗ id

...........
...........

...........
...........

...........
...........

................................. id⊗∆

...........
...........

...........
...........

...........
...........

.................................

β ...........
...........
...........
...........
...........
...........
.....................
............

β

V

V ⊗H V ⊗ C
...........

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...........
...........

..........................
..............................................................................................................
...
.........
...

β

...................................................................... ............

id⊗ ε

kde diagram nalevo je vyjádřeńım prvńıho z axiomů a diagram napravo je vyjádřeńım druhého
z axiomů. Porovnáme-li tyto diagramy s diagramy popisuj́ıćımi axiomy koalgebry, uvedené v od-
stavci I.2, tak uvid́ıme, že jsou s nimi velmi podobné a lǐśı se pouze t́ım, že je do nich zaveden
určitý druh asymetrie.

Bude-li vektorový prostor V algebrou a zobrazeńı β bude splňovat nejen axiomy (I.42), ale
i axiomy

β(uv) = β(u)β(v) = u(1̄)v(1̄) ⊗ u(2̄)v(2̄),

β(1) = 1⊗ 1, (I.43)

kde u, v ∈ V , pak budeme algebru V nazývat pravou H-komodul algebrou. Násobeńı v algebře
V ⊗H v prvńım z axiomů je zavedeno zp̊usobem analogickým k tomu, jak jsme zavedli násobeńı
v algebře H ⊗H, což je podrobně popsáno v odstavci I.1. Pro prvky v1 ⊗ h1, v2 ⊗ h2 z algebry
V ⊗H, tedy definujeme násobeńı vztahem (v1 ⊗ h1)(v2 ⊗ h2) = v1v2 ⊗ h1h2 a na ostatńı prvky
algebry V ⊗H toto násobeńı rozš́ı̌ŕıme pomoćı jeho bilinearity. Jednotkovým prvkem této algebry
je prvek 1⊗1. Axiomy (I.43) tedy ř́ıkaj́ı, že zobrazeńı β je homomorfismem z algebry V do algebry
V ⊗H.

Bude-li nav́ıc bialgebra H také ∗-Hopfovou algebrou a algebra V bude ∗-algebrou, to jest
algebrou, na které je zavedena ∗-struktura, pak budeme nav́ıc požadovat, aby byl splněn axiom

β(v∗) = β(v)∗⊗∗ = v(1̄)∗ ⊗ v(2̄)∗, (I.44)

kde v ∈ V , a ∗ ⊗ ∗ znač́ı to, že operaci ∗ muśıme aplikovat na oba členy v tenzorovém součinu.
Axiomy (I.43) ř́ıkaj́ı, že zobrazeńı β je homomorfismem algebry V . Tuto vlastnost můžeme

využ́ıt k tomu, že zobrazeńı β urč́ıme jen na vhodné podmnožině algebry V , a na zbývaj́ıćı
prvky ho pak rozš́ı̌ŕıme s využit́ım jeho linearity a toho, že je homomorfismem algebry. Pro nás
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zaj́ımavým př́ıpadem, ve kterém užijeme tento postup, bude algebra V s jednotkou, generovaná
n prvky e1, . . . , en. V tomto př́ıpadě bude stačit, urč́ıme-li výrazy

β(ei), i = 1, . . . , n. (I.45)

Nav́ıc z platnosti axiomů (I.42) a (I.44) pro prvky e1, . . . , en plyne platnost těchto axiomů pro
všechny prvky algebry V . Abychom ukázali, že je tomu tak, vyč́ısĺıme zobrazeńı β na všech
bázových vektorech algebry V , a ukážeme, že axiomy (I.42), (I.44) jsou pro všechny bázové vek-
tory splněny. Vzhledem k linearitě zobrazeńı β, to bude dostačuj́ıćı podmı́nkou pro to, abychom
mohli toto zobrazeńı vyč́ıslit na libovolném prvku, a pro to, aby byly axiomy (I.42), (I.44) splněny
pro celou algebru. Pro prvek 1 máme v souladu s definićı (I.43) β(1) = 1 ⊗ 1 a axiomy (I.42)
a (I.44) jsou rovněž splněny, pro prvky ei, i = 1, . . . , n je zobrazeńı β určeno vztahy (I.45)
a splněńı axiomů (I.42) a (I.44) je výchoźım předpokladem. Pro zbývaj́ıćı bázové vektory, které
jsou tvaru ei1ei2 · · · eik , i1, i2, . . . , ik = 1, . . . , n, k = 2, 3, . . ., vyč́ısĺıme zobrazeńı β pomoćı vztahu

β(ei1ei2 · · · eik) = β(ei1)β(ei2) · · ·β(eik).

Zobrazeńı β, zavedené t́ımto vztahem, zajǐst’uje spolu s t́ım, jak jsme ho zavedli pro jednotkový
prvek, platnost axiomů (I.43). Zbývá ověřit, že axiomy (I.42) a (I.44) vyč́ıslené na těchto bázových
vektorech jsou splněny

(β ⊗ id)β(ei1ei2 · · · eik) = [(β ⊗ id)β(ei1)][(β ⊗ id)β(ei2)] · · · [(β ⊗ id)β(eik)]
= [(id⊗∆)β(ei1)][(id⊗∆)β(ei2)] · · · [(id⊗∆)β(eik)]
= (id⊗∆)β(ei1ei2 · · · eik),

(id⊗ ε)β(ei1ei2 · · · eik) = [(id⊗ ε)β(ei1)][(id⊗ ε)β(ei2)] · · · [(id⊗ ε)β(eik)] = ei1ei2 · · · eik ,

β[(ei1ei2 · · · eik)∗] = β(e∗ik · · · e
∗
i2e

∗
i1) = β(e∗ik) · · ·β(e∗i2)β(e∗i1) = β(eik)∗ · · ·β(ei2)

∗β(ei1)
∗

= [β(ei1)β(ei2) · · ·β(eik)]∗ = β(ei1ei2 · · · eik)∗⊗∗.

Zobrazeńı β je tedy možno vyč́ıslit na všech prvćıch a axiomy (I.42), (I.43) a (I.44) jsou rovněž
splněny, vztahy (I.45), které splňuj́ı axiomy (I.42) a (I.44), tud́ıž vytvářej́ı z algebry V H-komodul
algebru.

Nyńı se pod́ıváme, jaké podmı́nky muśı být splněny v př́ıpadě, kdy budeme z ∗-Hopfovy
algebry H a z ∗-algebry V vytvářet faktor algebry. Budeme předpokládat, že máme zadánu
∗-Hopfovu algebru H a ∗-algebru V , která je H-komodul algebrou. Dále budeme uvažovat obou-
stranný ideál IH v ∗-Hopfově algebře H, splňuj́ıćı podmı́nky (I.4), (I.15), (I.16), (I.24) a (I.32),
a oboustranný ideál IV v ∗-algebře V splňuj́ıćı podmı́nky (I.4) a (I.32). Z ∗-Hopfovy algebry H
a oboustranného ideálu IH vytvoř́ıme novou ∗-Hopfovou algebru H ′ = H/IH a z ∗-algebry V
a oboustranného ideálu IV vytvoř́ıme novou ∗-algebru V ′ = V/IV . ∗-algebry H ′ a V ′ zaváděj́ı
strukturu ∗-algebry také na vektorovém prostoru V ′ ⊗ H ′ = V/IV ⊗ H/IH . S podobnou alge-
brou jsme se setkali již v odstavci (I.3), kdy jsme uvažovali algebru zavedenou na vektorovém
prostoru H ′ ⊗ H ′ = H/IH ⊗ H/IH a ukázali jsme, že tento vektorový prostor můžeme za-
psat také jako (H ⊗ H)/(H ⊗ IH + IH ⊗ H), to jest jako faktor prostor vektorového prostoru
H ⊗ H a oboustranného ideálu H ⊗ IH + IH ⊗ H. Analogickým výsledkem pro naši ∗-algebru
V ′ ⊗ H ′ je to, že vektorový prostor V ′ ⊗ H ′ = V/IV ⊗ H/IH můžeme zapsat také jako faktor
prostor vektorového prostoru V ⊗H a oboustranného ideálu V ⊗ IH + IV ⊗H, což bychom mohli
ukázat stejným postupem, který jsme pro předešlý př́ıpad užili v odstavci I.3. Můžeme tedy psát
V ′⊗H ′ = V/IV ⊗H/IH = (V ⊗H)/(V ⊗ IH + IV ⊗H). Na faktor algebře V ′ = V/IV zavedeme
zobrazeńı β vztahem

β([v]) = [β(v)] = [v(1̄) ⊗ v(2̄)] = [v(1̄)]⊗ [v(2̄)].
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Aby bylo toto zobrazeńı dobře definováno, nesmı́ jeho definice záviset na výběru prvku z dané
tř́ıdy ekvivalence. Pro dva prvky v, v + i ∈ V , i ∈ IV ze stejné tř́ıdy ekvivalence [v] ∈ V ′ tedy
muśıme dostat ekvivalentńı výsledek, což znamená, že muśı platit

β(v + i) = β(v) + β(i) ∼ β(v).

Z tohoto vztahu je zřejmé, že prvek β(i) muśı ležet v oboustranném ideálu V ⊗ IH + IV ⊗ H,
proto muśıme zavést podmı́nku

β(i) ∈ V ⊗ IH + IV ⊗H pro všechna i ∈ IV . (I.46)

V př́ıpadě, kdy ∗-Hopfovu algebru H ′ źıskáme z ∗-Hopfovy algebry H zavedeńım mH podmı́-
nek fHi = 0, i = 1, . . . ,mH , a ∗-algebru V ′ źıskáme z ∗algebry V zavedeńım mV podmı́nek
fV i = 0, i = 1, . . . ,mV , to jest tehdy, kdy jsou oboustranné ideály IH a IV zadány vztahem (I.8),
můžeme mı́sto podmı́nky (I.46) uvažovat podmı́nku

fV i = 0, pro všechna i = 1, . . . ,mV a fHi = 0, pro všechna i = 1, . . . ,mH

⇒ β(fV i) = 0 pro všechna i = 1, . . . ,mV ,
(I.47)

zavedenou na podmı́nky fHi = 0 a fV i = 0. Splněńı podmı́nky (I.46) je pak d̊usledkem této
podmı́nky, která ř́ıká, že pokud jsou nulové všechny fHi a fV i, pak muśı být nulové také všechny
β(fV i).

Ačkoliv jsme úvahy týkaj́ıćı se zaváděńı zobrazeńı β pomoćı vztah̊u (I.45) a tvorby faktor
algeber prováděli pro ∗-Hopfovu algebru H a ∗-algebru V , je zřejmé, že pokud vynecháme patřičné
požadavky, lze tyto postupy už́ıt i v př́ıpadě bialgebry nebo Hopfovy algebry H a algebry V .

I.8 Modul algebra

Předpokládejme, že máme bialgebru H a vektorový prostor V . Dále předpokládejme, že máme
lineárńı zobrazeńı .,

. : H ⊗ V → V, (I.48)

nazývané akce. Toto zobrazeńı, vyč́ıslené na prvćıch v ∈ V a h ∈ H, budeme zapisovat jako h. v.
Vzhledem k linearitě tohoto zobrazeńı a tenzorovému součinu v definici (I.48) je toto zobrazeńı
lineárńı v každém z argument̊u v a h, je tedy bilineárńım zobrazeńım. Bude-li toto zobrazeńı
splňovat axiomy

hk . v = h . (k . v),
1 . v = v, (I.49)

kde h, k ∈ H a v ∈ V , pak budeme vektorový prostor V nazývat levým H-modulem. Bude-li
nav́ıc vektorový prostor V algebrou a budou-li splněny axiomy

h . uv = (h(1) . u)(h(2) . v),

h . 1 = ε(h), (I.50)

kde h ∈ H, u, v ∈ V a h(1)⊗h(2) = ∆h, pak budeme algebru V nazývat levou H-modul algebrou.
V př́ıpadě, kdy bude bialgebra H také ∗-Hopfovou algebrou a algebra V bude ∗-algebrou, budeme
požadovat aby byl splněn také axiom

(h . v)∗ = S(h)∗ . v∗, (I.51)
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kde h ∈ H a v ∈ V .
Předpokládejme, že máme ∗-Hopfovu algebru H a k ńı duálńı ∗-Hopfovou algebru H̃. Existuje

postup, kterým můžeme z pravé H̃-komodul algebry V vytvořit také H-modul algebru. K zobra-
zeńı β : V → V ⊗ H̃, které určuje strukturu pravé H̃-komodul algebry, tedy přǐrad́ıme zobrazeńı
. : H ⊗ V → V , které určuje strukturu levé H-modul algebry. Pro h ∈ H a v ∈ V definujeme
toto zobrazeńı vztahem

h . v = v(1̄)〈h, v(2̄)〉, (I.52)

kde v(1̄)⊗ v(2̄) = β(v), a kde 〈·, ·〉 : H ⊗ H̃ → C je bilineárńı forma definuj́ıćı dualitu ∗-Hopfových
algeber H a H̃. Pro takto definované zobrazeńı . je třeba ověřit axiomy H-modulu (I.49)

hk . v = v(1̄)〈hk, v(2̄)〉 = v(1̄)〈h⊗ k, ∆v(2̄)〉 = v(1̄)〈h⊗ k, v(2̄)
(1) ⊗ v(2̄)

(2)〉

= v(1̄)(1̄)〈h⊗ k, v(1̄)(2̄) ⊗ v(2̄)〉 = v(1̄)(1̄)〈h, v(1̄)(2̄)〉〈k, v(2̄)〉 = h . (v(1̄)〈k, v(2̄)〉) = h . (k . v),

1 . v = v(1̄)〈1, v(2̄)〉 = v(1̄)ε(v(2̄)) = v,

kde h, k ∈ H a v ∈ V , přičemž jsme užili vztah̊u (I.37) pro bilineárńı formu a axiomů H̃-komodulu
(I.42). Dále je třeba ověřit axiomy H-modul algebry (I.50)

h . uv = (uv)(1̄)〈h, (uv)(2̄)〉 = u(1̄)v(1̄)〈∆h, u(2̄) ⊗ v(2̄)〉 = (u(1̄)〈h(1), u
(2̄)〉)(v(1̄)〈h(2), v

(2̄)〉)
= (h(1) . u)(h(2) . v),

h . 1 = 1〈h,1〉 = 1ε(h),

kde h ∈ H a u, v ∈ V , a kde jsme užili vlastnost́ı bilineárńı formy (I.37) a axiomů H̃-komodul
algebry (I.43). Posledńım axiomem, který je třeba ověřit je axiom (I.51)

(h . v)∗ = (v(1̄)〈h, v(2̄)〉)∗ = v(1̄)∗〈h, v(2̄)〉 = v(1̄)∗〈h, v(2̄)∗∗〉 = v(1̄)∗〈S(h)∗, v(2̄)∗〉

= (v∗)(1̄)〈S(h)∗, (v∗)(2̄)〉 = S(h)∗ . v∗,

kde h ∈ H a v ∈ V , a kde jsme užili vlastnost́ı bilineárńı formy (I.37) a axiomu(I.44). Je zřejmé,
že pokud vypust́ıme předpoklady týkaj́ıćı se ∗-struktury, tak bude definice (I.52) fungovat i pro
př́ıpad bialgebry H a algebry V .

I.9 Quasitriangulárńı struktura

Daľśı struktura, o kterou můžeme obohatit Hopfovu algebru H, je quasitriangulárńı struktura.
Necht’ R je invertibilńı prvek z algebry H ⊗ H. Tento prvek můžeme zapsat jako součet prvk̊u
tvaru R(1) ⊗R(2), kde R(1), R(2) ∈ H, budeme tedy psát

R =
∑

R(1) ⊗R(2) = R(1) ⊗R(2),

přičemž ve výrazu úplně napravo jsme zestručnili zápis t́ım, že jsme vynechali znaménko sumace.
Podobně budeme značit i inverzi prvku R, kterou budeme zapisovat jako R−1 = R−1(1)⊗R−1(2).
Jsou-li splněny axiomy

(∆⊗ id)R = R13R23,

(id⊗∆)R = R13R12,

R∆(h)R−1 = τ∆h pro všechna h ∈ H, (I.53)
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pak budeme prvek R nazývat quasitriangulárńı strukturou. Zobrazeńı τ , se kterým jsme se setkali
již ve vztahu (I.21), je lineárńım zobrazeńım přehazuj́ıćım složky v tenzorovém součinu, to jest
τ(a⊗ b) = b⊗ a, symboly R12, R13 a R12 zastupuj́ı prvky

R12 = R(1) ⊗R(2) ⊗ 1, R13 = R(1) ⊗ 1⊗R(2), R23 = 1⊗R(1) ⊗R(2),

symbol Rij tedy zastupuje prvek maj́ıćı quasitriangulárńı strukturu na i-té a j-té pozici a jednot-
kové prvky na zbývaj́ıćıch pozićıch. Význam quasitriangulárńı struktury je zřejmý z posledńıho
axiomu, který dává vztah mezi výrazem ∆h a výrazem τ∆h, který z něj vznikne přehozeńım
složek v tenzorovém součinu. Quasitriangulárńı struktura je tud́ıž prostředkem, který poskytuje
zp̊usob, jak popsat asymetrii konásobeńı. S užit́ım konvence, kterou jsme přijali pro značeńı
quasitriangulárńı struktury a pro značeńı konásobeńı, můžeme axiomy (I.53) rozepsat jako

R(1)
(1) ⊗R(1)

(2) ⊗R(2) = R(1) ⊗R(1)′ ⊗R(2)R(2)′ ,

R(1) ⊗R(2)
(1) ⊗R(2)

(2) = R(1)R(1)′ ⊗R(2)′ ⊗R(2),

R(1)h(1)R−1(1) ⊗R(2)h(2)R−1(2) = h(2) ⊗ h(1) pro všechna h ∈ H,

přičemž čárka u indexu v quasitriangulárńı struktuře je užita k tomu, aby odlǐsila r̊uzné kopie
quasitriangulárńı struktury, R(1)′⊗R(2)′ a R(1)⊗R(2) jsou tedy dvě r̊uzné kopie quasitriangulárńı
struktury.

V př́ıpadě Hopfovy algebry, která je kokomutativńı, to jest takové, pro kterou plat́ı ∆h = τ∆h
pro všechna h z Hopfovy algebry, existuje triviálńı quasitriangulárńı struktura R = 1 ⊗ 1. Tato
quasitriangulárńı struktura je invertibilńı s inverźı R−1 = R = 1⊗ 1 a dosad́ıme-li ji do axiomů
(I.53), tak se můžeme s užit́ım vlastnost́ı jednotkového prvku a toho, že τ∆h = ∆h, přesvědčit,
že jsou tyto axiomy splněny.

I.10 Bicrossproduct algebra

Bicrossproduct algebra je ∗-algebra, vytvořená z ∗-Hopfovy algebry H a ∗-algebry V , která je
levou H-modul algebrou, tak, že jako podalgebry obsahuje jak ∗-algebru H tak ∗-algebru V .

Tato bicrossproduct algebra, kterou budeme značit jako V oH, je algebra zavedená na vekto-
rovém prostoru V ⊗H. Násobeńı v této algebře definujeme pro prvky tvaru v⊗h, u⊗ g ∈ V ⊗H
vztahem

(v ⊗ h)(u⊗ g) = v(h(1) . u)⊗ h(2)g, (I.54)

kde h(1)⊗h(2) = ∆h. Protože všechny prvky vektorového prostoru V ⊗H je možno vyjádřit jako
součet prvk̊u tvaru v ⊗ h, kde h ∈ H a v ∈ V , a protože násobeńı v algebře je bilineárńı operaćı,
lze s užit́ım této bilinearity rozš́ı̌rit násobeńı definované vztahem (I.54) na celou algebru V ⊗H.
S užit́ım axiomů H-modul algebry (I.49), (I.50) můžeme ověřit asociativitu tohoto násobeńı

[(v ⊗ h)(u⊗ g)](w ⊗ k) = [v(h(1) . u)⊗ h(2)g](w ⊗ k) = v(h(1) . u)[(h(2)g)(1) . w]⊗ (h(2)g)(2)k

= v(h(1) . u)(h(2)(1)g(1) . w)⊗ h(2)(2)g(2)k = v(h(1) . u)[(h(2) . (g(1) . w)]⊗ h(3)g(2)k

= v(h(1)(1) . u)[h(1)(2) . (g(1) . w)]⊗ h(2)g(2)k = v[h(1) . u(g(1) . w)]⊗ h(2)g(2)k

= (v ⊗ h)[u(g(1) . w)⊗ g(2)k] = (v ⊗ h)[(u⊗ g)(w ⊗ k)],

kde u, v, w ∈ V a g, h, k ∈ H, přičemž jsme užili koasociativity konásobeńı. Násobeńım prvku
v ⊗ h ∈ V ⊗H prvkem 1⊗ 1 zleva a zprava dostaneme

(1⊗ 1)(v ⊗ h) = 1(1 . v)⊗ 1h = v ⊗ h,

(v ⊗ h)(1⊗ 1) = v(h(1) . 1)⊗ h(2)1 = vε(h(1))⊗ h(2) = v ⊗ ε(h(1))h(2) = v ⊗ h,
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kde jsme užili (I.49), (I.50). Z těchto vztah̊u je zřejmé, že prvek 1⊗1 je jednotkovým prvkem této
algebry. Násobeńı zavedené vztahem (I.54) splňuje axiomy (I.2) a definuje tud́ıž na vektorovém
prostoru V ⊗H strukturu algebry.

Jak jsme se již zmı́nili, algebra V o H je vytvořena tak, že algebry V a H jsou podalgebrami
této algebry. Abychom ukázali, že algebru V lze považovat za podalgebru algebry V oH, zavedeme
lineárńı zobrazeńı ̂ : V → V o H, (I.55)

které bude přǐrazovat prvku v z algebry V prvek v̂ z algebry V o H. Toto zobrazeńı by mělo být
homomorfismem algebry V , což znamená, že by mělo platit

v̂u = v̂û, 1̂ = 1⊗ 1,

kde u, v ∈ V , a nav́ıc by toto zobrazeńı mělo být injektivńı, dvěma r̊uzným prvk̊um u, v algebry
V by tedy měli být přǐrazeny dva r̊uzné prvky û, v̂ algebry V o H. T́ımto zobrazeńım je

v̂ = (v ⊗ 1),

kde v ∈ V . Toto zobrazeńı je injektivńı, jednotkovému prvku 1 algebry V je opravdu přǐrazen
jednotkový prvek 1⊗ 1 v algebře V o H, a snadno ověř́ıme, že plat́ı také

v̂û = (v ⊗ 1)(u⊗ 1) = v(1 . u)⊗ 1 = vu⊗ 1 = v̂u,

kde u, v ∈ V , a kde jsme užili axiomů H-modulu (I.49). Obraz algebry V v zobrazeńı ̂ tvoř́ı po-
dalgebru algebry V oH, a protože je zobrazeńı ̂ injektivńım homomorfismem, je tato podalgebra
isomorfńı s algebrou V .

Abychom ukázali, že také algebra H je podalgebrou algebry V o H, budeme, stejně jako
v př́ıpadě algebry V , hledat zobrazeńı

̂ : H → V o H, (I.56)

přǐrazuj́ıćı prvku h z algebry H prvek ĥ z algebry V o H. Toto zobrazeńı by mělo být injektivńı
a mělo by být homomorfismem algebry H, mělo by tedy splňovat

ĥg = ĥĝ, 1̂ = 1⊗ 1,

kde h, g ∈ H. T́ımto zobrazeńım je
ĥ = (1⊗ h), (I.57)

kde h ∈ H. Toto zobrazeńı je injektivńı, jednotkovému prvku 1 algebry H je přǐrazen jednotkový
prvek 1⊗ 1 algebry V o H a podmı́nka

ĥĝ = (1⊗ h)(1⊗ g) = 1(h(1) . 1)⊗ h(2)g = 1⊗ ε(h(1))h(2)g = 1⊗ hg = ĥg,

kde h, g ∈ H, a kde jsme užili axiomů H-modul algebry (I.50), je rovněž splněna. Obraz algebry
H v zobrazeńı ̂ tvoř́ı podalgebru algebry V o H, která je isomorfńı s algebrou H.

Aby byla algebra V o H ∗-algebrou, je třeba zavést operaci ∗. Při zaváděńı této operace
vyjdeme z toho, že operace ∗ je antihomomorfismem algebry, a z toho, že zobrazeńı (I.55) a (I.56)
muśı být ∗-homomorfismy, to jest z toho, že muśı platit v̂∗ = (v̂)∗, v ∈ V a ĥ∗ = (ĥ)∗, h ∈ H.
Pro prvky v ⊗ h ∈ V o H pak dostáváme

(v ⊗ h)∗ = [v(1 . 1)⊗ 1h]∗ = [(v ⊗ 1)(1⊗ h)]∗ = (v̂ĥ)∗ = ĥ∗v̂∗

= (1⊗ h∗)(v∗ ⊗ 1) = 1(h(1)
∗ . v∗)⊗ h(2)

∗1 = h(1)
∗ . v∗ ⊗ h(2)

∗,
(I.58)

23



a s užit́ım antilinearity můžeme takto zavedenou operaci ∗ rozš́ı̌rit na celou algebru V o H. Lze
ukázat, že takto zavedená operace ∗ je opravdu antilineárńım antihomomorfismem, a že prvńı
z axiomů (I.29) je splněn, algebra V o H je tedy ∗-algebrou.

Zavedeme-li algebru V oH popsaným zp̊usobem, pak pro libovolný prvek v z H-modul algebry
V a libovolný prvek h z algebry H plat́ı vztah

ĥ(1)v̂Ŝ(h(2)) = ĥ . v. (I.59)

Jak později uvid́ıme, tento vztah bude v našem př́ıpadě hrát d̊uležitou roli. Platnost tohoto
vztahu můžeme ověřit dosazeńım patřičných definic

ĥ(1)v̂Ŝ(h(2)) = (1⊗ h(1))(v ⊗ 1)(1⊗ S(h(2))) = (1⊗ h(1))(v ⊗ S(h(2)))

= 1(h(1)(1) . v)⊗ h(1)(2)S(h(2)) = h(1) . v ⊗ h(2)(1)S(h(2)(2))

= h(1) . v ⊗ 1ε(h(2)) = h . v ⊗ 1 = ĥ . v,

kde jsme užili axiomů koalgebry (I.10) a axiomů antipodu (I.20).
Daľśı zaj́ımavou vlastnost́ı algebry V o H je to, že existuje jej́ı reprezentace na vektorovém

prostoru V . Reprezentace algebry V o H na vektorovém prostoru V je homomorfismus ρ z alge-
bry V o H do algebry lineárńıch operátor̊u L(V, V ) na prostoru V . Algebra lineárńıch operátor̊u
L(V, V ) je tvořena množinou všech lineárńıch zobrazeńı V → V . Tato množina je vektorovým
prostorem a definujeme-li násobeńı jako skládáńı zobrazeńı, pak je tento vektorový prostor také
algebrou, jej́ımž jednotkovým prvkem je identická transformace. To, že zobrazeńı ρ má být ho-
momorfismem algebry V o H znamená, že pro zobrazeńı ρ muśı platit

ρ(hk) = ρ(h)ρ(k) = ρ(h) ◦ ρ(k), ρ(1) = id,

kde h, k ∈ V o H. V našem př́ıpadě neužijeme k popisu reprezentace ρ algebry V o H na
vektorovém prostoru V zobrazeńı ρ, ale lineárńıho zobrazeńı

I: (V o H)⊗ V → V. (I.60)

Toto zobrazeńı vyč́ıslené na prvku a z algebry V o H a vektoru v z vektorového prostoru V
budeme značit jako a I v. Prvku a ∈ V o H pak přǐrad́ıme lineárńı zobrazeńı ρ(a) z algebry
L(V, V ) pomoćı vztahu

ρ(a) : V 3 v → a I v ∈ V,

kde v ∈ V . Z toho, že zobrazeńı ρ muśı být homomorfismem algebry V oH pak plynou následuj́ıćı
podmı́nky

ab I v = a I (b I v),
1 I v = v, (I.61)

kde a, b ∈ V o H a v ∈ V . Pro prvek tvaru v ⊗ h z algebry V o H a prvek u z vektorového
prostoru V definujeme zobrazeńı I vztahem

(v ⊗ h) I u = v(h . u). (I.62)

Protože libovolný prvek algebry V oH lze zapsat jako součet prvk̊u tvaru v⊗h, můžeme s užit́ım
linearity zobrazeńı I rozš́ı̌rit takto definované zobrazeńı na celou algebru V o H. Pro axiomy
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(I.61) dostáváme

(v ⊗ h)(u⊗ g) I w = [v(h(1) . u)⊗ h(2)g] I w = v(h(1) . u)(h(2)g . w)

= v(h(1) . u)[h(2) . (g . w)] = v[h . u(g . w)] = (v ⊗ h) I u(g . w)

= (v ⊗ h) I [(u⊗ g) I w],
1⊗ 1 I w = 1(1 . w) = w,

kde v, u, w ∈ V a h, g ∈ H. Axiomy (I.61) jsou splněny, zobrazeńı (I.60) definované vztahem
(I.62) tedy zavád́ı reprezentaci algebry V o H na vektorovém prostoru V .

25



II Užit́ı Hopfovy algebry při konstrukci speciálńı teorie relativity

Tato kapitola se zabývá t́ım, jak lze využ́ıt struktury Hopfovy algebry k tomu, abychom doplnili
algebru generátor̊u symetrie speciálńı teorie relativity s jednou časovou a jednou prostorovou
dimenźı o operátory polohy a vytvořili tak algebru, která je algebrou operátor̊u popisuj́ıćı speciálńı
teorii relativity.

V odstavćıch II.1 až II.5 zavedeme Hopfovu algebru U(so(2, 1)) definovanou na univerzálńı
obaluj́ıćı algebře Lieovy algebry so(2, 1), k ńı duálńı Hopfovu algebru Pol(SO(2, 1)) a pravou
Pol(SO(2, 1))-komodul algebru Pol(R3). V odstavci II.6 pak ukážeme, že na Hopfovu algebru
Pol(SO(2, 1)) a pravou Pol(SO(2, 1))-komodul algebru Pol(R3) lze pohĺıžet jako na struktury
zavedené na algebře polynomů v prvćıch matic z grupy SO(2, 1) a na polynomech v R3. V kapitole
II.7 pak z těchto Hopfových algeber a komodul algebry vytvoř́ıme Hopfovy algebry U(p(1, 1)),
Pol(P (1, 1)) a pravou Pol(P (1, 1))-komodul algebru Pol(R2). V odstavci II.8 tyto Hopfovy al-
gebry a komodul algebru doplńıme o ∗-strukturu, a v odstavci II.9 užijeme duality Hopfových
algeber U(p(1, 1)) a Pol(P (1, 1)) k tomu, abychom z pravé Pol(P (1, 1))-komodul algebry Pol(R2)
vytvořili také levou U(p(1, 1))-modul algebru. V odstavci II.10 vytvoř́ıme z Hopfovy algebry
U(p(1, 1)) zavedené na algebře generátor̊u symetrie speciálńı teorie relativity a z levé U(p(1, 1))-
modul algebry Pol(R3), která představuje algebru operátor̊u poloh, algebru, která bude algebrou
operátor̊u popisuj́ıćı speciálńı teorii relativity.

II.1 Lieova algebra so(2, 1) a Lieova grupa SO(2, 1)

Ortogonálńı grupa O(2, 1) je tvořena množinou všech 3×3 matic A, splňuj́ıćıch jednu z podmı́nek

AT η−1A = η−1, AηAT = η, (II.1)

kde η = diag(−1, 1,−1) je diagonálńı matice a η−1 = diag(−1, 1,−1) je matice k ńı inverzńı.
Grupové násobeńı je násobeńım matic, jednotkovým prvkem grupy je jednotková matice a in-
verzńım prvkem grupy je inverzńı matice. Tato grupa je podgrupou větš́ı grupy GL(3) všech
invertibilńıch 3 × 3 matic. Grupa O(2, 1) je tvořena čtyřmi souvislými komponentami, souvislá
komponenta obsahuj́ıćı identitu je zároveň jej́ı podgrupou značenou SO(2, 1).

Protože je grupa SO(2, 1) podgrupou GL(3), muśı být Lieova algebra so(2, 1) ideálem v Lieově
algebře gl(3), která je tvořena množinou všech 3× 3 matic s Lieovou závorkou definovanou jako

[X, Y ] = XY − Y X, (II.2)

pro všechna X, Y ∈ gl(3). Dosad́ıme-li rozvoj A = 1+ εM +O(ε2), M ∈ gl(3) do podmı́nek (II.1)

η−1 + ε(MT η−1 + η−1M) +O(ε2) = η−1, η + ε(Mη + ηMT ) +O(ε2) = η,

pak budou výrazy spojené s koeficientem ε určovat Lieovu algebru so(2, 1) jako ideál v Lieově
algebře gl(3). Lieova algebra so(2, 1) je tedy vektorový prostor všech 3×3 matic splňuj́ıćıch jednu
z podmı́nek

MT η−1 + η−1M = 0, Mη + ηMT = 0, (II.3)

s Lieovou závorkou (II.2).
Exponenciálńı zobrazeńı přǐrazuj́ıćı prvku M z Lieovy algebry so(2, 1) prvek z grupy SO(2, 1)

můžeme zavést jako

exp(M) =
∞∑

n=0

1
n!

Mn, (II.4)
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přičemž násobeńı vystupuj́ıćı v mocnině na pravé straně je násobeńım matic.
Lieova algebra so(2, 1), to jest množina všech 3×3 matic splňuj́ıćıch (II.3), tvoř́ı tř́ıdimenzio-

nálńı vektorový prostor nad reálnými č́ısly. Jako bázi tohoto vektorového prostoru zvoĺıme vektory
P0, P1, N , kterým odpov́ıdaj́ı matice

P0 =

 . 1 .
1 . .
. . .

 , P1 =

 . . −1
. . .
1 . .

 , N =

. . .
. . 1
. 1 .

 . (II.5)

Dosazeńım těchto matic do definice Lieovy závorky (II.2) dostaneme vztahy

[N,P0] = P1, [N,P1] = P0, [P0, P1] = −N, (II.6)

určuj́ıćı Lieovu závorku vyč́ıslenou na bázových vektorech. Protože je Lieova závorka bilineárńım
zobrazeńım, stač́ı, když zadáme jej́ı hodnotu na bázových vektorech, a pro zbývaj́ıćı vektory Lie-
ovy algebry ji dodefinujeme pomoćı zmı́něné bilinearity. Lieovu algebru so(2, 1) tedy můžeme
definovat také jako tř́ıdimenzionálńı vektorový prostor nad reálnými č́ısly s bázovými vektory
P0, P1, N a s Lieovou závorkou určenou vztahy (II.6). Tato definice je alternativńım, v́ıce abs-
traktńım zp̊usobem, jak lze definovat Lieovu algebru so(2, 1).

Matice (II.5) lze už́ıt k definici reprezentace Lieovy algebry na tř́ıdimenzionálńım vektorovém
prostoru.

Pod pojmem reprezentace Lieovy algebry so(2, 1) na vektorovém prostoru R3 budeme rozumět
lineárńı zobrazeńı ρ z Lieovy algebry so(2, 1) do prostoru L(R3, R3), tvořeného všemi lineárńımi
zobrazeńımi R3 → R3, pro které plat́ı ρ([X, Y ]) = ρ(X)◦ρ(Y )−ρ(Y )◦ρ(X), kde X, Y ∈ so(2, 1)
a kde symbol ◦ znač́ı skládáńı zobrazeńı. Protože libovolné lineárńı zobrazeńı R3 → R3 z prostoru
L(R3, R3) můžeme zapsat pomoćı 3×3 matice, budeme mı́sto prostoru L(R3, R3) uvažovat prostor
všech reálných 3× 3 matic Mat3×3(R). Budeme tedy uvažovat lineárńı zobrazeńı

ρ : so(2, 1) → Mat3×3(R), (II.7)

které bude splňovat podmı́nku

ρ([X, Y ]) = ρ(X)ρ(Y )− ρ(Y )ρ(X), (II.8)

kde X, Y ∈ so(2, 1) a kde násobeńı na pravé straně má význam násobeńı matic.
V našem př́ıpadě urč́ıme zobrazeńı ρ tak, že budeme bázové vektory P0, P1, N reprezentovat

pomoćı matic (II.5), to jest

ρ(P0) =

 . 1 .
1 . .
. . .

 , ρ(P1) =

 . . −1
. . .
1 . .

 , ρ(N) =

. . .
. . 1
. 1 .

 . (II.9)

Uvědomı́me-li si, že prvky Lieovy algebry so(2, 1) reprezentujeme v reprezentaci ρ pomoćı matic
vystupuj́ıćıch ve vztaźıch (II.2), (II.3), kterých jsme užili při definici této Lieovy algebry, tak
je zřejmé, že podmı́nka (II.8), kladená na zobrazeńı ρ, je pouze jiným zápisem vztahu (II.2).
Platnost podmı́nky (II.8) je tedy d̊usledkem vztahu (II.2), který jsme užili při definici Lieovy
algebry so(2, 1).
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II.2 Hopfova algebra U(so(2, 1))

V tomto odstavci zavedeme Hopfovu algebru definovanou na univerzálńı obaluj́ıćı algebře Lie-
ovy algebry so(2, 1). Definice takové Hopfovy algebry pro libovolnou Lieovu algebru je uvedena
např́ıklad v [10] nebo [12]. Tato Hopfova algebra bude velmi podobná Hopfově algebře, kterou
jsme užili v př́ıkladě (I.7), (I.18), (I.26).

Uvažujme algebru generovanou třemi prvky P0, P1, N , to jest algebru vytvořenou postupem
uvedeným v odstavci I.1. V této algebře zavedeme relace (II.6), přičemž závorku [·, ·] v těchto
vztaźıch budeme interpretovat jako komutátor, který je pro prvky X, Y z této algebry definován
jako [X, Y ] = XY − Y X. Zavedeńı těchto relaćı, to jest relaćı (I.6), definuje novou algebru,
kterou budeme nazývat univerzálńı obaluj́ıćı algebrou Lieovy algebry so(2, 1), a kterou budeme
značit symbolem U(so(2, 1)). Poznamenejme, že zat́ım, co Lieova algebra so(2, 1) byla zavedena
na konečnědimenzionálńım vektorovém prostoru nad reálnými č́ısly, univerzálńı obaluj́ıćı algebru
jsme zavedli na nekonečnědimenzionálńım vektorovém prostoru nad komplexńımi č́ısly.

Z univerzálńı obaluj́ıćı algebry U(so(2, 1)) můžeme vytvořit Hopfovu algebru tak, že pro prvky
P0, P1, N definujeme konásobeńı kojednotku a antipode

∆P0 = P0 ⊗ 1 + 1⊗ P0, ∆P1 = P1 ⊗ 1 + 1⊗ P1, ∆N = N ⊗ 1 + 1⊗N,

ε(P0) = 0, ε(P1) = 0, ε(N) = 0, (II.10)
S(P0) = −P0, S(P1) = −P1, S(N) = −N.

Z odstavc̊u I.3 a I.4 v́ıme, že zadáńı konásobeńı, kojednotky a antipodu pro prvky P0, P1, N ,
to jest vztah̊u (I.13) a (I.22), je dostatečnou podmı́nkou pro zadáńı struktury Hopfovy algebry
na algebře generované těmito prvky tehdy, když jsou pro prvky P0, P1, N splněny axiomy (I.10)
a (I.20). Tyto axiomy vyč́ıslené na prvku P0 jsou

(∆⊗ id)∆P0 = (∆⊗ id)(P0 ⊗ 1 + 1⊗ P0) = P0 ⊗ 1⊗ 1 + 1⊗ P0 ⊗ 1 + 1⊗ 1⊗ P0

= (id⊗∆)(P0 ⊗ 1 + 1⊗ P0) = (id⊗∆)∆P0,

(ε⊗ id)∆P0 = (ε⊗ id)(P0 ⊗ 1 + 1⊗ P0) = ε(P0)1 + ε(1)P0 = P0

= 1ε(P0) + P0ε(1) = (id⊗ ε)(P0 ⊗ 1 + 1⊗ P0) = (id⊗ ε)∆P0,

·(S ⊗ id)∆P0 = ·(S ⊗ id)(P0 ⊗ 1 + 1⊗ P0) = S(P0)1 + S(1)P0 = 0 = 1ε(P0)
= 1S(P0) + P0S(1) = ·(id⊗ S)(P0 ⊗ 1 + 1⊗ P0) = ·(id⊗ S)∆P0,

a podobným zp̊usobem lze ověřit i platnost axiomů (I.10) a (I.20) pro zbývaj́ıćı prvky P1, N .
Vztahy (II.10) tedy definuj́ı strukturu Hopfovy algebry na algebře generované prvky P0, P1, N .
Abychom mohli v Hopfově algebře, generované prvky P0, P1, N , zavést relace (II.6), muśıme
ověřit platnost podmı́nek (I.17) a (I.25). Dř́ıve než začneme ověřovat tyto podmı́nky, bude vhodné
upravit výraz pro konásobeńı aplikované na komutátor, to jest výraz

∆[X, Y ] = (∆X)(∆Y )− (∆Y )(∆X)
= (X(1) ⊗X(2))(Y(1) ⊗ Y(2))− (Y(1) ⊗ Y(2))(X(1) ⊗X(2))

= X(1)Y(1) ⊗X(2)Y(2) − Y(1)X(1) ⊗ Y(2)X(2)

= X(1)Y(1) ⊗X(2)Y(2) − Y(1)X(1) ⊗ Y(2)X(2) + Y(1)X(1) ⊗X(2)Y(2) − Y(1)X(1) ⊗X(2)Y(2)

= [X(1), Y(1)]⊗X(2)Y(2) + Y(1)X(1) ⊗ [X(2), Y(2)],
(II.11)

kde X, Y jsou prvky z algebry a kde X(1) ⊗ X(2) = ∆X, Y(1) ⊗ Y(2) = ∆Y . Nyńı vyč́ısĺıme
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podmı́nky (I.17) a (I.25) pro př́ıpad prvńı z podmı́nek (II.6), to jest pro podmı́nku [N,P0]−P1 = 0,

ε([N,P0]− P1) = ε(NP0 − P0N − P1) = ε(N)ε(P0)− ε(P0)ε(N)− ε(P1) = 0,

∆([N,P0]− P1) = ∆[N,P0]−∆P1 = [N,P0]⊗ 11 + [N,1]⊗ 1P0 + [1, P0]⊗N1 + [1,1]⊗NP0

+ P0N ⊗ [1,1] + 1N ⊗ [1, P0] + P01⊗ [N,1] + 11⊗ [N,P0]− P1 ⊗ 1− 1⊗ P1

= ([N,P0]− P1)⊗ 1 + 1⊗ ([N,P0]− P1) = 0,

S([N,P0]− P1) = S(NP0 − P0N − P1) = S(N)S(P0)− S(P0)S(N)− S(P1)
= (−N)(−P0)− (−P0)(−N)− (−P1) = −(NP0 − P0N − P1)
= −([N,P0]− P1) = 0.

Vid́ıme, že v př́ıpadě prvńı z podmı́nek (II.6) jsou tyto výrazy nulové, a analogickým zp̊usobem
bychom mohli prokázat také nulovost těchto výraz̊u pro zbývaj́ıćı dva výrazy z (II.6). Vztahy
(II.6) a (II.10) tedy zavád́ı na algebře generované prvky P0, P1, N strukturu Hopfovy algebry.

Vztahy (II.10) definuj́ıćı konásobeńı z̊ustanou nezměněny, zaměńıme-li složky v tenzorovém
součinu, což znamená, že zavedená Hopfova algebra je kokomutativńı. V odstavci pojednávaj́ıćım
o quasitriangulárńı struktuře bylo ukázáno, že pro kokomutativńı Hopfovu algebru lze zavést
quasitriangulárńı strukturu

R = 1⊗ 1. (II.12)

Hopfova algebra U(so(2, 1)) je tedy quasitriangulárńı Hopfovou algebrou.
V př́ıpadě Lieovy algebry so(2, 1) jsme vztahy (II.9) definovali reprezentaci ρ na vektorovém

prostoru R3. Nyńı tuto reprezentaci Lieovy algebry užijeme k tomu, abychom definovali repre-
zentaci univerzálńı obaluj́ıćı algebry U(so(2, 1)) na vektorovém prostoru C3.

Pod pojmem reprezentace algebry U(so(2, 1)) na vektorovém prostoru C3 budeme rozumět
lineárńı zobrazeńı ρ z algebry U(so(2, 1)) do prostoru L(C3, C3), tvořeného všemi lineárńımi
zobrazeńımi C3 → C3, pro které plat́ı ρ(XY ) = ρ(X)◦ρ(Y ), kde X, Y ∈ U(so(2, 1)) a kde symbol
◦ znač́ı skládáńı zobrazeńı. Protože libovolné lineárńı zobrazeńı C3 → C3 z prostoru L(C3, C3)
můžeme zapsat pomoćı 3 × 3 matice, budeme mı́sto prostoru L(C3, C3) uvažovat prostor všech
komplexńıch 3× 3 matic Mat3×3(C). Budeme tedy uvažovat lineárńı zobrazeńı

ρ : U(so(2, 1)) → Mat3×3(C), (II.13)

které bude splňovat podmı́nku
ρ(XY ) = ρ(X)ρ(Y ), (II.14)

kde X, Y ∈ U(so(2, 1)) a kde násobeńı na pravé straně je násobeńım matic.
Zobrazeńı ρ (II.13) zavedeme tak, že pro jednotkový prvek definujeme

ρ(1) = δ, (II.15)

kde δ znač́ı jednotkovou matici. Pro prvky P0, P1, N zavedeme zobrazeńı ρ pomoćı vztah̊u
(II.9), to jest stejným zp̊usobem jako v př́ıpadě reprezentace (II.7) Lieovy algebry so(2, 1),
s t́ım rozd́ılem, že nyńı pracujeme s vektorovými prostory nad komplexńımi č́ısly. Dále uvažujme
k = 2, 3, . . . prvk̊u X1, X2, . . . , Xk, které jsou lineárńımi kombinacemi vektor̊u P0, P1, N , a pro
které je tedy zobrazeńı ρ určeno vztahy (II.9). Na prvćıch tvaru X1X2 · · ·Xk pak zobrazeńı ρ
vyč́ısĺıme s užit́ım vztahu

ρ(X1X2 · · ·Xk) = ρ(X1)ρ(X2) · · · ρ(Xk), (II.16)
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kde násobeńı na pravé straně má význam násobeńı matic. Protože je zobrazeńı ρ lineárńı a libo-
volný prvek algebry generované prvky P0, P1, N můžeme zapsat jako lineárńı kombinaci prvk̊u 1,
X1, X1X2, X1X2X3, . . ., kde X1, X2, . . . jsou lineárńımi kombinacemi vektor̊u P0, P1, N , zavád́ı
uvedená definice zobrazeńı ρ na celé algebře generované prvky P0, P1, N .

Nyńı uvažujme prvky X = X1X2 · · ·Xk, Y = Y1Y2 · · ·Yk′ , kde k, k′ = 1, 2, . . . a kde X1, Y1,
X2, Y2, . . . jsou lineárńımi kombinacemi vektor̊u P0, P1, N , a dosad’me tyto vektory do podmı́nky
(II.14)

ρ(XY ) = ρ(X1X2 · · ·XkY1Y2 · · ·Yk′) = ρ(X1)ρ(X2) · · · ρ(Xk)ρ(Y1)ρ(Y2) · · · ρ(Yk′)
= ρ(X1X2 · · ·Xk)ρ(Y1Y2 · · ·Yk′) = ρ(X)ρ(Y ).

Pro tyto prvky je tedy podmı́nka (II.14) splněna a podobně bychom mohli ukázat, že je tato
podmı́nka splněna i v př́ıpadě, kdy mı́sto některých z prvk̊u X, Y užijme jednotkový prvek 1,
což by bylo d̊usledkem toho, že je reprezentován jednotkovou matićı. Z linearity zobrazeńı ρ pak
plyne, že je na algebře generované prvky P0, P1, N zavedeno tak, že splňuje podmı́nku (II.14).

Zbývá ověřit, že zobrazeńı ρ z̊ustane dobře definováno i v př́ıpadě, kdy zavedeme relace (II.6).
Lze ukázat, že zobrazeńı ρ z̊ustane dobře definováno právě tehdy, když budou podmı́nky (II.6) re-
prezentovány nulovou matićı. Uváž́ıme-li vlastnost (II.8) zobrazeńı ρ, tak je zřejmé, že podmı́nky
(II.6) jsou opravdu reprezentovány nulovou matićı, a zavedené zobrazeńı ρ tud́ıž definuje repre-
zentaci univerzálńı obaluj́ıćı algebry U(so(2, 1)).

II.3 Maticová bialgebra

Tento odstavec bude pojednávat o bialgebře, kterou bychom mohli nazvat maticovou bialgebrou.
O bialgebrách tohoto typu je podrobně pojednáno v [10, Kap 4]. Tuto bialgebru zavedeme z toho
d̊uvodu, že ji v následuj́ıćım odstavci užijeme při definici bialgebry duálńı k bialgebře U(so(2, 1)).

Uvažujme algebru generovanou 9 prvky ti
j , i, j = 1, 2, 3, jej́ıž konstrukce byla popsána v od-

stavci I.1. Abychom nemuseli pokaždé, když se objev́ı nějaké indexy, vypisovat hodnoty, kterých
mohou nabývat, zavedeme konvenci, podle které budou indexy i, j, k, l, . . . nabývat hodnot 1, 2, 3.
Hodnoty index̊u pak budeme uvádět jen v př́ıpadech, které se budou odlǐsovat od této konvence,
nebo v př́ıpadech, kdy budeme cht́ıt zd̊uraznit zp̊usob indexováńı. Z této algebry vytvoř́ıme bialge-
bru tak, že pro tyto generuj́ıćı prvky definujeme výrazy (I.13) definuj́ıćı konásobeńı a kojednotku.
Těmito výrazy v našem př́ıpadě budou

∆ti
j = ti

k ⊗ tk
j ,

ε(ti
j) = δi

j . (II.17)

Z postupu tvorby bialgebry, popsané v odstavci I.3, plyne, že bialgebra bude těmito vztahy
definována, pokud budou pro generuj́ıćı prvky ti

j splněny axiomy bialgebry (I.10)

(∆⊗ id)∆ti
j = (∆⊗ id)(ti

k ⊗ tk
j) = ti

l ⊗ tl
k ⊗ tk

j = (id⊗∆)(ti
l ⊗ tl

j) = (id⊗∆)∆ti
j ,

(ε⊗ id)∆ti
j = (ε⊗ id)(ti

k ⊗ tk
j) = ε(ti

k)tk
j = δi

kt
k
j = ti

j

= ti
kδ

k
j = ti

kε(tk
j) = (id⊗ ε)(ti

k ⊗ tk
j) = (id⊗ ε)∆ti

j .

Pro generuj́ıćı prvky jsou tyto axiomy splněny, výrazy (II.17) tedy definuj́ı bialgebru. Tuto bial-
gebru budeme značit symbolem M .
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Při zapisováńı některých vztah̊u bude výhodné, pokud si prvky ti
j představ́ıme jako prvky

matice, kterou budeme značit t. Prvky ti
j tedy zaṕı̌seme do matice

t =

t1
1 t1

2 t1
3

t2
1 t2

2 t2
3

t3
1 t3

2 t3
3

 .

Při zapisováńı vztah̊u pak budeme s matićı t zacházet tak, jako by to byla obyčejná matice.
Např́ıklad budeme-li cht́ıt zapsat vztah ε(t) v indexovém značeńı, to jest vyč́ıslit tento vztah
pro určité indexy i, j, pak dostaneme [ε(t)]ij = ε(ti

j). Vyskytne-li se symbol t v jednom vztahu
několikrát, budeme při přepisováńı do indexového značeńı postupovat tak, jako by se jednalo
o násobeńı matic, přičemž symboly, jako je např́ıklad ⊗, vyskytuj́ıćı se mezi maticemi t nebudou
mı́t na zp̊usob indexováńı vliv. Např́ıklad výrazu t⊗t bude v indexovém značeńı odpov́ıdat výraz
(t⊗ t)i

j = ti
k ⊗ tk

j . Vztahy (II.17) můžeme pomoćı tohoto zp̊usobu značeńı zapsat jako

∆t = t⊗ t,

ε(t) = δ, (II.18)

kde symbol δ znač́ı jednotkovou matici. V některých př́ıpadech bude potřeba pracovat s několika
r̊uznými páry index̊u. V takovémto př́ıpadě budeme r̊uzné páry index̊u odlǐsovat spodńım indexem
u symbolu t, vztah ti1

j1t
i2

j2t
i3

j3 zapsaný v indexovém značeńı tedy zaṕı̌seme v maticovém značeńı
jako t1t2t3. Při přepisováńı takových vztah̊u do indexového značeńı budeme postupovat nezávisle
pro každý pár index̊u, vyskytne-li se tedy některá z matic t1, t2, t3, . . . v́ıce než jednou, pak
budeme indexy umı́st’ovat tak, jako by se jednalo o násobeńı těchto matic. Jako př́ıklad vztahu
zapsaného t́ımto zp̊usobem můžeme uvést konásobeńı aplikované na prvek t1t2

∆(ti1
j1t

i2
j2) = [∆(t1t2)]i1j1

i2
j2 = [(∆t1)(∆t2)]i1j1

i2
j2 = [(t1 ⊗ t1)(t2 ⊗ t2)]i1j1

i2
j2

= [t1t2 ⊗ t1t2]i1j1
i2

j2 = ti1
k1t

i2
k2 ⊗ tk1

j1t
k2

j2 .

Poznamenejme, že bázové vektory bialgebry M , které jsou tvaru 1, ti1
j1 , ti1

j1t
i2

j2 , ti1
j1t

i2
j2t

i3
j3 ,

. . ., můžeme pomoćı nového značeńı zapsat jako 1, t1, t1t2, t1t2t3, . . ..
Nyńı uvažujme strukturu R, kterou budeme nazývat R-matice, tvořenou 34 = 81 komplexńımi

č́ısly Ri1
j1

i2
j2 ∈ C, i1, j1, i2, j2 = 1, 2, 3. S užit́ım této struktury zavedeme v algebře M relace

ti2
k2t

i1
k1R

k1
j1

k2
j2 = Ri1

l1
i2

l2t
l1

j1t
l2

j2 . (II.19)

Stejně, jako jsme zavedli pro prvky ti
j značeńı pomoćı symbolu t, zavedeme pro R-matici značeńı,

podle kterého budeme R-matici označovat symbolem R12. Při rozepisováńı tohoto symbolu v in-
dexovém značeńı budeme psát [R12]i1j1

i2
j2 = Ri1

j1
i2

j2 , přičemž dva spodńı indexy u symbolu
R užitého v maticovém značeńı označuj́ı, které indexy máme už́ıt na prvńı a na druhé dvo-
jici index̊u R-matice v př́ıpadě, kdy užijeme indexového značeńı. Spodńı indexy jsou v mati-
covém značeńı zavedeny pro to, aby odlǐsovali r̊uzné páry index̊u, a vyskytne-li se stejný spodńı
index v́ıce než jednou, pak budeme při rozepisováńı do indexového značeńı postupovat tak,
jako by se jednalo o násobeńı matic. Výraz t2t1R12 tedy v indexovém značeńı zaṕı̌seme jako
(t2t1R12)i1

j1
i2

j2 = ti2
k2t

i1
k1R

k1
j1

k2
j2 . Relace (II.19) můžeme pomoćı takto zavedeného značeńı

zapsat jako
t2t1R12 = R12t1t2. (II.20)
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S užit́ım tohoto značeńı je snadné ověřit platnost podmı́nek (I.17), které zaručuj́ı to, že algebra
vzniklá zavedeńım podmı́nek (II.20) je dobře definována. Pro podmı́nky (II.20) dostáváme

ε(t2t1R12 −R12t1t2) = ε(t2)ε(t1)R12 −R12ε(t1)ε(t2) = δ2δ1R12 −R12δ1δ2 = R12 −R12 = 0,

∆(t2t1R12 −R12t1t2) = ∆(t2)∆(t1)R12 −R12∆(t1)∆(t2) = t2t1 ⊗ t2t1R12 −R12t1t2 ⊗ t1t2

= t2t1 ⊗R12t1t2 − t2t1R12 ⊗ t1t2 = 0,

přičemž jsme užili (II.20) a toho, že R-matice je tvořena č́ısly, a proto nezálež́ı na tom, zda ji
naṕı̌seme před nebo za tenzorový součin.

II.4 Hopfova algebra Pol(SO(2, 1))

V tomto odstavci vytvoř́ıme duálńı Hopfovu algebru k algebře U(so(2, 1)). Při konstrukci této
Hopfovy algebry užijeme aparátu maticových bialgeber, popsaných v předešlém odstavci, a re-
prezentace ρ algebry U(so(2, 1)), definované v odstavci II.2, která bude vystupovat v definici
bilineárńı formy zajǐst’uj́ıćı dualitu maticové bialgebry a bialgebry zavedené na univerzálńı oba-
luj́ıćı algebře. O tomto postupu, který využ́ıvá maticovou bialgebru, a reprezentace univerzálńı
obaluj́ıćı algebry pomoćı matic, o které jsme se zmı́nili v odstavci II.2, je pojednáno např́ıklad
v [10, Kap 4].

Uvažujme bialgebru M zavedenou v předešlém odstavci, to jest bialgebru generovanou 9
prvky ti

j , i, j = 1, 2, 3 s konásobeńım a kojednotkou (II.18). Pro prvky z této bialgebry a prvky
z Hopfovy algebry U(so(2, 1)), zavedené na univerzálńı obaluj́ıćı algebře Lieovy algebry so(2, 1), se
pokuśıme definovat bilineárńı formu, která bude splňovat podmı́nky (I.37). Budeme tedy uvažovat
bilineárńı formu

〈·, ·〉 : U(so(2, 1))⊗M → C. (II.21)

Tuto bilineárńı formu zavedeme tak, že pro prvky 1 a ti
j z bialgebry M a pro prvky X z Hopfovy

algebry U(so(2, 1)), definujme

〈X,1〉 = ε(X),

〈X, ti
j〉 = ρ(X)i

j , (II.22)

kde ε je kojednotka definovaná vztahy (II.10) a ρ je zobrazeńı definované vztahy (II.15), (II.16),
přičemž indexy i, j určuj́ı prvek matice ρ(X). Bilineárńı formu určenou těmito vztahy můžeme
dodefinovat i pro zbývaj́ıćı prvky bialgebry M , a to tak, že užijeme druhé z vlastnost́ı (I.37). Pro
prvky tvaru ti1

j1t
i2

j2 · · · tik
jk

, k = 2, 3, . . . z bialgebry M a prvky X z U(so(2, 1)) tedy vyč́ısĺıme
bilineárńı formu pomoćı vztahu

〈X, ti1
j1t

i2
j2 · · · tik

jk
〉 = 〈∆k−1X, ti1

j1 ⊗ ti2
j2 ⊗ · · · ⊗ tik

jk
〉

= 〈X(1) ⊗X(2) ⊗ · · · ⊗X(k), t
i1

j1 ⊗ ti2
j2 ⊗ · · · ⊗ tik

jk
〉

= 〈X(1), t
i1

j1〉〈X(2), t
i2

j2〉 · · · 〈X(k), t
ik

jk
〉

= ρ(X(1))
i1

j1ρ(X(2))
i2

j2 · · · ρ(X(k))
ik

jk
.

(II.23)

Užijeme-li maticového zápisu, zavedeného v předešlém odstavci, tak tento vztah zaṕı̌seme jako

〈X, t1t2 . . . tk〉 = ρ1(X(1))ρ2(X(2)) . . . ρk(X(k)), (II.24)

kde spodńı index u symbolu ρ určuje, kterou dvojici index̊u bychom museli už́ıt při vyč́ıslováńı
matice při užit́ı indexového značeńı. Protože prvky 1, ti1

j1 , ti1
j1t

i2
j2 , ti1

j1t
i2

j2t
i3

j3 ,. . . tvoř́ı bázi
v bialgebře M , zavád́ı vztahy (II.22) a (II.24) bilineárńı formu pro celou bialgebru M .
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Nyńı uvažujme prvky f = t1t2 · · · tk, g = t1′t2′ · · · tk′ z bialgebry M a prvky X, Y z bialgebry
U(so(2, 1)) a ověřme pro tyto prvky prvńı čtyři axiomy z (I.37), které muśı splňovat bilineárńı
forma definuj́ıćı dualitu bialgeber. Pro prvńı axiom dostáváme

〈X, fg〉 = 〈X, t1t2 · · · tkt1′t2′ · · · tk′〉
= ρ1(X(1))ρ2(X(2)) · · · ρk(X(k))ρ1′(X(k+1))ρ2′(X(k+2)) · · · ρk′(X(k+k′))

= ρ1(X(1)(1))ρ2(X(1)(2)) · · · ρk(X(1)(k))ρ1′(X(2)(1))ρ2′(X(2)(2)) · · · ρk′(X(2)(k′))

= 〈X(1), t1t2 · · · tk〉〈X(2), t1′t2′ · · · tk′〉 = 〈X(1), f〉〈X(2), g〉 = 〈∆X, f ⊗ g〉,

kde jsme užili koasociativity konásobeńı, to jest toho, že plat́ı ∆k+k′−1X = (∆k−1 ⊗∆k′−1)∆X.
Pro druhý axiom dostáváme

〈XY, f〉 = 〈XY, t1t2 · · · tk〉 = ρ1((XY )(1))ρ1((XY )(2)) · · · ρk((XY )(k))

= ρ1(X(1))ρ1(Y(1))ρ2(X(2))ρ2(Y(2)) · · · ρk(X(k))ρk(Y(k))

= ρ1(X(1))ρ2(X(2)) · · · ρk(X(k))ρ1(Y(1))ρ2(Y(2)) · · · ρk(Y(k))

= 〈X, t1t2 · · · tk〉〈Y, t1t2 · · · tk〉 = 〈X ⊗ Y, t1t2 · · · tk ⊗ t1t2 · · · tk〉
= 〈X ⊗ Y, ∆(t1t2 · · · tk)〉 = 〈X ⊗ Y, ∆f〉.

V třet́ı rovnosti jsme užili vlastnosti ρ(XY )i
j = ρ(X)i

kρ(Y )k
j , plynoućı z definice (II.16) zob-

razeńı ρ, kterou v př́ıpadě i-tého páru index̊u zaṕı̌seme v maticovém zápisu jako ρi(XY ) =
ρi(X)ρi(Y ). Ve čtvrté rovnosti jsme výrazy přeuspořádali, přičemž toto přeuspořádáńı jsme pro-
vedli tak, aby z̊ustalo zachováno pořad́ı násobeńı matic ρi, které se pro každé i = 1, . . . , k vyskytuj́ı
dvakrát. Zbývaj́ıćı dva axiomy jsou

〈X,1〉 = ε(X),
〈1, f〉 = 〈1, t1t2 · · · tk〉 = ρ1(1)ρ2(1) · · · ρk(1) = δ1δ2 · · · δk = ε(t1t2 · · · tk).

Platnost prvńıho axiomu plyne př́ımo z definice (II.22) bilineárńı formy a platnost druhého axiomu
je d̊usledkem definice (II.15) zobrazeńı ρ a definice (II.17) kojednotky, přičemž symbol δi znač́ı
jednotkovou matici pro i-tou dvojici index̊u. Definovaná bilineárńı forma tedy splňuje prvńı čtyři
podmı́nky z (I.37), které jsou nezbytné pro dualitu bialgeber.

Źıskaná bilineárńı forma neńı nedegenerovaná, a bialgebry M a U(so(2, 1)) tud́ıž nejsou ne-
degenerovaně duálńı, ale jak v́ıme z odstavce I.6, lze z p̊uvodńıch bialgeber vytvořit nové bial-
gebry, které maj́ı tu vlastnost, že bilineárńı forma zúžená na tyto bialgebry je nedegenerovaná.
Tento postup je založen na tom, že vezmeme jádra bilineárńı formy, a vytvoř́ıme faktor bialge-
bry p̊uvodńıch bialgeber a těchto jader, č́ımž vytvoř́ıme bialgebry, ze kterých budou odstraněny
prvky, pro které je bilineárńı forma degenerovaná, a bilineárńı forma zúžená na tyto bialgebry
pak bude nedegenerovaná. My si tento postup poněkud zjednoduš́ıme, a mı́sto toho, abychom
hledali jádra bilineárńı formy, budeme v bialgebře M hledat vztahy (I.6) splňuj́ıćı (I.40), kterými
sńıž́ıme degeneraci bilineárńı formy (II.21).

Při hledáńı vztah̊u (I.6) splňuj́ıćıch (I.40), kterými budeme snižovat degeneraci naš́ı bilineárńı
formy využijeme dvou vlastnost́ı, quasitriangularity Hopfovy algebry U(so(2, 1)) a relace (II.6).

Jak bylo uvedeno v odstavci II.2, Hopfova algebra U(so(2, 1)) je quasitriangulárńı s quasit-
riangulárńı strukturou (II.12). Z třet́ı z definičńıch podmı́nek (I.53) quasitriangulárńı struktury
plyne, že pro libovolný prvek X z Hopfovy algebry U(so(2, 1)) plat́ı

(τ∆X)R−R(∆X) = 0,
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kde τ je lineárńı zobrazeńı přehazuj́ıćı členy v tenzorovém součinu. Pokusme se vyč́ıslit bilineárńı
formu pro tuto podmı́nku a pro prvky t1, t2 z bialgebry M .

0 = 〈(τ∆X)R−R(∆X), t1 ⊗ t2〉
= 〈X(2)R(1) ⊗X(1)R(2), t1 ⊗ t2〉 − 〈R(1)X(1) ⊗R(2)X(2), t1 ⊗ t2〉

= 〈X(1)R(2), t2〉〈X(2)R(1), t1〉 − 〈R(1)X(1), t1〉〈R(2)X(2), t2〉

= 〈X(1) ⊗R(2),∆t2〉〈X(2) ⊗R(1),∆t1〉 − 〈R(1) ⊗X(1),∆t1〉〈R(2) ⊗X(2),∆t2〉

= 〈X(1) ⊗R(2), t2 ⊗ t2〉〈X(2)R(1),∆t1 ⊗ t1〉 − 〈R(1) ⊗X(1), t1 ⊗ t1〉〈R(2) ⊗X(2), t2 ⊗ t2〉

= 〈X(1), t2〉〈R(2), t2〉〈X(2), t1〉〈R(1), t1〉 − 〈R(1), t1〉〈X(1), t1〉〈R(2), t2〉〈X(2), t2〉

= 〈X(1), t2〉〈X(2), t1〉〈R(1), t1〉〈R(2), t2〉 − 〈R(1), t1〉〈R(2), t2〉〈X(1), t1〉〈X(2), t2〉
= 〈∆X, t2 ⊗ t1〉〈R, t1 ⊗ t2〉 − 〈R, t1 ⊗ t2〉〈∆X, t1 ⊗ t2〉
= 〈X, t2t1〉R12 −R12〈X, t1t2〉
= 〈X, t2t1R12 −R12t1t2〉,

kde jsme označili
R12 = 〈R, t1 ⊗ t2〉 = ρ1(R(1))ρ2(R(2)). (II.25)

Z posledńıho vztahu je zřejmé, že t2t1R12 −R12t1t2 = 0 splňuje (I.40), zavedeńı této podmı́nky
tud́ıž sńıž́ı degeneraci bilineárńı formy. V bialgebře M tedy zavedeme relace (II.19), které můžeme
s užit́ım indexového zápisu zapsat jako (II.19), přičemž R je definováno vztahem (II.25), který
v indexovém zápisu zaṕı̌seme jako

Ri1
j1

i2
j2 = 〈R, ti1

j1 ⊗ ti2
j2〉 = ρ(R(1))i1

j1ρ(R(2))i2
j2 . (II.26)

Z toho, co bylo o maticové bialgebře napsáno v předešlém odstavci je zřejmé, že vztahy (II.18),
(II.20) s R-matićı (II.25) definuj́ı strukturu bialgebry.

V našem př́ıpadě je R-matice

R =

1 . .
. 1 .
. . 1

⊗
1 . .

. 1 .

. . 1

 =



1 . . . . . . . .
. 1 . . . . . . .
. . 1 . . . . . .
. . . 1 . . . . .
. . . . 1 . . . .
. . . . . 1 . . .
. . . . . . 1 . .
. . . . . . . 1 .
. . . . . . . . 1


, (II.27)

kde jsme R-matici Ri1
j1

i2
j2 zapsali pomoćı 9× 9 matice tak, že řádky odpov́ıdaj́ı index̊um i1, i2

a sloupce index̊um j1, j2 v pořad́ı (i1, i2), (j1, j2) = (1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (3, 1),
(3, 2), (3, 3). Dosazeńım této R-matice do vztah̊u (II.19) dostáváme

ti1
j1t

i2
j2 − ti2

j2t
i1

j1 = [ti1
j1 , t

i2
j2 ] = 0, (II.28)

což znamená, že zavedená bialgebra je komutativńı.
Daľśımi vztahy, které sńıž́ı degeneraci bilineárńı formy jsou

tT η−1t = η−1, tηtT = η. (II.29)

34



Pro druhý z těchto vztah̊u ověř́ıme podmı́nky (I.17), nezbytné pro to, aby byla struktura bialge-
bry, zavedená vztahy (II.17), dobře definována i poté, co zavedeme tuto relaci.

ε(tηtT − η) = ε(t)ηε(t)− η = δηδ − η = η − η = 0,

∆(tηtT − η) = ∆(t)η∆(tT )− η∆(1) = (t⊗ 1)(1⊗ t)η(1⊗ tT )(tT ⊗ 1)− η1⊗ 1

= (t⊗ 1)(1⊗ tηtT )(tT ⊗ 1)− η1⊗ 1 = (t⊗ 1)η(tT ⊗ 1)− η1⊗ 1

= (tηtT ⊗ 1)− η1⊗ 1 = 0, (II.30)

kde jsme užili toho, že můžeme psát ∆t = (t⊗t) = (t⊗1)(1⊗t) a [∆(tT )]ij = ∆tj
i = tj

k⊗tk
i =

(1⊗tk
i)(tj

k⊗1) = [(1⊗tT )(tT ⊗1)]ij , a druhého vztahu z (II.29). Podobně bychom mohli ověřit
i platnost podmı́nek (I.17) v př́ıpadě prvńıho vztahu z (II.29). Zavedeme-li tedy vztahy (II.29),
tak bude struktura bialgebry stále dobře definována. Dále muśıme ukázat, že je splněna podmı́nka
(I.40), potřebná k tomu, aby byla po zavedeńı těchto vztah̊u dobře definována i bilineárńı forma
(II.21). Abychom ukázali, že podmı́nka (I.40) je pro druhou z relaćı (II.29) splněna, měli bychom
ukázat, že bilineárńı forma je nulová, vyč́ısĺıme-li ji na této relaci a na libovolném z prvk̊u 1,
X, X1X2, X1X2X3, . . . Hopfovy algebry U(so(2, 1)), kde X, X1, X2, X3 jsou lineárńı kombinace
prvk̊u P0, P1, N . Pro bilineárńı formu (II.21) vyč́ıslenou na jednotkovém prvku a druhém ze
vztah̊u (II.29) dostáváme

〈1, tηtT − η〉 = 〈1⊗ 1, tη ⊗ tT 〉 − η〈1,1〉 = δηδT − η = 0.

Budeme-li vyč́ıslovat mı́sto na jednotkovém prvku na prvku X z Hopfovy algebry U(so(2, 1)),
který je lineárńı kombinaćı vektor̊u P0, P1, N , pak dostaneme

〈X, tηtT − η〉 = 〈X ⊗ 1 + 1⊗X, tη ⊗ tT 〉 − η〈X,1〉 = ρ(X)ηδT + δηρ(X)
= ρ(X)η + ηρ(X) = 0,

přičemž nulovost posledńıho výrazu je d̊usledkem toho, že matice ρ(X) splňuje podmı́nku (II.3).
V př́ıpadě zbývaj́ıćıch prvk̊u X1X2, X1X2X3, . . . bude výpočet poněkud složitěǰśı, např́ıklad pro
prvek X1X2 dostáváme

〈X1X2, tηtT − η〉 = 〈X1 ⊗X2,∆(tηtT − η)〉
= 〈X1 ⊗X2, (t⊗ 1)(1⊗ t)η(1⊗ tT )(tT ⊗ 1)− η1⊗ 1〉
= 〈X1 ⊗X2, (t⊗ 1)(1⊗ tηtT )(tT ⊗ 1)〉 − 〈X1 ⊗X2, η1⊗ 1〉
= 〈X1, t〈X2, tηtT 〉tT 〉 − 〈X1 ⊗X2, η1⊗ 1〉
= 〈X1, t〈X2, η〉tT 〉 − 〈X1 ⊗X2, η1⊗ 1〉
= 〈X1 ⊗X2, (t⊗ 1)η(tT ⊗ 1)〉 − 〈X1 ⊗X2, η1⊗ 1〉
= 〈X1 ⊗X2, tηtT ⊗ 1− η1⊗ 1〉 = 〈X1, tηtT − η〉〈X2,1〉 = 0,

kde jsme užili toho, že 〈X2, tηtT 〉 = 〈X2, η〉 a vztahu (II.29). Podobným výpočtem bychom mohli
ukázat nulovost bilineárńı formy i v př́ıpadě prvk̊u tvaru X1X2X3, . . .. Analogicky k tomu, jak
jsme postupovali v př́ıpadě druhé z podmı́nek (II.29) bychom mohli postupovat i v př́ıpadě prvńı
z podmı́nek. Relace (II.29) tedy splňuj́ı podmı́nku (I.40), a jejich zavedeńı tud́ıž sńıž́ı degeneraci
bilineárńı formy (II.21).

Vztah̊u (II.29) můžeme využ́ıt také k tomu, abychom definovali antipode, a to tak, že pro
prvky ti

j definujme antipode vztahem

S(t) = ηtT η−1. (II.31)
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Jak v́ıme z odstavce I.4, muśı být pro to, aby tento vztah definoval antipode na celé algebře
generované prvky ti

j , splněn pro generuj́ıćı prvky axiom (I.20). To, že je tomu tak, lze s užit́ım
(II.29) snadno dokázat

·(S ⊗ id)∆t = S(t)t = ηtT η−1t = ηη−1 = 1δ = 1ε(t)

= ηη−1 = tηtT η−1 = tS(t) = ·(id⊗ S)∆t.
(II.32)

Aby byl antipode, zavedený vztahem (II.31) dobře definován i v př́ıpadě, kdy zavedeme relace
(II.28) a (II.29), muśı pro ně být splněna podmı́nka (I.25). Ověřeńı této podmı́nky by se dalo
provést užit́ım postup̊u podobným těm, které jsme užili např́ıklad v (II.32).

Hopfovu algebru generovanou prvky ti
j s konásobeńım, kojednotkou a antipodem zavedenými

vztahy (II.17), (II.31), a s relacemi (II.19), (II.29) budeme značit Pol(SO(2, 1)). Důvod pro toto
označeńı bude zřejmý z odstavce II.6, ve kterém ukážeme, že tuto algebru lze zavést také jako
Hopfovu algebru definovanou na polynomech v prvćıch matic z SO(2, 1).

Pro tuto Hopfovu algebru, to jest pro Hopfovu algebru generovanou prvky ti
j s relacemi

(II.20), (II.29) s konásobeńım, kojednotkou a antipodem (II.18), (II.31), a Hopfovu algebru za-
vedenou na univerzálńı obaluj́ıćı algebře U(so(2, 1)) Lieovy algebry so(2, 1), jsme definovali bi-
lineárńı formu (II.21), (II.22), (II.23), která splňuje podmı́nky (I.37), a jej́ıž degeneraci se nám
podařilo sńıžit t́ım, že jsme v maticové bialgebře M zavedli relace (II.19) a (II.29).

II.5 Pol(SO(2, 1))-komodul algebra

V tomto odstavci užijeme maticové formy Hopfovy algebry Pol(SO(2, 1)) k tomu, abychom
vytvořili analogii řádkových vektor̊u a jejich násobeńı matićı, což v jazyce Hopfových algeber
poṕı̌seme pomoćı struktury pravé Pol(SO(2, 1))-komodul algebry. Zp̊usob zavedeńı této komo-
dul algebry je př́ıkladem obecného postupu pro zaváděńı komodul algeber v př́ıpadě maticových
bialgeber, který je popsán např́ıklad v [10, Kap 4].

Uvažujme algebru generovanou třemi prvky xi, i = 1, 2, 3. Z této algebry můžeme vytvořit
komodul algebru tak, že pro prvky xi definujeme zobrazeńı β

β(xi) = xj ⊗ tj
i. (II.33)

Z odstavce I.7 v́ıme, že tyto výrazy definuj́ı komodul algebru tehdy, když jsou pro prvky xi

splněny axiomy (I.42), to jest

(β ⊗ id)β(xi) = (β ⊗ id)(xj ⊗ tj
i) = xk ⊗ tk

j ⊗ tj
i = (id⊗∆)(xk ⊗ tk

i) = (id⊗∆)β(xi),

(id⊗ ε)β(xi) = (id⊗ ε)(xj ⊗ tj
i) = xjε(tj

i) = xjδ
j
i = xi.

Axiomy (I.42) jsou tedy pro generuj́ıćı prvky xi splněny, vztahy (II.33) tud́ıž definuj́ı pravou
Pol(SO(2, 1))-komodul algebru generovanou prvky xi.

V odstavci II.3 jsme zavedli značeńı, podle kterého zapisujeme prvky ti
j jako 3× 3 matici t.

Analogicky k tomu zavedeme značeńı, podle kterého budeme prvky ti zapisovat jako 1×3 matici
x, to jest jako řádkový vektor

x =
(
x1 x2 x3

)
.

Analogicky k tomu, jak jsme interpretovali násobeńı matic t, budeme interpretovat i násobeńı
řádkového vektoru x matićı t. Výraz x ⊗ t tedy v indexovém značeńı zaṕı̌seme jako (x ⊗ t)i =
xj⊗tj

i. Vztah (II.33) definuj́ıćı zobrazeńı β tedy můžeme ve zkráceném maticovém zápisu zapsat
vztahem

β(x) = x⊗ t. (II.34)
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V algebře generované prvky xi zavedeme relace

xj2xj1R
j1

i1
j2

i2 = λxi1xi2 , (II.35)

kde R je R-matice definovaná vztahem (II.25) a kde λ = 1. Vyč́ısĺıme-li v tomto vztahu λ a R-
matici R (II.27), tak dostaneme

xi2xi1 = xi1xi2 , (II.36)

tento vztah tedy ř́ıká, že zavedená algebra je komutativńı.
Abychom mohli pomoćı maticového značeńı zapsat také vztahy obsahuj́ıćı v́ıce volných index̊u,

zavedeme symboly x1̄, x2̄, . . ., které budou mı́t význam řádkového vektoru, přičemž spodńı index
bude značit, který index muśıme už́ıt při rozepisováńı do indexového značeńı. Vztah x1̄x2̄ pak
v indexovém značeńı zaṕı̌seme jako (x1̄x2̄)i1i2 = xi1xi2 . Pruh nad indexem budeme psát z toho
d̊uvodu, abychom odlǐsili symboly x1, x2, x3, které znač́ı prvky algebry, od symbol̊u x1̄, x2̄, . . .,
které maj́ı význam řádkových vektor̊u. Relace (II.35) pak s užit́ım tohoto značeńı zaṕı̌seme jako

x2̄x1̄R12 = λx1̄x2̄. (II.37)

Aby bylo zobrazeńı β dobře definováno i poté, co zavedeme tyto relace, muśı být splněna
podmı́nka (I.47). V našem př́ıpadě tedy muśıme ověřit nulovost výrazu

β(x2̄x1̄R12 − λx1̄x2̄) = β(x2̄)β(x1̄)R12 − λβ(x1̄)β(x2̄)
= (x2̄ ⊗ t2)(x1̄ ⊗ t1R12 − λ(x1̄ ⊗ t1)(x2̄ ⊗ t2)
= x2̄x1̄ ⊗ t2t1R12 − λx1̄x2̄ ⊗ t1t2

= x2̄x1̄ ⊗R12t1t2 − λx1̄x2̄ ⊗ t1t2

= (x2̄x1̄R12 − λx1̄x2̄)⊗ t1t2 = 0,

kde jsme užili vztahu (II.19), vztahu (II.37) a toho, že R-matice R12 jsou č́ısla a nezálež́ı tedy na
tom, zda je naṕı̌seme před nebo za tenzorový součin. Algebru generovanou prvky xi s relacemi
(II.35) budeme značit symbolem Pol(R3), a protože je podmı́nka (I.47) splněna, zobrazeńı (II.33)
vytvář́ı z této algebry pravou Pol(SO(2, 1))-komodul algebru.

Přestože jsme ve vztahu (II.35) položili λ = 1, je zřejmé, že vztahy (II.33), (II.35) by zaváděli
pravou komodul algebru i v př́ıpadě, kdy by λ bylo libovolné komplexńı č́ıslo. Např́ıklad kdy-
bychom položili λ = −1, tak bychom źıskali algebru generovanou antikomutuj́ıćımi prvky xi.

V zavedené pravé komodul algebře Pol(R3) si ještě všimněme prvku xiη
ijxj , který v ma-

ticovém zápisu zaṕı̌seme jako xηxT , kde η je matice zavedená v odstavci II.1. Tento prvek je
zvláštńı v tom, že zobrazeńı β aplikované na tento prvek dává následuj́ıćı výsledek

β(xiη
ijxj) = β(xi)ηijβ(xj) = (xk ⊗ tk

i)ηijβ(xl ⊗ tl
j) = xkxl ⊗ tk

iη
ijtl

j

= xkxl ⊗ (tηtT )kl = xkxl ⊗ ηkl = xiη
ijxj ⊗ 1.

(II.38)

Tento prvek je tedy zvláštńı t́ım, že si při p̊usobeńı zobrazeńı β zachovává sv̊uj tvar.

II.6 Interpretace Pol(SO(2, 1))

V tomto odstavci uvedeme jiný zp̊usob, který lze už́ıt k definici Hopfovy algebry Pol(SO(2, 1)),
a který zd̊uvodňuje jej́ı označeńı. Nejdř́ıve uvedeme definici Hopfovy algebry zavedené na funkćıch
definovaných na obecné grupě G, a pak tento postup aplikujeme na př́ıpad naš́ı grupy SO(2, 1).
Také se zmı́ńıme o alternativńım zp̊usobu definice bilineárńı formy (II.21) a komodul algebry
Pol(R3). Tento zp̊usob definice Hopfovy algebry je uveden např́ıklad v [12].
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Pro Lieovu grupu G uvažujme množinu C∞(G) všech komplexńıch nekonečněkrát diferen-
covatelných funkćı definovaných na této grupě. Uváž́ıme-li, že funkce z této množiny můžeme
násobit komplexńım č́ıslem a sč́ıtat, tak je zřejmé, že tato množina je vektorovým prostorem.
Na tomto vektorovém prostoru zavedeme strukturu Hopfovy algebry tak, že zavedeme násobeńı,
jednotku, konásobeńı, kojednotku a antipode

·(f ⊗ h)(g) = f(g)h(g),
1(g) = 1,

∆(f)(g1 ⊗ g2) = f(g1g2), (II.39)
ε(f) = f(e),

S(f)(g) = f(g−1),

kde f, h ∈ C∞(G), g, g1, g2 ∈ G a kde e znač́ı jednotkový prvek grupy, g1g2 násobeńı v grupě
a g−1 inverzi v grupě. Násobeńı na pravé straně prvńıho vztahu má význam násobeńı funkćı,
druhý vztah ř́ıká, že jednotkovým prvkem algebry je funkce identická jedné. V definici konásobeńı
jsme mı́sto prostoru C∞(G)⊗C∞(G) užili prostor C∞(G×G) všech komplexńıch nekonečněkrát
diferencovatelných funkćı definovaných na množině G×G. Ztotožněńı těchto prostor̊u je možné
v př́ıpadě konečné grupy, avšak v př́ıpadě obecné grupy G je drobným úskaĺım této definice.

Dále uvažujme Hopfovu algebru zavedenou na univerzálńı obaluj́ıćı algebře U(L) Lieovy alge-
bry L této grupy, kterou pro obecnou Lieovu algebru L zavedeme analogickým zp̊usobem k tomu,
jak jsme definovali U(so(2, 1)) v odstavci II.2. Pro tuto Hopfovu algebru a algebru C∞(G) lze
zavést bilineárńı formu definuj́ıćı dualitu těchto Hopfových algeber, to jest takovou, která splňuje
podmı́nky (I.37)

〈X1X2 · · ·Xn, f〉 =
∂n

∂t1∂t2 · · · ∂tn
f (exp(t1X1) exp(t2X2) · · · exp(tnXn))

∣∣∣
t1=t2=···=tn=0

, (II.40)

kde Xi ∈ L, i = 1, 2, . . . , n, f ∈ C∞(G) a kde exp je exponenciálńı zobrazeńı z Lieovy algebry L
do grupy G.

V našem př́ıpadě užijeme výše zmı́něných definic k tomu, abychom zavedli Hopfovu algebru
na množině Pol(SO(2, 1)) všech polynomů s komplexńımi koeficienty v prvćıch matice A z grupy
SO(2, 1). Množinu Pol(SO(2, 1)) je vhodné uvažovat mı́sto množiny C∞(SO(2, 1)) z toho d̊uvodu,
že ztotožněńı prostoru Pol(SO(2, 1)) ⊗ Pol(SO(2, 1)) s prostorem Pol(SO(2, 1) × SO(2, 1)) je
možné, zat́ım, co ztotožněńı prostoru C∞(SO(2, 1))⊗C∞(SO(2, 1)) s prostorem C∞(SO(2, 1)×
SO(2, 1)) nelze provést. Strukturu Hopfovy algebry na tomto prostoru, to jest násobeńı, jednotku,
konásobeńı, kojednotku a antipode, definujeme pomoćı vztah̊u (II.39).

Nyńı uvažujme funkce tij(A) z Pol(SO(2, 1)), které přǐrad́ı matici A ∈ SO(2, 1) prvek Ai
j

této matice. Zaṕı̌seme-li vztahy (II.39) pro tyto funkce, tak dostaneme

·(ti1j1 ⊗ ti2j2)(A) = ti1j1(A)ti2j2(A),
1(A) = 1,

∆(tij)(A⊗B) = tij(AB) = tik(A)tkj(B) = (tik ⊗ tkj)(A⊗B), (II.41)

ε(tij) = tij(δ) = δi
j ,

S(tij)(A) = tij(A−1) = tij(ηAT η−1) = ηiktlk(A)η−1
lj = (ηiktlkη

−1
lj )(A),

kde A, B ∈ SO(2, 1). Dále pro funkce tij plat́ı

(tikηkltj l − ηij)(A) = (AηAT − η)ij = 0,

(tkiη
−1
kl tlj − η−1

ij )(A) = (AT η−1A− η−1)ij = 0, (II.42)
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kde A ∈ SO(2, 1), což plyne ze vztah̊u (II.1).
Polynomy z Pol(SO(2, 1)), jsou funkce tvaru f(A) = c + ci

jAi
j + ci1

j1
i2

j2Ai1
j1A

i2
j2 + · · · =

(c1+ci
jtij +ci1

j1
i2

j2ti1j1t
i2

j2 + · · · )(A), kde c, cj
i , ci1

j1
i2

j2 , . . . jsou komplexńı koeficienty. Z tvaru
těchto funkćı je vidět, že na prvky Hopfovy algebry Pol(SO(2, 1)) můžeme pohĺıžet také jako
prvky komutativńı algebry generované prvky tij . Ze vztah̊u (II.41), (II.42) je zřejmé, že tato
algebra je totožná s algebrou zavedenou v odstavci II.3 a II.4, přičemž vztahy (II.17), definuj́ıćı
konásobeńı a kojednotku, jsou ekvivalentem druhého a třet́ıho vztahu z (II.41), vztah (II.28) vy-
jadřuj́ıćı komutativitu algebry je d̊usledkem prvńıho ze vztah̊u (II.41), vztahy (II.29) jsou ekvi-
valentem vztah̊u (II.42) a vztah (II.31) definuj́ıćı antipode je ekvivalentem posledńıho ze vztah̊u
(II.41). Hopfova algebra zavedená na množině Pol(SO(2, 1)) pomoćı (II.39) je tedy alternativńım
zp̊usobem definice Hopfovy algebry, kterou jsme vytvořili v odstavćıch II.3, II.4.

Lze ukázat že bilineárńı forma (II.40) s exponenciálńım zobrazeńım (II.4) je ekvivalentńı
s bilineárńı formou (II.21), kterou jsme definovali vztahy (II.22), (II.23).

Podobným zp̊usobem, jakým jsme postupovali v př́ıpadě Hopfovy algebry Pol(SO(2, 1)),
můžeme postupovat také v př́ıpadě komodul algebry. V tomto př́ıpadě budeme uvažovat pro-
stor polynomů Pol(R3) v R3, na kterém zavedeme strukturu algebry

·(f ⊗ h)(~v) = f(~v)h(~v),
1(~v) = 1, (II.43)

kde f, h ∈ Pol(R3), ~v ∈ R3, a kde násobeńı na pravé straně prvńı z definic je násobeńım po-
lynomů. Z této algebry vytvoř́ıme Pol(SO(2, 1))-komodul algebru tak, že definujeme zobrazeńı
β

β(f)(~v ⊗A) = f(~vA), (II.44)

kde f ∈ Pol(R3), ~v ∈ R3 a A ∈ Pol(SO(2, 1)), přičemž jsme ztotožnili prostor Pol(R3) ⊗
Pol(SO(2, 1)) s prostorem Pol(R3 × SO(2, 1)).

Pro funkce xi(~v) = vi přǐrazuj́ıćı vektoru ~v jeho i-tou komponentu vi, můžeme vztahy (II.43),
(II.44) zapsat jako

·(xi ⊗ xj)(~v) = xi(~v)xj(~v),
1(~v) = 1,

β(xi)(~v ⊗A) = xi(~vA) = xj(~v)tj i(A) = (xj ⊗ tj i)(~v ⊗A). (II.45)

Stejnými argumenty, jako v př́ıpadě Pol(SO(2, 1)), lze ukázat, že tato komodul algebra je ekviva-
lentńı komodul algebře zavedené v odstavci II.5, přičemž vztah (II.36) vyjadřuj́ıćı komutativitu
algebry je d̊usledkem prvńıho ze vztah̊u (II.45) a vztah (II.34) je ekvivalentem třet́ıho ze vztah̊u
(II.45). Na vlastnost (II.38) prvku xηxT pak můžeme pohĺıžet jako na d̊usledek toho, že vzdálenost
~vη~vT je invariantńı při transformaćıch vektoru ~v definovaných maticemi z SO(2, 1).

II.7 Kontrakce

V tomto odstavci provedeme kontrakci Hopfových algeber U(so(2, 1)) a Pol(SO(2, 1)) na Hop-
fovy algebry U(p(1, 1)) a Pol(P (1, 1)). Budeme postupovat zp̊usobem analogickým se zp̊usobem
kontrakce Lieových algeber, popsaném v [9, Kap 1], a se zp̊usobem kontrakce ortogonálńıch kvan-
tových grup, popsaném v [11]. Tento postup se bude skládat ze tř́ı krok̊u. V prvńım kroku vybe-
reme podprostor pravé Pol(SO(2, 1))-komodul algebry Pol(R3) určený podmı́nkou xηxT = −r2,
kde r bude kladný reálný parametr. V druhém kroku vyšetř́ıme chováńı zobrazeńı β, které defi-
nuje koakci, pro r̊uzné hodnoty parametru r, a jak se toto chováńı projev́ı v Hopfových algebrách
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Pol(SO(2, 1)) a U(so(2, 1)). V třet́ım kroku provedeme limitu r →∞ a uvid́ıme, že zobrazeńı β
bude na źıskaném podprostoru algebry Pol(R3) p̊usobit tak, jako by se jednalo o Pol(P (1, 1))-
komodul algebru Pol(R2). Limita r →∞ nás tedy dovede k Hopfově algebře Pol(P (1, 1)), kterou
bychom mohli źıskat také postupem uvedeným v odstavci II.6 v př́ıpadě grupy P (1, 1), a k Ho-
pfově algebře U(p(1, 1)), kterou bychom mohli źıskat také jako Hopfovu algebru zavedenou na
univerzálńı obaluj́ıćı algebře Lieovy algebry p(1, 1) postupem analogickým k postupu uvedenému
v odstavci II.2.

Z hlediska grupy SO(2, 1) a jej́ı Lieovy algebry so(2, 1) můžeme na podmı́nku xηxT = −r2

pohĺıžet jako na analogii podmı́nky ~vη~vT = −r2, ~v ∈ R3, která by v př́ıpadě vektorového pro-
storu R3 určovala hyperboloid. Limita r →∞ by pak odpov́ıdala zvětšováńı tohoto hyperboloidu,
a v př́ıpadě nekonečné velikosti parametru r bychom dostali rovinu v R3, kterou můžeme iden-
tifikovat s R2. Na grupu SO(2, 1) a Lieovu algebru so(2, 1) můžeme pohĺıžet jako na struktury,
které definuj́ı v R3 lineárńı transformace, v̊uči kterým tvoř́ı body na hyperboloidu invariantńı
množinu a v př́ıpadě limity r → ∞ bychom tedy dostali struktury, které definuj́ı transformace
roviny R2, a kterými by v našem př́ıpadě byla grupa P (1, 1) a Lieova algebra p(1, 1).

V pravé Pol(SO(2, 1))-komodul algebře Pol(R3) uvažujme pro kladný reálný parametr r relaci

xηxT = −r2. (II.46)

Pro tuto relaci a zobrazeńı β (II.34) můžeme ověřit podmı́nku (I.47), to jest nulovost výrazu

β(xηxT + r2) = β(xηxT ) + r2β(1) = xηxT ⊗ 1 + r21⊗ 1 = (xηxT + r2)⊗ 1 = 0,

kde jsme užili (II.38) a (II.46). Protože je podmı́nka (I.47) splněna, zavád́ı zobrazeńı β pravou
Pol(SO(2, 1))-komodul algebru i v př́ıpadě, kdy v algebře Pol(R3) zavedeme relaci (II.46). Tuto
vzniklou pravou Pol(SO(2, 1))-komodul algebru budeme značit symbolem V . Prvek x1 z této
algebry pak můžeme vyjádřit pomoćı vztahu (II.46) jako funkci prvk̊u x2, x3. Pro tento účel
budeme předpokládat, že x1 =

∑∞
n=−1

x(n)1

rn a dosad́ıme tento rozvoj do (II.46), č́ımž dostaneme

−r2 = −(rx(−1)1 + x(0)1 +
1
r
x(1)1 +O(r−2))2 + x2

2 − x2
3

= −r2x2
(−1)1 − r(x(−1)1x(0)1 + x(0)1x(−1)1)− (x(−1)1x(1)1 + x(1)1x(−1)1 + x2

(0)1)

+ x2
2 − x2

3 +O(r−1),

Hodnoty výraz̊u x(n)1 urč́ıme tak, že porovnáme členy se stejnou mocninnou r na obou stranách
rovnice. Pro nejvyšš́ı mocniny v r pak dostaneme rozvoj

x1 = r1 +
1
2r

(x2
2 − x2

3) +O(r−2). (II.47)

Nyńı budeme předpokládat, že je nejen prvek x1 z algebry V zapsán pomocńı mocninné řady, ale
že jsou i prvky ti

j z Hopfovy algebry Pol(SO(2, 1)) zapsány pomoćı mocninné řady, to jest

ti
j =

∞∑
n=0

ti
(n)j

rn
, (II.48)

Tyto rozvoje v mocninách r dosad́ıme do vztahu (II.34) definuj́ıćıho zobrazeńı β a pod́ıváme se,
jakým zp̊usobem vystupuj́ı v tomto vztahu prvky ti

(n)j pro r̊uzné mocniny r. Dosazeńım (II.47)
a (II.48) do vztahu (II.34) dostáváme

β(x1) = β(r1 +O(r−1)) = r1⊗ 1 +O(r−2)

= xj ⊗ tj
1 = r1⊗ t1

(0)1 + 1⊗ t1
(1)1 + xa ⊗ ta

(0)1 +O(r−1),

β(xa) = xj ⊗ tj
a = r1⊗ t1

(0)a + 1⊗ t1
(1)a + xb ⊗ tb

(0)a +O(r−1), (II.49)
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kde indexy a, b nabývaj́ı hodnot a, b = 2, 3. Abychom nemuseli vypisovat, kterých hodnot
nabývaj́ı indexy i, j, k, l, . . ., tak jsme v odstavci II.3 zavedli konvenci, podle ńıž nabývaj́ı hodnot
1, 2, 3. Abychom nemuseli vypisovat ani to, kterých hodnot nabývaj́ı indexy a, b, c, d, . . ., tak za-
vedeme konvenci, podle které budou nabývat hodnot 2, 3. Indexy ze začátku abecedy a, b, c, d, . . .
tedy budou nabývat hodnot 2, 3, zat́ımco indexy i, j, k, l, . . . budou nabývat hodnot 1, 2, 3. Po-
rovnáme-li ve vztahu (II.49) pro zobrazeńı β vyč́ıslené na prvku x1 členy se stejnými mocninnami
r, tak vid́ıme, že t1

(0)1 = 1, t1
(1)1 = 0 a ta

(0)1 = 0. Budeme-li nav́ıc požadovat, aby zobrazeńı β
vyč́ıslené na nějakém prvku mělo vedoućı člen spojený se stejnou mocninou r jako prvek na
kterém bylo vyč́ısleno, tak z výrazu (II.49) pro zobrazeńı β vyč́ıslené na prvćıch xa dostaneme
t1
(0)a = 0. Dostáváme tedy

t1
(0)1 = 1, t1

(1)1 = 0, ta
(0)1 = 0, t1

(0)a = 0. (II.50)

Dosad́ıme-li tyto vztahy do vztahu (II.49) pro zobrazeńı β vyč́ıslené na prvćıch xa, tak pro nejvyšš́ı
mocniny r dostaneme vyjádřeńı

β(xa) = 1⊗ t1
(1)a + xb ⊗ tb

(0)a +O(r−1). (II.51)

Nyńı dosad́ıme rozvoj (II.48) a vztahy (II.50) také do relaćı (II.28), (II.29) zavedených v Ho-
pfově algebře Pol(SO(2, 1)) a do vztah̊u (II.17), (II.31) určuj́ıćıch konásobeńı, kojednotku a an-
tipode. Ze źıskaných vztah̊u můžeme určit relace mezi prvky ti

(n)j a vztahy pro konásobeńı,
kojednotku a antipode vyč́ıslené na těchto prvćıch. Při konkrétńım výpočtu se budeme zaj́ımat
pouze o vztahy mezi těmi prvky ti

(n)j , které tvoř́ı vedoućı členy rozvoj̊u (II.48) prvk̊u ti
j v r,

protože ve vztaźıch, které źıskáme provedeńım limity r →∞, nebudou ostatńı prvky vystupovat.
Budeme se tedy zaj́ımat pouze o vztahy mezi prvky ta

(0)b, ta
(1)1, t1

(1)a a t1
(0)1, které tvoř́ı vedoućı

členy rozvoj̊u prvk̊u ti
j , přičemž vztahy pro prvek t1

(0)1 nebudeme uvádět, protože je podle (II.50)
roven jednotkovému prvku, a jeho chováńı je tud́ıž jednoznačně určeno definićı Hopfovy algebry.

Dosazeńım rozvoj̊u (II.48) do relace (II.28) dostaneme

0 = [t1, t2] =
[
t(0)1 + 1

r t(1)1 + 1
r2 t(2)1 +O(r−3), t(0)2 + 1

r t(1)2 + 1
r2 t(2)2 +O(r−3)

]
= [t(0)1, t(0)2] + 1

r

(
[t(0)1, t(1)2] + [t(1)1, t(0)2]

)
+ 1

r2

(
[t(0)1, t(2)2] + [t(2)1, t(0)2] + [t(1)1, t(1)2]

)
+O(r−3).

Uváž́ıme-li, že každý s člen̊u spojený s mocninou r0, 1
r a 1

r2 muśı být roven nule, tak źıskáme
rovnice

[t(0)1, t(0)2] = 0,

[t(0)1, t(1)2] + [t(1)1, t(0)2] = 0,

[t(0)1, t(2)2] + [t(2)1, t(0)2] + [t(1)1, t(1)2] = 0.

Dosazeńım vztah̊u (II.50) do těchto rovnic źıskáme relace

[ta1

(0)b1 , t
a2

(0)b2 ] = 0,

[ta
(0)b, t

1
(1)c] = −[ta

(1)b, t
1
(0)c] = 0,

[ta
(0)b, t

c
(1)1] = −[ta

(1)b, t
c
(0)1] = 0,

[ta
(1)1, t

b
(1)1] = −[ta

(0)1, t
b
(2)1]− [ta

(2)1, t
b
(0)1] = 0,

[t1
(1)a, t

1
(1)b] = −[t1

(0)a, t
1
(2)b]− [t1

(2)a, t
1
(0)b] = 0,

[ta
(1)1, t

1
(1)b] = −[ta

(0)1, t
1
(2)b]− [ta

(2)1, t
1
(0)b] = 0, (II.52)
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přičemž prvńı vztah využ́ıvá prvńı rovnice, daľśı dva vztahy druhé rovnice a zbývaj́ıćı vztahy
jsou d̊usledkem třet́ı rovnice. Tyto vztahy ř́ıkaj́ı, že prvky ta

(0)b, ta
(1)1 a t1

(1)a vzájemně komutuj́ı.
Dále rozvoje (II.48) dosad́ıme do vztah̊u (II.29), č́ımž dostaneme

tT η−1t =
(
t(0) +

1
r
t(1) +O(r−2)

)T

η−1

(
t(0) +

1
r
t(1) +O(r−2)

)
= tT

(0)η
−1t(0) +

1
r

(
tT
(0)η

−1t(1) + tT
(1)η

−1t(0)

)
+O(r−2) = η−1,

tηtT =
(
t(0) +

1
r
t(1) +O(r−2)

)
η

(
t(0) +

1
r
t(1) +O(r−2)

)T

= t(0)ηt
T
(0) +

1
r

(
t(0)ηt

T
(1) + t(1)ηt(0)

)
+O(r−2) = η.

Uváž́ıme-li opět, že členy spojené s mocninnami r0 a 1
r muśı být nulové, tak źıskáme rovnice

tT
(0)η

−1t(0) = η−1, tT
(0)η

−1t(1) + tT
(1)η

−1t(0) = 0,

t(0)ηt
T
(0) = η, t(0)ηt

T
(1) + t(1)ηt(0) = 0.

Dosazeńım výraz̊u (II.50) do těchto rovnic pak źıskáme relace(
−1 0
0 η−1

ab

)
=

(
−1 0
0 tc

(0)aη
−1
cd td

(0)b

)
,

(
−1 0
0 ηab

)
=

(
−1 0
0 ta

(0)cη
cdtb

(0)d

)
,

(
0 0
0

)
=

(
0 −t1

(1)b + tc
(1)1η

−1
cd td

(0)b

−t1
(1)a + tc

(0)aη
−1
cd td

(1)1

)
,

(
0 0
0

)
=

(
0 −tb

(1)1 + t1
(1)cη

cdtb
(0)d

−ta
(1)1 + ta

(0)cη
cdt1

(1)d

)
, (II.53)

přičemž v posledńıch dvou rovnićıch jsme nevypisovali vztahy obsahuj́ıćı členy ta
(1)b, protože

nejsou předmětem našeho zájmu.
Zbývá dosadit rozvoje (II.48) a vztahy (II.50) do vztah̊u (II.17), (II.31), určuj́ıćıch konásobeńı,
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kojednotku a antipode, č́ımž dostaneme

∆ta
b = ∆

(
ta
(0)b +O(r−1)

)
= ∆ta

(0)b +O(r−1) = ta
i ⊗ ti

b = ta
(0)c ⊗ tc

(0)b +O(r−1),

∆ta
1 = ∆

(
1
r t

a
(1)1 +O(r−2)

)
= 1

r∆ta
(1)1 +O(r−2) = ta

i ⊗ ti
1

= 1
r

(
ta
(0)b ⊗ tb

(1)1 + ta
(1)1 ⊗ 1

)
+O(r−2),

∆t1
a = ∆

(
1
r t

1
(1)a +O(r−2)

)
= 1

r∆t1
(1)a +O(r−2) = t1

i ⊗ ti
a

= 1
r

(
1⊗ t1

(1)a + t1
(1)b ⊗ tb

(0)a

)
+O(r−2),

ε (ta
b) = ε

(
ta
(0)b +O(r−1)

)
= ε

(
ta
(0)b

)
+O(r−1) = δa

b ,

ε (ta
1) = ε

(
1
r t

a
(0)1 +O(r−1)

)
= 1

r ε
(
ta
(0)1

)
+O(r−2) = 0,

ε
(
t1

a

)
= ε

(
1
r t

1
(0)a +O(r−1)

)
= 1

r ε
(
t1
(0)a

)
+O(r−2) = 0,

S (ta
b) = S

(
ta
(0)b +O(r−1)

)
= S

(
ta
(0)b

)
+O(r−1) = ηaktl

kη
−1
lb = ηactd

(0)cη
−1
db +O(r−1),

S (ta
1) = S

(
1
r t

a
(1)1 +O(r−2)

)
= 1

rS
(
ta
(1)1

)
+O(r−2) = ηaktl

kη
−1
l1 = 1

rηabt1
(1)bη

−1
11 +O(r−2)

= −1
rηabt1

(1)b +O(r−2) = −1
r t

d
(1)1η

−1
dc tc

(0)bη
ba +O(r−2),

S
(
t1

a

)
= S

(
1
r
t1
(1)a +O(r−2)

)
= 1

rS
(
t1
(1)a

)
+O(r−2) = η1ktl

kη
−1
la = 1

rη11tb
(1)1η

−1
ba +O(r−2)

= −1
r t

b
(1)1η

−1
ba +O(r−2) = −1

rη−1
ba tb

(0)cη
cdt1

(1)d +O(r−2),

kde jsme užili některých vztah̊u z (II.53) k tomu, abychom upravili výrazy pro antipode vyč́ıslené
na prvćıch ta

(1)1 a t1
(1)a. Z těchto vztah̊u můžeme určit konásobeńı, kojednotku a antipode vyč́ıslené

na prvćıch ta
(0)b, ta

(1)1 a t1
(1)a, které jsou

∆ta
(0)b = ta

(0)c ⊗ tc
(0)b +O(r−1),

∆ta
(1)1 = ta

(0)b ⊗ tb
(1)1 + ta

(1)1 ⊗ 1 +O(r−1),

∆t1
(1)a = 1⊗ t1

(1)a + t1
(1)b ⊗ tb

(0)a +O(r−1),

ε(ta
(0)b) = δa

b ,

ε(ta
(1)1) = 0,

ε(t1
(1)a) = 0,

S(ta
(0)b) = ηactd

(0)cη
−1
db +O(r−1),

S(ta
(1)1) = −td

(1)1η
−1
dc tc

(0)bη
ba +O(r−1),

S(t1
(1)a) = −η−1

ba tb
(0)cη

cdt1
(1)d +O(r−1), (II.54)

Vztah −t1
(1)a+tc

(0)aη
−1
cd td

(1)1 = 0 uvedený v (II.53) umožňuje vyjádřit prvky ta
(1)1, a = 2, 3 pomoćı

prvk̊u ta
(0)b a t1

(1)a. Mı́sto prvk̊u ta
(1)1 tedy můžeme psát tc

(0)aη
−1
cd td

(1)1, a vztahy pro tyto prvky
pak můžeme źıskat ze vztah̊u pro prvky ta

(0)b, t1
(1)a. Např́ıklad konásobeńı vyč́ıslené na prvćıch
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ta
(1)1 můžeme určit jako

∆ta
(1)1 = ∆(ta

(0)cη
cdt1

(1)d) = ∆(ta
(0)c)η

cd∆(t1
(1)d)

= (ta
(0)e ⊗ te

(0)c)η
cd(1⊗ t1

(1)d + t1
(1)f ⊗ tf

(0)d) +O(r−1)

= ta
(0)e ⊗ te

(0)cη
cdt1

(1)d + ta
(0)et

1
(1)f ⊗ te

(0)cη
cdtf

(0)d +O(r−1)

= ta
(0)e ⊗ te

(1)1 + ta
(0)et

1
(1)f ⊗ ηef1 +O(r−1)

= ta
(0)e ⊗ te

(1)1 + ta
(0)eη

eft1
(1)f ⊗ 1 +O(r−1)

= ta
(0)b ⊗ tb

(1)1 + ta
(1)1 ⊗ 1 +O(r−1),

kde jsme užili toho, že mı́sto prvk̊u ta
(1)1 můžeme psát tc

(0)aη
−1
cd td

(1)1, vztah̊u pro konásobeńı

a kojednotku vyč́ıslené na prvćıch ta
(0)b, t

1
(1)a a vztahu te

(0)cη
cdtf

(0)d = ηef z (II.53). Prvky ta
(1)1 tedy

můžeme považovat pouze za označeńı výraz̊u tc
(0)aη

−1
cd td

(1)1. Tyto prvky tud́ıž nepřináš́ı žádnou
novou informaci, proto s nimi nebudeme v následuj́ıćıch úvahách poč́ıtat.

Nyńı přistouṕıme k provedeńı limity r →∞. Pro tento účel zavedeme symboly gµν , gµν , Λµ
ν ,

hµ, které budou značit

gµν = η−1
µ+2,ν+2, gµν = ηµ+2,ν+2,

Λµ
ν = lim

r→∞
tµ+2

ν+2 = tµ+2
(0) ν+2, hµ = lim

r→∞
rt1

µ+2 = t1
(1)µ+2, (II.55)

kde µ, ν = 0, 1. Podobně jako jsme zavedli konvenci pro indexy i, j, k, l, . . . a a, b, c, d, . . ., tak
zavedeme konvenci, podle které budou řecké indexy µ, ν, α, β, . . . nabývat hodnot 0, 1. Hodnoty,
kterých nabývaj́ı řecké indexy tedy nebudeme, pokud k tomu nebude nějaký zvláštńı d̊uvod,
vypisovat. Relace (II.52), (II.53) a limitu r →∞ vztah̊u (II.54) přeṕı̌seme pomoćı tohoto značeńı
jako

[Λµ
ν ,Λα

β ] = 0, [Λµ
ν ,hα] = 0, [hµ,hν ] = 0,

Λα
µgαβΛβ

ν = gµν , Λµ
αgαβΛν

β = gµν ,

∆Λµ
ν = Λµ

α ⊗Λα
ν , ∆hµ = 1⊗ hµ + hν ⊗Λν

µ,

ε(Λµ
ν) = δµ

ν , ε(hµ) = 0,

S(Λµ
ν) = gµαΛβ

αgβν , S(hµ) = −gµνΛν
αgαβhβ, (II.56)

přičemž matice Λµ
ν a gµν jsou

gµν =
(

1 .
. −1

)
, gµν =

(
1 .
. −1

)
. (II.57)

Podobně, jako jsme v odstavćıch II.3 a II.5 zavedli značeńı prvk̊u ti
j a xi pomoćı 3 × 3 matice

t a řádkového vektoru x, zavedeme pro symboly Λµ
ν a hµ značeńı pomoćı 2 × 2 matice Λ

a řádkového vektoru h, to jest

Λ =
(
Λ0

0 Λ0
1

Λ1
0 Λ1

1

)
, h =

(
h0 h1

)
.

Při rozepisováńı vztah̊u v maticovém značeńı, to jest vztah̊u obsahuj́ıćıch symboly Λ, h, do
indexového značeńı si budeme poč́ınat analogicky k tomu, jak bychom postupovali v př́ıpadě

44



matice t a řádkového vektoru x. Vı́cenásobný výskyt symbolu Λ tedy budeme interpretovat jako
násobeńı matic a současný výskyt symbolu h a Λ budeme interpretovat jako násobeńı řádkového
vektoru matićı. Vztahy (II.56) pak s užit́ım tohoto značeńı zaṕı̌seme jako

[Λµ
ν ,Λα

β] = 0, [Λµ
ν ,hα] = 0, [h0,h1] = 0,

ΛT gΛ = g, ΛgΛT = g,

∆Λ = Λ⊗Λ, ∆h = 1⊗ h + h⊗Λ,

ε(Λ) = δ, ε(h) = 0,

S(Λ) = gΛg, S(h) = −hgΛT g,

Vzniklou Hopfovu algebru, to jest algebru generovanou prvky Λµ
ν , hµ, µ, ν = 0, 1 s relacemi,

konásobeńım, kojednotkou a antipodem (II.56) budeme označovat symbolem Pol(P (1, 1)).
Stejně tak, jak jsme provedli limitu r → ∞ v př́ıpadě relaćı (II.52), (II.53) a vztah̊u (II.54),

které určuj́ı Hopfovu algebru Pol(SO(2, 1)), provedeme také limitu r → ∞ v př́ıpadě pravé
Pol(SO(2, 1))-komodul algebry V . Pro tento účel přeznač́ıme xµ+2 → xµ, µ = 0, 1, což znamená,
že změńıme zp̊usob indexováńı prvk̊u xi algebry V . Prvky, které jsme dosud značili jako x2, x3,
budeme nyńı značit symboly x0, x1. Prvku, kterému ve starém značeńı odpov́ıdal symbol x1,
neńı v novém značeńı přǐrazen žádný symbol, protože podle vztahu (II.47) ho můžeme nahradit
výrazem obsahuj́ıćım pouze prvky x2, x3, kterým v novém značeńı odpov́ıdaj́ı symboly x0, x1.
Relace (II.36) a limitu zobrazeńı β (II.51) přeṕı̌seme pomoćı tohoto značeńı jako

[x0,x1] = 0,

β(xµ) = 1⊗ hµ + xν ⊗Λν
µ. (II.58)

Limitu Pol(SO(2, 1))-komodul algebry V , to jest algebru generovanou prvky xµ, µ = 0, 1 s re-
lacemi (II.58) budeme značit symbolem Pol(R2). Tato algebra je pravou Pol(P (1, 1))-komodul
algebrou se zobrazeńım β určeným vztahem (II.58). Stejně, jako jsme zavedli značeńı prvk̊u hµ

pomoćı řádkového vektoru h, zavedeme také značeńı prvk̊u xµ pomoćı řádkového vektoru x,

x =
(
x0 x1

)
.

Při rozepisováńı vztah̊u v maticovém značeńı do indexového značeńı budeme v př́ıpadě řádkového
vektoru x postupovat stejně, jako bychom postupovali v př́ıpadě řádkového vektoru h. Vztah
(II.58) definuj́ıćı zobrazeńı β tedy můžeme v tomto značeńı zapsat jako

β(x) = 1⊗ h + x⊗Λ.

Nyńı se pokuśıme vyjádřit bilineárńı formu (II.21), (II.22), (II.23), vyč́ıslenou na prvćıch Λµ
ν

a hµ. Nejdř́ıve ukážeme, že pro zadáńı bilineárńı formy na Hopfově algebře U(so(2, 1)) a Hopfově
algebře Pol(P (1, 1)) stač́ı zadat hodnotu výraz̊u

〈Pα,Λµ
ν〉, 〈Pα,hµ〉, 〈N,Λµ

ν〉, 〈N,hµ〉. (II.59)

Pro jednotkové prvky z Hopfových algeber U(so(2, 1)) a Pol(P (1, 1)) muśı podle (I.37) platit

〈1,1〉 = 1, 〈X,1〉 = ε(X), 〈1, φ〉 = ε(φ), (II.60)

kde X ∈ U(so(2, 1)) a φ ∈ Pol(P (1, 1)). Protože bilineárńı forma je bilineárńım zobrazeńım,
určuj́ı výrazy (II.59) hodnotu bilineárńı formy vyč́ıslené na prvku z Hopfovy algebry U(so(2, 1)),
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který je lineárńı kombinaćı prvk̊u P0, P1, N a na libovolném z prvk̊u Λµ
ν , hµ Hopfovy algebry

Pol(P (1, 1)). Nyńı ukážeme, jak lze tuto bilineárńı formu vyč́ıslit pro prvky z Hopfovy algebry
U(so(2, 1)), které jsou tvaru X1X2 · · ·Xk, k = 2, 3, . . ., kde prvky X1, X2, . . . , Xk jsou lineárńımi
kombinacemi prvk̊u P0, P1, N , a pro prvky Λµ

ν , hµ Hopfovy algebry Pol(P (1, 1)).

〈X1X2 · · ·Xk,Λ〉 = 〈X1 ⊗X2 ⊗ · · · ⊗Xk,∆k−1Λ〉 = 〈X1 ⊗X2 ⊗ · · · ⊗Xk,Λ⊗Λ⊗ · · · ⊗Λ〉
= 〈X1,Λ〉〈X2,Λ〉 · · · 〈Xk,Λ〉,

〈X1X2 · · ·Xk,h〉 = 〈X1 ⊗X2 ⊗ · · · ⊗Xk,∆k−1h〉
= 〈X1 ⊗X2 ⊗ · · · ⊗Xk,1⊗ 1⊗ · · · ⊗ 1⊗ h + 1⊗ 1⊗ · · · ⊗ h⊗Λ + · · ·

· · ·+ 1⊗ h⊗ · · · ⊗Λ⊗Λ + h⊗Λ⊗ · · · ⊗Λ⊗Λ〉
= 〈X1,1〉〈X2,1〉 · · · 〈Xk−1,1〉〈Xk,h〉+ 〈X1,1〉〈X2,1〉 · · · 〈Xk−1,h〉〈Xk,Λ〉+ · · ·

· · ·+ 〈X1,1〉〈X2,h〉 · · · 〈Xk−1,Λ〉〈Xk,Λ〉+ 〈X1,h〉〈X2,Λ〉 · · · 〈Xk−1,Λ〉〈Xk,Λ〉
= ε(X1)ε(X2) · · · ε(Xk−1)〈Xk,h〉+ ε(X1)ε(X2) · · · 〈Xk−1,h〉〈Xk,Λ〉+ · · ·

· · ·+ ε(X1)〈X2,h〉 · · · 〈Xk−1,Λ〉〈Xk,Λ〉+ 〈X1,h〉〈X2,Λ〉 · · · 〈Xk−1,Λ〉〈Xk,Λ〉
= 〈X1,h〉〈X2,Λ〉 · · · 〈Xk−1,Λ〉〈Xk,Λ〉, (II.61)

kde výrazy 〈Xi,Λ〉, 〈Xi,h〉, i = 1, 2, . . . , k jsou určeny pomoćı (II.59), a kde jsme využili toho,
že podle (II.10) ε(Xi) = 0. Protože libovolný prvek Hopfovy algebry U(so(2, 1)) lze vyjádřit jako
lineárńı kombinaci jednotkového prvku a prvk̊u tvaru X1X2 · · ·Xk, umožňuj́ı tyto vztahy vyč́ıslit
bilineárńı formu na libovolném prvku algebry U(so(2, 1)) a na prvćıch Λµ

ν , hµ z Hopfovy algebry
Pol(P (1, 1)). Libovolný prvek Hopfovy algebry Pol(P (1, 1)) je možno zapsat jako lineárńı kom-
binaci jednotkového prvku a prvk̊u tvaru Λµ1

ν1Λ
µ2

ν2 · · ·Λµk
νk

hα1hα2 · · ·hαl
, kde k, l = 0, 1 . . ..

Podař́ı-li se nám tedy určit hodnotu bilineárńı formy pro libovolný prvek z Hopfovy algebry
U(so(2, 1)) a pro tyto prvky, pak bude bilineárńı forma definována pro všechny prvky z Hop-
fových algebrách U(so(2, 1)) a Pol(P (1, 1)). Pro prvek X z Hopfovy algebry U(so(2, 1)) a prvek
tvaru Λµ1

ν1Λ
µ2

ν2 · · ·Λµk
νk

hα1hα2 · · ·hαl
z Hopfovy algebry Pol(P (1, 1)) dostáváme

〈X,Λµ1
ν1Λ

µ2
ν2 · · ·Λµk

νk
hα1hα2 · · ·hαl

〉
= 〈∆k+l−1X,Λµ1

ν1 ⊗Λµ2
ν2 ⊗ · · · ⊗Λµk

νk
⊗ hα1 ⊗ hα2 ⊗ · · · ⊗ hαl

〉
= 〈X(1) ⊗X(2) ⊗ · · · ⊗X(k+l),Λ

µ1
ν1 ⊗Λµ2

ν2 ⊗ · · · ⊗Λµk
νk
⊗ hα1 ⊗ hα2 ⊗ · · · ⊗ hαl

〉
= 〈X(1),Λ

µ1
ν1〉〈X(2),Λ

µ2
ν2〉 · · · 〈X(k),Λ

µk
νk
〉〈X(k+1),hα1〉〈X(k+2),hα2〉 · · · 〈X(k+l),hαl

〉,
(II.62)

přičemž hodnoty výraz̊u 〈X(i),Λµj
νj 〉 a 〈X(i),hαj 〉 lze určit pomoćı (II.61). Výrazy (II.59) tedy

zadávaj́ı bilineárńı formu na Hopfových algebrách U(so(2, 1)) a Pol(P (1, 1)).
Zkusme určit hodnotu těchto výraz̊u, to jest

〈Pα,Λµ
ν〉 = lim

r→∞
〈Pα, tµ+2

ν+2〉 = 0,

〈Pα,hµ〉 = lim
r→∞

〈Pα, rt1
µ+2〉 = lim

r→∞
rgαµ,

〈N,Λµ
ν〉 = lim

r→∞
〈N, tµ+2

ν+2〉 =

{
1 pokud µ = 1, ν = 0 nebo µ = 0, ν = 1
0 jinak

,

〈N,hµ〉 = lim
r→∞

〈N, rt1
µ+2〉 = 0, (II.63)

kde jsme užili (II.55), (II.22) a (II.9). Je vidět, že druhý výraz obsahuje divergentńı člen, bilineárńı
formu tedy nelze t́ımto zp̊usobem definovat. Abychom odstranili tento divergentńı člen, provedeme

46



v Hopfově algebře U(so(2, 1)) záměnu generuj́ıćıch prvk̊u P0, P1, N za nové prvky P ′
0, P ′

1, N ′

tak, abychom do výraz̊u (II.63) zahrnuli parametr r zp̊usobem, který odstrańı divergenci. Touto
záměnou bude

N ′ = N, P ′
0 =

1
r
P0, P ′

1 =
1
r
P1, (II.64)

Provedeme-li záměnu P0, P1, N za P ′
0, P ′

1, N ′, tak bychom měli přepsat také relace (II.6) a vztahy
(II.10), které definuj́ı konásobeńı, kojednotku a antipode. Např́ıklad relaci [P0, P1] = −N přeṕı-
šeme jako

−N ′ = −N = [P0, P1] = r2[1rP0,
1
rP1] = r2[P ′

0, P
′
1],

z čehož dostáváme [P ′
0, P

′
1] = − 1

r2 N ′. Podobným zp̊usobem přeṕı̌seme i zbylé relace (II.6) a vztahy
(II.10), výslednými vztahy pak budou

[N ′, P ′
0] = P ′

1, [N ′, P ′
1] = P ′

0, [P ′
0, P

′
1] = − 1

r2 N ′,

∆P ′
0 = P ′

0 ⊗ 1 + 1⊗ P ′
0, ∆P ′

1 = P ′
1 ⊗ 1 + 1⊗ P ′

1, ∆N ′ = N ′ ⊗ 1 + 1⊗N ′,

ε(P ′
0) = 0, ε(P ′

1) = 0, ε(N ′) = 0,

S(P ′
0) = −P ′

0, S(P ′
1) = −P ′

1, S(N ′) = −N ′.

Srovnáme-li tyto relace a vztahy definuj́ıćı konásobeńı, kojednotku a antipode s p̊uvodńımi rela-
cemi a vztahy (II.6), (II.10), tak vid́ıme, že jediným rozd́ılem je to, že mı́sto relace [P0, P1] = −N
máme relaci [P ′

0, P
′
1] = − 1

r2 N ′. Limitou r → ∞ dostaneme Hopfovu algebru generovanou prvky
P ′

0, P ′
1, N ′ s relacemi, konásobeńım, kojednotkou a antipodem

[N ′, P ′
0] = P ′

1, [N ′, P ′
1] = P ′

0, [P ′
0, P

′
1] = 0,

∆P ′
0 = P ′

0 ⊗ 1 + 1⊗ P ′
0, ∆P ′

1 = P ′
1 ⊗ 1 + 1⊗ P ′

1, ∆N ′ = N ′ ⊗ 1 + 1⊗N ′,

ε(P ′
0) = 0, ε(P ′

1) = 0, ε(N ′) = 0,

S(P ′
0) = −P ′

0, S(P ′
1) = −P ′

1, S(N ′) = −N ′. (II.65)

Tuto Hopfovu algebru budeme značit symbolem U(p(1, 1)).
Vyč́ısĺıme-li výrazy (II.59), ve kterých nahrad́ıme P0, P1, N za P ′

0, P ′
1, N ′, tak dostaneme

〈P ′
α,Λµ

ν〉 = lim
r→∞

〈1rPα, tµ+2
ν+2〉 = 0,

〈P ′
α,hµ〉 = lim

r→∞
〈1rPα, rt1

µ+2〉 = gαµ,

〈N ′,Λµ
ν〉 = lim

r→∞
〈N, tµ+2

ν+2〉 =

{
1 pokud µ = 1, ν = 0 nebo µ = 0, ν = 1
0 jinak

,

〈N ′,hµ〉 = lim
r→∞

〈N, rt1
µ+2〉 = 0, (II.66)

kde jsme užili (II.55), (II.64), (II.22) a (II.9). Jak je vidět, tyto výrazy již neobsahuj́ı divergentńı
člen a spolu se vztahy (II.60), (II.61) a (II.62) definuj́ı bilineárńı formu pro Hopfovy algebry
U(p(1, 1)) a Pol(P (1, 1)), a definuj́ı tak jejich dualitu.

Pro Hopfovu algebru vzniklou kontrakćı Hopfovy algebry U(so(2, 1)) jsme zavedli značeńı
U(p(1, 1)). Tento zp̊usob značeńı jsme užili z toho d̊uvodu, že tuto Hopfovu algebru bychom
mohli źıskat také jako Hopfovu algebru zavedenou na univerzálńı obaluj́ıćı algebře Lieovy algebry
p(1, 1) pomoćı postupu analogickému k tomu, jak jsme zavedli Hopfovu algebru na univerzálńı
obaluj́ıćı algebře Lieovy algebry so(2, 1) v odstavci II.2. Pro Hopfovu algebru vzniklou kontrakćı

47



Hopfovy algebry Pol(SO(2, 1)) jsme zavedli označeńı Pol(P (1, 1)). V tomto př́ıpadě bychom
mohli tuto Hopfovu algebru vytvořit postupem uvedeným v odstavci II.6 tak, že bychom mı́sto
grupy SO(2, 1) uvažovali grupu P (1, 1). Vzniklou bilineárńı formu, definovanou na Hopfových
algebrách U(p(1, 1)) a Pol(P (1, 1)) bychom pak mohli definovat vztahem (II.40). Také vzniklá
P (1, 1)-komodul algebra Pol(R2) je analogíı Pol(SO(2, 1))-komodul algebry Pol(R3) popsané
v odstavci II.5, přičemž násobeńı vektoru matićı bychom v tomto př́ıpadě museli nahradit afinńı
transformaćı, to jest násobeńım řádkového vektoru matićı a následným přičteńım vektoru.

II.8 ∗-struktura

Ačkoliv je Lieova algebra p(1, 1), kterou bychom užili k zavedeńı Hopfovy algebry U(p(1, 1)),
a grupa P (1, 1), kterou bychom užili k zavedeńı Hopfovy algebry Pol(P (1, 1)), definována nad
reálnými č́ısly, Hopfovy algebry U(p(1, 1)) a Pol(P (1, 1)) jsou zavedeny nad komplexńımi č́ısly.
Tento nedostatek odstrańıme t́ım, že zavedeme ∗-strukturu, o které je pojednáno v odstavci I.5,
a kterou lze už́ıt k vyjádřeńı reality Lieovy algebry p(1, 1) a grupy P (1, 1).

V př́ıpadě Hopfovy algebry Pol(P (1, 1)) zavedené na polynomech na grupě P (1, 1) zavedeme
operaci ∗ zp̊usobem uvedeným v [12], to jest tak, aby pro polynomy f z Pol(P (1, 1)) platilo

f∗(g) = f(g),

pro všechna g ∈ P (1, 1). V př́ıpadě prvk̊u Λµ
ν a hµ to znamená, že

Λµ∗
ν = Λµ

ν , h∗µ = hµ. (II.67)

Jak v́ıme z odstavce I.5, vztahy určuj́ıćı operaci ∗ na prvćıch Λµ
ν , hµ určuj́ı tuto operaci na celé

Hopfově algebře Pol(P (1, 1)) tehdy, když jsou pro tyto prvky splněny axiomy (I.29) a když relace
zavedené v Hopfově algebře splňuj́ı podmı́nky (I.33). Axiomy (I.29) vyč́ıslené na prvćıch Λµ

ν , hµ

jsou

∗ ∗Λµ
ν = ∗Λµ

ν = Λµ
ν ,

(S ◦ ∗)2Λµ
ν = S ∗ S ∗Λµ

ν = S ∗ SΛµ
ν = S ∗ (gµαΛβ

αgβν) = S(gµαΛβ∗
αgβν)

= gµαS(Λβ
α)gβν = gµα(gβρΛσ

ρgσα)gβν = gµαgσαΛσ
ρg

βρgβν = δµ
σΛσ

ρδ
ρ
ν = Λµ

ν ,

ε(Λµ∗
ν) = ε(Λµ

ν) = δµ
ν = ε(Λµ

ν),
∆(Λµ∗

ν) = ∆(Λµ
ν) = Λµ

α ⊗Λα
ν = (Λµ

α ⊗Λα
ν)∗⊗∗ = (∆Λµ

ν)∗⊗∗,
∗ ∗ hµ = ∗hµ = hµ,

(S ◦ ∗)2hµ = S ∗ S ∗ hµ = S ∗ Shµ = S ∗ (−gµνΛν
αgαβhβ) = S(−gµνgαβh∗βΛ

ν∗
α)

= S(−gµνg
αβhβΛν

α) = −gµνg
αβS(Λν

α)S(hβ)

= −gµνg
αβ(gνρΛσ

ρgσα)(−gβδΛδ
γgγφhφ) = (gµνg

νρ)Λσ
ρ(gσαgαβ)gβδΛδ

γgγφhφ

= δρ
µΛ

δ
γδβ

σgβδΛδ
γgγφhφ = (Λσ

µgβδΛδ
γ)gγφhφ = gµγgγφhφ = δφ

µhφ = hµ,

ε(h∗µ) = ε(hµ) = 0 = ε(hµ),

∆(h∗µ) = ∆(hµ) = 1⊗ hµ + hν ⊗Λν
µ = (1⊗ hµ + hν ⊗Λν

µ)∗⊗∗ = (∆hµ)∗⊗∗,

přičemž při úpravě výraz̊u vzniklých vyč́ısleńım axiomu (S ◦ ∗)2 = id jsme užili některé z relaćı
(II.56), konkrétně ΛT gΛ = g, ΛgΛT = g, a dále toho, že gµν a gµν jsou reálné symetrické
vzájemně inverzńı matice. Než se pust́ıme do ověřováńı podmı́nek (I.33), tak uprav́ıme výraz pro
operaci ∗ aplikovanou na komutátor. Pro dva prvky X, Y z Hopfovy algebry dostáváme

[X, Y ]∗ = (XY − Y X)∗ = Y ∗X∗ −X∗Y ∗ = −[X∗, Y ∗]. (II.68)
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S užit́ım tohoto vztahu ověř́ıme podmı́nky (I.33) pro prvńı tři relace z (II.56), to jest nulovost
výraz̊u

[Λµ
ν ,Λα

β]∗ = −[Λµ∗
ν ,Λ

α∗
β] = −[Λµ

ν ,Λα
β] = 0,

[Λµ
ν ,hα]∗ = −[Λµ∗

ν ,h
∗
α] = −[Λµ

ν ,hα] = 0,

[hµ,hν ]∗ = −[h∗µ,h∗ν ] = −[hµ,hν ] = 0.

Zbývá ověřit podmı́nku (I.33) pro zbývaj́ıćı relace z (II.56), to jest nulovost výraz̊u

(Λα
µgαβΛβ

ν − gµν)∗ = Λβ∗
νgαβΛα∗

µ − gµν = Λβ
νgαβΛα

µ − gµν = Λα
µgαβΛβ

ν − gµν = 0,

(Λµ
αgαβΛν

β − gµν)∗ = Λν∗
βgαβΛµ∗

α − gµν = Λν
βgαβΛµ

α − gµν = Λµ
αgαβΛν

β − gµν = 0,

kde jsme užili toho, že gµν a gµν jsou reálné matice a toho, že prvky Λµ
ν mezi sebou komu-

tuj́ı. Podmı́nky (I.33) jsou splněny pro všechny relace zavedené v Hopfově algebře Pol(P (1, 1))
a splněny jsou také axiomy (I.29) pro prvky Λµ

ν , hµ, vztahy (II.67) tud́ıž definuj́ı na Hopfově
algebře Pol(P (1, 1)) strukturu ∗-Hopfovy algebry.

Na Hopfově algebře U(p(1, 1)) urč́ıme ∗-strukturu tak, aby pro bilineárńı formu platila po-
sledńı z podmı́nek (I.37), to jest

〈X, φ∗〉 = 〈S(X)∗, φ〉,

kde X ∈ U(p(1, 1)) a φ ∈ Pol(P (1, 1)). Pro prvek P ′
0 z Hopfovy algebry U(p(1, 1)), jednotkový

prvek a prvky tvaru Λµ2
ν2 · · ·Λµk

νk
hα1hα2 · · ·hαl

, kde k, l = 0, 1, 2, . . . dostáváme

〈P ′
0,1

∗〉 = 〈P ′
0,1〉 = ε(P ′

0) = 0 = ε(P ′
0) = 〈P ′

0,1〉 = 〈S(P ′
0)∗,1〉,

〈P ′
0, (Λ

µ1
ν1Λ

µ2
ν2 · · ·Λµk

νk
hα1hα2 · · ·hαl

)∗〉 = 〈P ′
0,h

∗
αl
· · ·h∗α2

h∗α1
Λµk∗

νk
· · ·Λµ2∗

ν2
Λµ1∗

ν1
〉

= 〈P ′
0,hαl

· · ·hα2hα1Λ
µk

νk
· · ·Λµ2

ν2Λ
µ1

ν1〉
= 〈P ′

0(1),hαl
〉 · · · 〈P ′

0(l),hα1〉〈P ′
0(l+1),Λ

µk
νk
〉 · · · 〈P ′

0(k+l),Λ
µ1

ν1〉

= 〈P ′
0(1),Λ

µ1ν1〉 · · · 〈P ′
0(k),Λ

µkνk
〉〈P ′

0(k+1),hα1〉 · · · 〈P ′
0(k+l),hαl

〉

= 〈P ′
0,Λµ1ν1Λµ2ν2 · · ·Λµkνk

hα1hα2 · · ·hαl
〉

= 〈S(P ′
0)∗,Λµ1ν1Λµ2ν2 · · ·Λµkνk

hα1hα2 · · ·hαl
〉. (II.69)

Čtvrtá rovnost v druhém vztahu plyne z toho, že ∆k+l−1P ′
0 = P ′

0(1)⊗· · ·⊗P ′
0(k+l) je součet prvk̊u

tvaru 1⊗ · · · ⊗ 1⊗ P ′
0 ⊗ 1⊗ · · · ⊗ 1, pro které plat́ı

〈1⊗ · · · ⊗ 1⊗ P ′
0 ⊗ 1⊗ · · · ⊗ 1,hαl

⊗ · · · ⊗Λµ1
ν1〉

= 〈1,hαl
〉 · · · 〈1,hαp+1〉〈P ′

0,hαp〉〈1,hαp−1〉 · · · 〈1,Λµ1
ν1〉

= 〈1,Λµ1ν1〉 · · · 〈1,hαp−1〉 〈P ′
0,hαp〉 〈1,hαp+1〉 · · · 〈1,hαl

〉
= 〈1⊗ · · · ⊗ 1⊗ P ′

0 ⊗ 1⊗ · · · ⊗ 1,Λµ1ν1 ⊗ · · · ⊗ hαl
〉,

přičemž jsme užili toho, že plat́ı

〈1,hµ〉 = 〈1,hµ〉, 〈P ′
0,hµ〉 = 〈P ′

0,hµ〉, 〈1,Λµ
ν〉 = 〈1,Λµ

ν〉, 〈P ′
0,Λ

µ
ν〉 = 〈P ′

0,Λµ
ν〉,

což je vidět z (II.66) a (II.60).
Uváž́ıme-li, že libovolný prvek z Hopfovy algebry Pol(P (1, 1)) lze vyjádřit jako lineárńı kom-

binaci jednotkového prvku a prvk̊u uvažovaného tvaru, tak je zřejmé, že muśı platit S(P ′
0)
∗ = P ′

0.
Aplikujeme-li na obě strany této rovnice operaci ∗, tak dostaneme S(P ′

0)
∗∗ = S(P ′

0) = P ′∗
0 a tud́ıž

49



P ′∗
0 = −P ′

0. Stejným zp̊usobem lze postupovat také v př́ıpadě prvk̊u P ′
1 a N , a ve výsledku

dostáváme

P ′∗
0 = −P ′

0, P ′∗
1 = −P ′

1, N ′∗ = −N ′. (II.70)

Z toho, co bylo napsáno v odstavci I.5 je zřejmé, že tyto vztahy lze už́ıt k zavedeńı ∗-struktury na
celé Hopfově algebře U(P (1, 1)), přičemž axiomy takto zavedené ∗-struktury neńı třeba ověřovat,
protože je možné ukázat, že jsou d̊usledkem vlastnost́ı (I.37) bilineárńı formy a platnosti axiomů
∗-struktury v Hopfově algebře Pol(P (1, 1)). Vztahy (II.70) tud́ıž zaváděj́ı na Hopfově algebře
U(p(1, 1)) strukturu ∗-Hopfovy algebry. Abychom odstranili znaménka minus ve vztaźıch (II.70),
provedeme záměnu prvk̊u P ′

0, P ′
1, N ′ za prvky P0, P1, N , kterou bude

P0 = iP ′
0, P1 = iP ′

1, N = iN ′.

Je třeba upozornit, že ačkoliv jsme užili stejného označeńı, jako v př́ıpadě prvk̊u generuj́ıćıch
Hopfovu algebru U(so(2, 1)), jedná se o zcela jiné prvky, které nejsou totožné s prvky P0, P1, N
zavedenými v odstavci II.2. Relace a vztahy definuj́ıćı konásobeńı, kojednotku a antipode (II.65)
v Hopfově algebře U(p(1, 1)) vyjádř́ıme pomoćı nových prvk̊u. Např́ıklad relaci [N ′, P ′

0] = P ′
1

přeṕı̌seme následovně

iP1 = i2P ′
1 = i2[N ′, P ′

0] = [iN ′, iP ′
0] = [N,P0].

Podobným zp̊usobem uprav́ıme i zbývaj́ıćı vztahy v (II.65), č́ımž dostaneme

[N,P0] = iP1, [N,P1] = iP0, [P0, P1] = 0,

∆P0 = P0 ⊗ 1 + 1⊗ P0, ∆P1 = P1 ⊗ 1 + 1⊗ P1, ∆N = N ⊗ 1 + 1⊗N,

ε(P0) = 0, ε(P1) = 0, ε(N) = 0,

S(P0) = −P0, S(P1) = −P1, S(N) = −N,

P ∗
0 = P0, P ∗

1 = P1, N∗ = N. (II.71)

Pod ∗-Hopfovou algebrou U(p(1, 1)) tedy budeme rozumět Hopfovu algebru generovanou prvky
P0, P1, N s relacemi, konásobeńım, kojednotkou, antipodem a operaćı ∗ (II.71).

Také vztahy (II.66) určuj́ıćı bilineárńı formu vyjádř́ıme s užit́ım nových prvk̊u. Např́ıklad
vztah 〈P ′

α,hµ〉 = gαµ uprav́ıme na

igαµ = i〈P ′
α,hµ〉 = 〈iP ′

α,hµ〉 = 〈Pα,hµ〉.

Analogickým zp̊usobem uprav́ıme i ostatńı vztahy z (II.66) a bilineárńı formu pak budeme určovat
těmito upravenými vztahy, které jsou

〈Pα,Λµ
ν〉 = 0,

〈Pα,hµ〉 = igαµ,

〈N,Λµ
ν〉 =

{
i pokud µ = 1, ν = 0 nebo µ = 0, ν = 1
0 jinak

,

〈N,hµ〉 = 0, (II.72)

Stejně, jako jsme zavedli ∗-strukturu na Hopfově algebře Pol(P (1, 1)), můžeme zavést také
∗-strukturu na Pol(P (1, 1))-komodul algebře Pol(R2). Pro polynomy f na R2 tedy definujeme

f∗(~v) = f(~v),
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kde ~v ∈ R2. Tato definice v př́ıpadě prvk̊u xµ generuj́ıćıch tuto algebru znamená, že

x∗µ = xµ. (II.73)

Aby byla t́ımto předpisem definována ∗-struktura na Pol(P (1, 1))-komodul algebře Pol(R2), tak
muśı být pro tyto prvky splněn prvńı z axiomů (I.29) a pro relaci [x0,x1] = 0 muśı být splněna
podmı́nka (I.33), což zajist́ı, že vztahy (II.73) definuj́ı na algebře Pol(R2) ∗-strukturu, a dále
muśı být pro prvky xµ a zobrazeńı β splněn axiom (I.44). Prvńı z axiomů (I.29) a axiom (I.44)
vyč́ıslený na prvćıch xµ je

∗ ∗ xµ = ∗xµ = xµ,

β(x∗µ) = 1⊗ hµ + xν ⊗Λν
µ = (1⊗ hµ + xν ⊗Λν

µ)∗⊗∗ = β(xµ)∗⊗∗.

Zbývá ověřit podmı́nku (I.33) pro relaci (II.58), to jest nulovost výrazu

[x0,x1]∗ = −[x∗0,x
∗
1] = −[x0,x1] = 0.

Vztahy (II.73) tedy zavád́ı ∗-strukturu na pravé Pol(P (1, 1))-komodul algebře Pol(R2).

II.9 U(p(1, 1))-modul algebra Pol(R2)

V odstavci I.8 jsme ukázali, jak lze k pravé komodul algebře přǐradit levou modul algebru. V našem
př́ıpadě tedy přǐrad́ıme k pravé Pol(P (1, 1))-komodul algebře Pol(R2) levou U(p(1, 1))-modul
algebru Pol(R2). Zobrazeńı ., které určuje p̊usobeńı ∗-Hopfovy algebry U(p(1, 1)) na ∗-algebru
Pol(R2) je definováno vztahem (I.52), to jest

X . v = v(1̄)〈X, v(2̄)〉,
kde X ∈ U(p(1, 1)) a v ∈ Pol(R2). Dosad́ıme-li za prvek X prvky P0, P1, N a za prvek v prvky
xµ, to jest v tom př́ıpadě, kdy budeme prvky P0, P1, N z ∗-Hopfovy algebry U(p(1, 1)) p̊usobit
na prvky xµ z ∗-algebry Pol(R2), tak dostaneme

Pα . xµ = 1〈Pα,hµ〉+ xν〈Pα,Λν
µ〉 = igαµ,

N . xµ = 1〈N,hµ〉+ xν〈N,Λν
µ〉 =

{
ix1 pro µ = 0
ix0 pro µ = 1

. (II.74)

Protože je algebra Pol(R2) komutativńı, můžeme libovolný prvek této algebry zapsat jako
lineárńı kombinaci jednotkového prvku a prvk̊u tvaru xn

0x
m
1 , kde n, m = 0, 1, 2, . . .. Urč́ıme-li

tedy jak p̊usob́ı prvky P0, P1, N na tyto prvky, tak bude určeno, jak p̊usob́ı prvky P0, P1, N
na libovolný prvek algebry Pol(R2). Abychom vyč́ıslili zobrazeńı . pro tyto prvky, tak nejdř́ıve
zjist́ıme, jak vypadá toto zobrazeńı vyč́ıslené na prvćıch P0, P1, N z Hopfovy algebry U(p(1, 1))
a na prvćıch xn

µ z algebry Pol(R2), to jest na mocninách prvk̊u xµ.

Pα . xn
µ = (Pα(1) . xµ)(Pα(2) . xµ) · · · (Pα(n) . xµ) =

n−1∑
k=0

(1 . xµ)k(Pα . xµ)(1 . xµ)n−1−k

=
n−1∑
k=0

(xµ)k(igαµ)(xµ)n−1−k = igαµnxn−1
µ ,

N . xn
µ = (N(1) . xµ)(N(2) . xµ) · · · (N(n) . xµ) =

n−1∑
k=0

(1 . xµ)k(N . xµ)(1 . xµ)n−1−k

=
n−1∑
k=0

(xµ)k(N . xµ)(xµ)n−1−k = (N . xµ)nxn−1
µ =

{
ix1nxn−1

0 pro µ = 0

ix0nxn−1
1 pro µ = 1

,
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kde jsme užili prvńı z vlastnost́ı (I.50) a druhé z vlastnost́ı (I.49), komutativity prvk̊u xµ a toho,
že ∆n−1Pα = Pα ⊗ 1⊗ · · · ⊗ 1 + 1⊗ Pα ⊗ · · · ⊗ 1 + · · ·+ 1⊗ 1⊗ · · · ⊗ Pα a ∆n−1N = N ⊗ 1⊗
· · · ⊗ 1 + 1⊗N ⊗ · · · ⊗ 1 + · · ·+ 1⊗ 1⊗ · · · ⊗N . S užit́ım těchto vztah̊u vyč́ısĺıme zobrazeńı .
pro prvky P0, P1, N a pro prvky 1, xn

0x
m
1 z algebry Pol(R2), č́ımž dostaneme

P0 . 1 = ε(P0) = 0,

P1 . 1 = ε(P1) = 0,

N . 1 = ε(N) = 0,

P0 . xn
0x

m
1 = (P0(1) . xn

0 )(P0(2) . xm
1 ) = (1 . xn

0 )(P0 . xm
1 ) + (P0 . xn

0 )(1 . xm
1 )

= inxn−1
0 xm

1 = i
∂

∂x0
(xn

0x
m
1 ),

P1 . xn
0x

m
1 = (P1(1) . xn

0 )(P1(2) . xm
1 ) = (1 . xn

0 )(P1 . xm
1 ) + (P1 . xn

0 )(1 . xm
1 )

= −imxn
0x

m−1
1 = −i

∂

∂x1
(xn

0x
m
1 ),

N . xn
0x

m
1 = (N(1) . xn

0 )(N(2) . xm
1 ) = (1 . xn

0 )(N . xm
1 ) + (N . xn

0 )(1 . xm
1 )

= ix1nxn−1
0 xm

1 + ix0mxn
0x

m−1
1 =

(
ix1

∂

∂x0
+ ix0

∂

∂x1

)
(xn

0x
m
1 ),

kde jsme využili komutativity prvk̊u xµ a vlastnost́ı (I.49), (I.50) zobrazeńı .. Jak jsme v těchto
vztaźıch naznačili, p̊usobeńı prvk̊u P0, P1, N na algebře Pol(R2) lze výhodně zapsat pomoćı
vztah̊u obsahuj́ıćıch derivace. Budeme-li tedy na algebru Pol(R2) pohĺıžet jako na algebru poly-
nomů na R2, o které jsme se zmı́nili v odstavci II.6, tak budeme moci pro polynomy f z Pol(R2)
psát

P0 . f(x0,x1) = i
∂

∂x0
f(x0,x1),

P1 . f(x0,x1) = −i
∂

∂x1
f(x0,x1),

N . f(x0,x1) =
(

ix0
∂

∂x1
+ ix1

∂

∂x0

)
f(x0,x1). (II.75)

II.10 Algebra operátor̊u

V tomto odstavci užijeme aparátu zavedeného v odstavci I.10 k tomu, abychom vytvořili z ∗-
Hopfovy algebry U(p(1, 1)) a U(p(1, 1))-modul algebry Pol(R2) ∗-algebru, a ukážeme, že tato
algebra splňuje požadavky kladené na algebru operátor̊u popisuj́ıćıch speciálńı teorii relativity.

Přirozenou algebrou generátor̊u symetrie speciálńı teorie relativity je univerzálńı obaluj́ıćı
algebra U(p(1, 1)), to jest algebra, na které jsme vztahy (II.71) zavedli strukturu Hopfovy algebry.
Tato algebra je algebrou generovanou prvky P0, P1, N s relacemi

[N,P0] = iP1, [N,P1] = iP0, [P0, P1] = 0. (II.76)

Tuto algebru bychom chtěli doplnit tak, aby obsahovala také operátory poloh. Vhodnými kan-
didáty na operátory poloh by mohli být prvky xµ z algebry Pol(R2). Tato algebra je algebrou
generovanou prvky xµ s relaćı (II.73), to jest

[x0,x1] = 0. (II.77)
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V algebře generátor̊u symetrie uvažujme prvek G, který je lineárńı kombinaćı prvk̊u P0, P1, N
s reálnými koeficienty, to jest G = α1P0 + α2P1 + α3N , α1, α2, α3 ∈ R. V kvantové mechanice
hraje významnou roli prvek −iξG, ξ ∈ R, který generuje infinitezimálńı transformace a prvek
e−iξG, který generuje konečné transformace.

My se nyńı pod́ıváme na zobrazeńı . definuj́ıćı p̊usobeńı prvk̊u Hopfovy algebry U(p(1, 1))
na algebru Pol(R2), které jsme zavedli v předešlé kapitole, a ukážeme, že prvky −iξG a e−iξG

generuj́ı požadované transformace prvk̊u xµ.
Nejdř́ıve budeme uvažovat prvky −iξG a ukážeme, že infinitezimálńı transformaci prvku xµ

na prvek x′µ generovanou t́ımto prvkem lze zapsat vztahem

x′µ = xµ + (−iξG . xµ) +O(ξ2). (II.78)

Tento vztah vyč́ısĺıme pro prvky G = P0, P1, N , č́ımž dostaneme

x′µ = xµ + (−iξPν . xµ) +O(ξ2) = xµ + ξgµν +O(ξ2),

x′µ = xµ + (−iξN . xµ) +O(ξ2) =

{
x0 + ξx1 +O(ξ2) pro µ = 0

x1 + ξx0 +O(ξ2) pro µ = 1
,

kde jsme užili vztah̊u (II.74). Z těchto vztah̊u je vidět, že vztah (II.78) definuje infinitezimálńı
transformace prvk̊u xµ, které bychom očekávali v př́ıpadě, kdy by reprezentovali operátory polohy.

Nyńı budeme uvažovat prvky e−iξG a ukážeme, že transformaci prvku xµ na prvek x′µ gene-
rovanou t́ımto prvkem lze zapsat vztahem

x′µ = e−iξG . xµ. (II.79)

Tento vztah opět vyč́ısĺıme pro prvky G = P0, P1, N . Pro prvky Pν dostaneme

x′µ = e−iξPν . xµ = (1− iξPν − 1
2ξ2P 2

ν + · · · ) . xµ

= (1 . xµ)− iξ(Pν . xµ)− 1
2ξ2(Pν . (Pν . xµ)) + · · · = xµ + ξgµν ,

kde jsme užili vztah̊u (II.74) a toho, že Pν . (Pν .xµ) = Pν . (igµν) = igµνε(Pν) = 0 a nulové jsou
samozřejmě také všechny členy obsahuj́ıćı Pν v mocnině vyšš́ı než druhé. Tyto vztahy popisuj́ı
translace o ξ a to ve směru x0 v př́ıpadě P0 a ve směru x1 v př́ıpadě P1. Prvky P0, P1 tedy určuj́ı
vztahem (II.79) transformace prvk̊u xµ, které bychom očekávali v př́ıpadě, kdy by tyto prvky
reprezentovali operátory poloh. Zbývá vyjádřit vztah (II.79) pro př́ıpad, kdy G = N . Abychom
tak mohli učinit, tak si všimněme, že můžeme psát(

−iN . x0

−iN . x1

)
=
(

0 1
1 0

)(
x0

x1

)
,

což je vidět z (II.74). S užit́ım tohoto vztahu pak můžeme vztah

x′µ = e−iξN . xµ =
∞∑

n=0

1
n!

ξn(−iN)n . xµ

zapsat jako(
x′0
x′1

)
=

∞∑
n=0

1
n!

ξn

(
0 1
1 0

)n(x0

x1

)
=
(

cosh ξ sinh ξ
sinh ξ cosh ξ

)(
x0

x1

)
=
(

cosh ξx0 + sinh ξx1

sinh ξx0 + cosh ξx1

)
.
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Tento vztah popisuje Lorentzovu transformaci. Také v př́ıpadě G = N dostaneme vztahem (II.79)
transformaci, kterou bychom očekávali v př́ıpadě, kdy by prvky xµ reprezentovali operátory
polohy. Vid́ıme tedy, že vztah (II.78) určuje infinitezimálńı transformace a vztah (II.79) určuje
konečné transformace.

V kvantové mechanice určujeme transformaci operátoru xµ na operátor x′µ určenou prvkem
ξG jako

x′µ = e−iξGxµeiξG. (II.80)

Rozvojem tohoto výrazu dostaneme vyjádřeńı pro infinitezimálńı transformaci

x′µ = e−iξGxµeiξG = (1− iξG +O(ξ2))xµ(1 + iξG +O(ξ2)) = xµ − iξGxµ + iξxµG +O(ξ2)

= xµ − iξ[G,xµ] +O(ξ2).
(II.81)

Naš́ım úkolem bude vytvořit algebru, která bude obsahovat jak algebru generátor̊u symetrie
(II.76) tak algebru poloh (II.77) takovou, že relace mezi prvky z těchto algeber budou zavedeny
tak, aby platilo

[G,xµ] = G . xµ,

e−iξGxµeiξG = e−iξG . xµ. (II.82)

Relace mezi algebrou generátor̊u symetrie a algebrou poloh tedy budeme cht́ıt zavést tak, aby
vztah (II.81) popisoval infinitezimálńı transformaci určenou vztahem (II.78) a aby vztah (II.80)
určoval transformaci (II.79).

Užijeme-li struktury Hopfovy algebry zavedené na algebře U(p(1, 1)), tak můžeme psát

G(1)xµS(G(2)) = GxµS(1) + 1xµS(G) = Gxµ − xµG = [G,xµ],

(e−iξG)(1)xµS
(
(e−iξG)(2)

)
= e−iξGxµS(e−iξG) = e−iξGxµeiξG,

kde G(1) ⊗G(2) = ∆G a kde jsme užili toho, že

∆e−iξG = ∆
∞∑

n=0

(−iξ)n

n!
Gn =

∞∑
n=0

(−iξ)n

n!
(∆G)n =

∞∑
n=0

(−iξ)n

n!
(G⊗ 1 + 1⊗G)n

=
∞∑

n=0

(−iξ)n

n!

n∑
k=0

(
n

k

)
(G⊗ 1)k(1⊗G)n−k =

∞∑
n=0

(−iξ)n

n!
n!

k!(n− k)!
(Gk ⊗Gn−k)

=
∞∑

k=0

∞∑
l=0

(−iξ)k+l

k!l!
Gk ⊗Gl =

( ∞∑
k=0

(−iξ)k

k!
Gk

)
⊗

( ∞∑
l=0

(−iξ)l

l!
Gl

)
= e−iξG ⊗ e−iξG,

přičemž jsme užili toho, že výrazy (G ⊗ 1) a (1 ⊗ G) spolu komutuj́ı a v páté rovnosti jsme
zaměnili index n za k + l, a dále jsme užili toho, že

S(e−iξG) = S

( ∞∑
n=0

(−iξ)n

n!
Gn

)
=

∞∑
n=0

(−iξ)n

n!
S(G)n =

∞∑
n=0

(−iξ)n

n!
(−G)n = eiξG.

Vztahy (II.82) tedy můžeme zapsat jako

G(1)xµS(G(2)) = G . xµ,

(e−iξG)(1)xµS
(
(e−iξG)(2)

)
= e−iξG . xµ.
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Tento vztah koresponduje se vztahem (I.59), platným v bicrossproduct algebře s kterou jsme se
setkali v odstavci I.10. Bicrossproduct algebra Pol(R2) o U(p(1, 1)) je tud́ıž hledanou algebrou
operátor̊u.

Bicrossproduct algebra přǐrazená k ∗-Hopfově algebře U(p(1, 1)) a U(p(1, 1))-modul algebře
Pol(R2) je ∗-algebrou, kterou budeme značit symbolem B, zavedenou na tenzorovém součinu
Pol(R2)⊗U(p(1, 1)) tak, že pro prvky tvaru v⊗h, kde v ∈ Pol(R2) a h ∈ U(p(1, 1)), je násobeńı
určeno vztahem (I.54), to jest

(v ⊗ h)(u⊗ g) = v(h(1) . u)⊗ h(2)g, (II.83)

kde h(1) ⊗ h(2) = ∆h. Pro ∗-algebry U(so(2, 1)) a Pol(R2) dále definujeme injektivńı homomor-
fismy (I.55), (I.55) do ∗-algebry B

v̂ = v ⊗ 1,

ĥ = 1⊗ h,

kde v ∈ Pol(R2) a h ∈ U(p(1, 1)). Tyto homomorfismy identifikuj́ı ∗-algebry U(p(1, 1)) a Pol(R2)
jako podalgebry algebry B.

Dosazeńım do definice (II.83) můžeme určit výrazy pro násobeńı mezi prvky P̂0, P̂1, N̂ a prvky
x̂µ, které jsou

x̂µP̂ν = (xµ ⊗ 1)(1⊗ Pν) = xµ(1 . 1)⊗ 1Pν = xµ ⊗ Pν ,

P̂ν x̂µ = (1⊗ Pν)(xµ ⊗ 1) = 1(Pν(1) . xµ)⊗ Pν(2)1 = (Pν . xµ)⊗ 1 + (1 . xµ)⊗ Pν

= igνµ1⊗ 1 + xµ ⊗ Pν ,

x̂µN̂ = (xµ ⊗ 1)(1⊗N) = xµ(1 . 1)⊗ 1N = xµ ⊗N,

N̂ x̂µ = (1⊗N)(xµ ⊗ 1) = 1(N(1) . xµ)⊗N(2)1 = (N . xµ)⊗ 1 + (1 . xµ)⊗N

= xµ ⊗N +

{
ix1 ⊗ 1 pro µ = 0
ix0 ⊗ 1 pro µ = 1

,

kde jsme užili (II.74), a toho, že plat́ı axiomy (I.49), (I.50). Tyto výrazy vedou ke komutátor̊um

[x̂µ, P̂ν ] = x̂µP̂ν − P̂ν x̂µ = −igµν ,

[N̂ , x̂0] = N̂ x̂0 − x̂0N̂ = ix̂1,

[N̂ , x̂1] = N̂ x̂1 − x̂1N̂ = ix̂0,

které spolu s relacemi (II.71) z algebry U(p(1, 1)) a relacemi (II.58) z algebry Pol(R2) určuj́ı
strukturu algebry B.

Hledanou algebrou B, která je algebrou operátor̊u speciálńı teorie relativity, je tedy algebra
generovaná prvky P̂0, P̂1, N̂ , x̂0, x̂1 s relacemi

[N̂ , P̂0] = iP̂1, [N̂ , P̂1] = iP̂0, [P̂0, P̂1] = 0,

[x̂0, x̂1] = 0,

[x̂µ, P̂ν ] = −igµν , [N̂ , x̂0] = ix̂1, [N̂ , x̂1] = ix̂0. (II.84)

Protože Hopfova algebra U(p(1, 1)) je ∗-Hopfovou algebrou a algebra Pol(R2) je ∗-algebrou,
bude vzniklá algebra operátor̊u B ∗-algebrou. Operace ∗ bude v této algebře určena vztahy
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(II.71) určuj́ıćımi operaci ∗ v ∗-Hopfově algebře U(p(1, 1)) a vztahy (II.73) určuj́ıćımi operaci ∗
v algebře Pol(R2), to jest vztahy

P̂0
∗

= P̂0, P̂1
∗

= P̂1, N̂∗ = N̂ ,

x̂µ
∗ = x̂µ. (II.85)

Fyzikálně bychom mohli operaci ∗ interpretovat jako operaci, která přǐrazuje operátoru Ô ∈ B
adjungovaný operátor Ô∗, operátory P̂0, P̂1, N̂ , x̂0, x̂1, které reprezentuj́ı fyzikálńı veličiny jsou
pak samoadjungované.

V odstavci I.10 jsme se zmı́nili o tom, že pro bicrossproduct algebru lze reprezentovat na modul
algebře, kterou jsme užili při jej́ı definici. V našem př́ıpadě tedy můžeme definovat reprezentaci
algebry B = Pol(R2) o U(p(1, 1)) na vektorovém prostoru Pol(R2), to jest na prostoru všech
polynomů na R2. Tato reprezentace je definována vztahem

(v ⊗ h) I u = v(h . u),

kde (v⊗h) ∈ B a u ∈ Pol(R2). Dosad́ıme-li do tohoto vztahu prvky P̂0, P̂1, N̂ , x̂0, x̂1 a polynomy
f z Pol(R2) tak dostaneme

x̂µ I f(x0,x1) = (xµ ⊗ 1) I f(x0,x1) = xµ(1 . f(x0,x1)) = xµf(x0,x1),

P̂µ I f(x0,x1) = (1⊗ Pµ) I f(x0,x1) = 1(Pµ . f(x0,x1)) = igµν
∂

∂xν
f(x0,x1),

N̂ I f(x0,x1) = (1⊗N) I f(x0,x1) = 1(N . f(x0,x1)) =
(

ix0
∂

∂x1
+ ix1

∂

∂x0

)
f(x0,x1),

(II.86)

kde jsme užili vztahu (II.75). Tato reprezentace je známou souřadnicovou reprezentaćı.
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III Užit́ı Hopfovy algebry při konstrukci dvojité speciálńı teorie
relativity

V této kapitole bude užito stejného postupu jako v kapitole II k tomu, aby bylo na jednom př́ıkladě
ukázáno, jak lze už́ıt struktury Hopfovy algebry k doplněńı algebry generátor̊u dvojité speciálńı
teorie relativity s jednou časovou a jednou prostorovou dimenźı o operátory polohy a vytvořeńı
algebry operátor̊u popisuj́ıćı dvojitou speciálńı teorii relativity.

V odstavci III.1 zavedeme Hopfovu algebru Uq(so(2, 1)), která je q-deformovanou Hopfovou
algebrou vytvořenou postupem, který zavedl Drinfeld a Jimbo. V odstavćıch III.2 až III.5 za-
vedeme Hopfovu algebru SOq(2, 1) duálńı k této algebře a pravou SOq(2, 1)-komodul algebru.
V odstavci III.6 pak z těchto Hopfových algeber a komodul algebry vytvoř́ıme Hopfovy algebry
Uq(p(1, 1)), Pq(1, 1) a pravou Pq(1, 1)-komodul algebru. V odstavci III.7 doplńıme tyto Hopfovy
algebry a komodul algebru o ∗-strukturu a v odstavci III.8 užijeme duality Hopfových algeber
Uq(p(1, 1)) a Pq(1, 1) k tomu, abychom z pravé Pq(1, 1)-komodul algebry vytvořili také levou
Uq(p(1, 1))-modul algebru. V odstavci III.9 vytvoř́ıme z Hopfovy algebry Uq(p(1, 1)) zavedené
na algebře generátor̊u symetrie dvojité speciálńı teorie relativity a z levé Uq(p(1, 1))-modul alge-
bry, která bude představovat algebru operátor̊u poloh, algebru, která bude algebrou operátor̊u
popisuj́ıćı dvojitou speciálńı teorii relativity.

III.1 Hopfova algebra Uq(so(2, 1))

V odstavci II.1 jsme zavedli Lieovu algebru so(2, 1), která byla tvořena tř́ıdimenzionálńım vekto-
rovým prostorem s bázovými vektory P0, P1, N a Lieovou závorkou určenou vztahy

[N,P0] = P1, [N,P1] = P0, [P0, P1] = −N. (III.1)

V této Lieově algebře provedeme změnu báze a mı́sto vektor̊u P0, P1, N budeme uvažovat vektory
H, X+, X− zavedené vztahy

H = 2P0, X± = N ∓ P1, (III.2)

S užit́ım matic můžeme tuto změnu báze spolu s inverzńı změnou zapsat jako H
X+

X−

 =

 . 2 .
1 . −1
1 . 1

N
P0

P1

 ,

N
P0

P1

 =

 . 1
2

1
2

1
2 . .
. −1

2
1
2

 H
X+

X−

 . (III.3)

Lieovy závorky pro nové bázové vektory H, X+, X− urč́ıme pomoćı Lieových závorek (III.1) pro
p̊uvodńı bázové vektory

[H,X±] = [2P0, N ∓ P1] = 2([P0, N ]∓ [P0, P1]) = 2(−P1 ±N) = ±2(N ∓ P1) = ±2X±,

[X+, X−] = [N − P1, N + P1] = [N,N ] + [N,P1]− [P1, N ]− [P1, P1] = P0 + P0 = 2P0 = H.

Vytvořenou Lieovu algebru, která je totožná s p̊uvodńı Lieovou algebrou so(2, 1) budeme značit
jako sl(2), protože prvky H, X+, X− tvoř́ı standardńı volbu báze v Lieově algebře sl(2) tvořené
2× 2 maticemi s nulovou stopou 1.

1Prvk̊um H, X+, X− v Lieově algebře sl(2) odpov́ıdaj́ı matice

H =

(
1 .
. −1

)
, X+ =

(
. 1
. .

)
, X− =

(
. .
1 .

)
,
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Postupem popsaným v odstavci II.2 bychom mohli pro Lieovu algebru sl(2) zavést Hopfovu
algebru definovanou na univerzálńı obaluj́ıćı algebře U(sl(2)), která by byla Hopfovou algebrou
generovanou prvky H, X+, X− s relacemi, konásobeńım, kojednotkou a antipodem

[H,X±] = ±2X±, [X+, X−] = H,

∆H = H ⊗ 1 + 1⊗H, ∆X± = X± ⊗ 1 + 1⊗X±,

ε(H) = 0, ε(X±) = 0,

S(H) = −H, S(X±) = −X±. (III.4)

Quasitriangulárńı strukturu pro tuto Hopfovu algebru bychom mohli definovat následovně

R = 1⊗ 1. (III.5)

Jinou možnost́ı, jak přǐradit Lieově algebře s relacemi (III.1) Hopfovu algebru, je užit́ı po-
stupu, který zavedl Drinfeld a Jimbo. Tento postup, o kterém je pojednáno např́ıklad v [10, Kap
3], přǐrazuje každé polojednoduché Lieově algebře L a nenulovému komplexńımu parametru q
Hopfovu algebru Uq(L). V našem př́ıpadě tedy přǐrad́ıme k Lieově algebře sl(2) Hopfovu alge-
bru Uq(sl(2)), která je [10, Kap 3] Hopfovou algebrou generovanou prvky H, X+, X− s relacemi,
konásobeńım, kojednotkou a antipodem

[H,X±] = ±2X±, [X+, X−] =
qH − q−H

q − q−1
,

∆H = H ⊗ 1 + 1⊗H, ∆X± = X± ⊗ q
H
2 + q−

H
2 ⊗X±,

ε(H) = 0, ε(X±) = 0,

S(H) = −H, S(X±) = −q±1X±, (III.6)

kde q je nějaký nenulový komplexńı parametr. Aby měli výrazy q±
H
2 , q±H nějaký smysl, bu-

deme parametr q zapisovat jako q = e
λ
2 a výrazy obsahuj́ıćı q pak budeme interpretovat pomoćı

mocninného rozvoje. Např́ıklad výraz q±
H
2 rozeṕı̌seme jako

q±
H
2 =

∞∑
n=0

1
n!

(
λ

2

)n(
±H

2

)n

.

Pro Hopfovu algebru Uq(sl(2)) existuje také quasitriangulárńı struktura [10, Kap 3]

R = q
1
2
H⊗He

(q−q−1)X+q
H
2 ⊗q−

H
2 X−

q−2 , (III.7)

kde q-exponenciála eq−2 je definována vztahy

ex
q−2 =

∞∑
n=0

xn

[n; q−2]!
, [n; q−2]! = [n; q−2][n− 1; q−2] · · · [1; q−2], [n; q−2] =

1− q−2n

1− q−2
.

Prvńımi členy v rozvoji této q-exponenciály jsou

ex
q−2 = 1 + x +

x2

1 + q−2
+

x3

(1 + q−2)(1 + q−2 + q−4)
+O(x4). (III.8)
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Provedeme-li záměnu prvk̊u H, X+, X− za prvky P0, P1, N , to jest záměnu inverzńı k záměně
(III.2), kterou jsme provedli v př́ıpadě přechodu od bázových prvk̊u P0, P1, N k bázovým prvk̊um
H, X+, X−, tak źıskáme vztahy

[N,P0] = P1, [N,P1] =
1
2

q2P0 − q−2P0

q − q−1
, [P0, P1] = −N,

∆P0 = P0 ⊗ 1 + 1⊗ P0, ∆P1 = P1 ⊗ qP0 + q−P0 ⊗ P1, ∆N = N ⊗ qP0 + q−P0 ⊗N,

ε(P0) = 0, ε(P1) = 0, ε(N) = 0,

S(P0) = −P0, S(P1) = − q+q−1

2 P1 − q−q−1

2 N, S(N) = − q−q−1

2 P1 − q+q−1

2 N.
(III.9)

Hopfovu algebru generovanou prvky P0, P1, N s uvedenými s relacemi, konásobeńım, kojednotkou
a antipodem budeme značit symbolem Uq(so(2, 1)).

Lze ukázat, že provedeme-li ve vztaźıch (III.6), (III.7) limitu q → 1 (λ → 0) tak źıskáme
vztahy (III.4), (III.5) a podobně, provedeme-li ve vztaźıch (III.9) limitu q → 1 tak źıskáme vztahy
(II.6), (II.10). Na Hopfovy algebry Uq(sl(2)), Uq(so(2, 1)) tedy můžeme pohĺıžet jako na deformace
Hopfových algeber U(sl(2)), U(so(2, 1)), přičemž mı́ra deformace je určena parametrem q (λ).

V daľśıch výpočtech budeme potřebovat výraz pro konásobeńı vyč́ıslené na prvćıch q±P0 , to
jest

∆q±P0 = ∆

( ∞∑
n=0

1
n!

(
±λ

2

)n

Pn
0

)
=

∞∑
n=0

1
n!

(
±λ

2

)n

(∆P0)n =
∞∑

n=0

1
n!

(
±λ

2

)n

(P0 ⊗ 1 + 1⊗ P0)n

=
∞∑

n=0

1
n!

(
±λ

2

)n n∑
k=0

(
n

k

)
(P0 ⊗ 1)k(1⊗ P0)n−k =

∞∑
n=0

n∑
k=0

1
n!

n!
k!(n− k)!

(
±λ

2

)n

P k
0 ⊗ Pn−k

0

=
∞∑
l=0

∞∑
k=0

1
k!l!

(
±λ

2

)k+l

P k
0 ⊗ P l

0 =
∞∑

k=0

1
k!

(
±λ

2

)k

P k
0 ⊗

∞∑
l=0

1
l!

(
±λ

2

)l

P l
0 = q±P0 ⊗ q±P0 ,

kde jsme užili toho, že prvky (P0 ⊗ 1) a (1⊗ P0) spolu komutuj́ı.

III.2 Reprezentace algebry Uq(so(2, 1))

V odstavci II.4 jsme vytvořili Hopfovu algebru duálńı k Hopfově algebře U(so(2, 1)) jako mati-
covou bialgebru a při definici bilineárńı formy jsme užili reprezentace algebry U(so(2, 1)) pomoćı
3× 3 matic. Abychom mohli postupovat stejným zp̊usobem i v př́ıpadě konstrukce Hopfovy alge-
bry duálńı k Hopfově algebře Uq(so(2, 1)), budeme potřebovat reprezentaci této algebry pomoćı
3× 3 matic.

Tuto reprezentaci zavedeme stejným zp̊usobem jako v př́ıpadě U(so(2, 1)). Pro jednotkový
prvek definujeme

ρ(1) = δ, (III.10)

kde δ je jednotková matice, pro prvky z Uq(so(2, 1)), které jsou lineárńımi kombinacemi prvk̊u
P0, P1, N urč́ıme reprezentaci ρ tak, že zadáme matice

ρ(P0), ρ(P1), ρ(N), (III.11)

a pro prvky z Uq(so(2, 1)), které jsou tvaru X1X2 · · ·Xk, kde k = 2, 3, . . . a X1, X2, . . . , Xk jsou
lineárńı kombinace prvk̊u P0, P1, N vyč́ısĺıme zobrazeńı ρ vztahem

ρ(X1X2 · · ·Xk) = ρ(X1)ρ(X2) · · · ρ(Xk), (III.12)
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kde násobeńı na pravé straně je násobeńım matic. V kapitole II.2 jsme ukázali, že takto zavedené
zobrazeńı ρ je definováno pro celou algebru generovanou prvky P0, P1, N .

Při určováńı vztah̊u (III.11) zkuśıme využ́ıt toho, že algebra Uq(so(2, 1)) je podobná s algebrou
U(so(2, 1)), a budeme předpokládat, že také matice (III.11) budou podobné s maticemi (II.9).
Budeme předpokládat, že

ρ(P0) =

 . 1 .
1 . .
. . .

 , ρ(P1) =

 . . −A
. . .
B . .

 , ρ(N) =

. . .
. . C
. D .

 , (III.13)

kde A, B, C, D jsou nějaká, zat́ım neurčená č́ısla. Reprezentaćı prvńı a třet́ı relace z (III.9)
źıskáme rovnice

[ρ(N), ρ(P0)] =

. . .
. . C
. D .

 ,

 . 1 .
1 . .
. . .

 =

 . . −C
. . .
D . .

 =

 . . −A
. . .
B . .

 = ρ(P1),

[ρ(P0), ρ(P1)] =

 . 1 .
1 . .
. . .

 ,

 . . −A
. . .
B . .

 =

. . .
. . −A
. −B .

 =

. . .
. . −C
. −D .

 = ρ(−N).

Aby bylo zobrazeńı ρ dobře definováno i poté co zavedeme tyto relace, muśı být tyto rovnice
splněny, muśı tedy platit C = A, D = B. Reprezentaćı zbývaj́ıćı relace z (III.9) źıskáme rovnici

[ρ(N), ρ(P1)] =

. . .
. . A
. B .

 ,

 . . −A
. . .
B . .

 =

 . AB .
AB . .
. . .


= ρ

(
1
2

q2P0 − q−2P0

q − q−1

)
=

1
2(q − q−1)

∞∑
n=0

1
n!

(
λ

2

)n

2n(1− (−1)n)

 . 1 .
1 . .
. . .

n

=
sinh

(
2λ

2

)
q − q−1

 . 1 .
1 . .
. . .

 =
q + q−1

2

 . 1 .
1 . .
. . .

 .

Aby byla splněna i tato rovnice tak muśı platit AB = q+q−1

2 . Zvoĺıme A = B =
√

q+q−1

2 . Prvky
P0, P1, N pak budou reprezentovány maticemi

ρ(P0) =

 . 1 .
1 . .
. . .

 , ρ(P1) =
√

q+q−1

2

 . . −1
. . .
1 . .

 , ρ(N) =
√

q+q−1

2

. . .
. . 1
. 1 .

 . (III.14)

Tyto matice spolu se vztahy (III.10), (III.12) definuj́ı reprezentaci algebry Uq(so(2, 1)). Je vidět,
že limitou q → 1 bychom z těchto matic źıskali matice (II.9), které jsme v odstavci II.2 užili
k definici reprezentace algebry U(so(2, 1)).

Protože quasitriangulárńı strukturu R máme vyjádřenu pomoćı prvk̊u H, X+, X−, budeme
potřebovat také reprezentaci těchto prvk̊u. Prvky H, X+, X− zavedené vztahy (III.2) jsou repre-
zentovány maticemi

ρ(H) =

 . 2 .
2 . .
. . .

 , ρ(X+) =
√

q+q−1

2

 . . 1
. . 1

−1 1 .

 , ρ(X−) =
√

q+q−1

2

 . . −1
. . 1
1 1 .

 . (III.15)
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III.3 R-matice

Při konstrukci Hopfovy algebry duálńı k Hopfově algebře U(so(2, 1)) jsme užili R-matice, která
je reprezentaćı quasitriangulárńı struktury R = R(1) ⊗R(2), definované vztahem

Ri1
j1

i2
j2 = 〈R, ti1

j1 ⊗ ti2
j2〉 = ρ(R(1))i1

j1ρ(R(2))i2
j2 . (III.16)

V př́ıpadě konstrukce Hopfovy algebry duálńı k Hopfově algebře Uq(so(2, 1)) budeme tuto matici
také potřebovat, a protože narozd́ıl od jednoduché quasitriangulárńı struktury (II.12) v př́ıpadě
Hopfovy algebry U(so(2, 1)) máme poněkud složitěǰśı quasitriangulárńı strukturu (III.7), věnuje-
me výpočtu R-matice zvláštńı kapitolu.

Při výpočtu R-matice budeme postupovat tak, že odděleně vypočteme reprezentaci prvńı části

quasitriangulárńı struktury q
1
2
H⊗H a druhé části quasitriangulárńı struktury e

(q−q−1)X+q
H
2 ⊗q−

H
2 X−

q−2

a R-matici pak źıskáme vynásobeńım matic vzniklých reprezentaćı těchto výraz̊u.
Pro prvńı část quasitriangulárńı struktury dostáváme

ρ
(
q

1
2
H⊗H

)
=

∞∑
n=0

1
n!

(
λ

2

)n 1
2n

 . 2 .
2 . .
. . .

n

⊗

 . 2 .
2 . .
. . .

n

=
∞∑

n=0

1
n!

(
λ

2

)n

2n



. . . . 1 . . . .

. . . 1 . . . . .

. . . . . . . . .

. 1 . . . . . . .
1 . . . . . . . .
. . . . . . . . .
. . . . . . . . .
. . . . . . . . .
. . . . . . . . .



n

=



q2+q−2

2 . . . q2−q−2

2 . . . .

. q2+q−2

2 . q2−q−2

2 . . . . .
. . 1 . . . . . .

. q2−q−2

2 . q2+q−2

2 . . . . .
q2−q−2

2 . . . q2+q−2

2 . . . .
. . . . . 1 . . .
. . . . . . 1 . .
. . . . . . . 1 .
. . . . . . . . 1


,

(III.17)

přičemž jsme užili zápisu R-matice pomoćı 9×9 matice, stejného jako v př́ıpadě R-matice (II.27).
Při výpočtu druhé části quasitriangulárńı struktury budeme potřebovat znát reprezentaci

prvk̊u q±
H
2 , to jest

ρ
(
q±

H
2

)
=

∞∑
n=0

1
n!

(
λ

2

)n

(±1)n

 . 1 .
1 . .
. . .

n

=

 cosh λ
2 ± sinh λ

2 .

± sinh λ
2 cosh λ

2 .
. . 1

 =

 q+q−1

2 ± q−q−1

2 .

± q−q−1

2
q+q−1

2 .
. . 1

 .
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S užit́ım tohoto výrazu můžeme určit reprezentace mocnin prvk̊u X+q
H
2 , q−

H
2 X− vystupuj́ıćıch

v q-exponenciále. S užit́ım tohoto vztahu a (III.15) dostáváme

ρ
(
X+q

H
2

)
=
√

q+q−1

2

 . . 1
. . 1

−q−1 q−1 .

 , ρ
(
q−

H
2 X−

)
=
√

q+q−1

2

 . . −q
. . q
1 1 0

 ,

ρ
(
X+q

H
2

)2
= (q+q−1)

2q

−1 1 .
−1 1 .
. . .

 , ρ
(
q−

H
2 X−

)2
= q(q+q−1)

2

−1 −1 .
1 1 .
. . .

 ,

ρ
(
X+q

H
2

)3
= 0, ρ

(
q−

H
2 X−

)3
= 0.

Reprezentace třet́ıch a tedy i vyšš́ıch mocnin prvk̊u X+q
H
2 , q−

H
2 X− jsou rovny nule, při výpočtu

reprezentace druhé části quasitriangulárńı struktury tedy bude stačit, když budeme uvažovat
rozvoj (III.8) q-exponenciály pouze do členu obsahuj́ıćıho x2.

ρ

(
e
(q−q−1)X+q

H
2 ⊗q−

H
2 X−

q−2

)
=

= ρ

(
1 + (q − q−1)X+q

H
2 ⊗ q−

H
2 X− +

(q − q−1)2

1 + q−2
(X+q

H
2 ⊗ q−

H
2 X−)2

)
= ρ(1)⊗ ρ(1) + (q − q−1)ρ(X+q

H
2 )⊗ ρ(q−

H
2 X−) +

(q − q−1)2

1 + q−2
ρ(X+q

H
2 )2 ⊗ ρ(q−

H
2 X−)2

=

1 . .
. 1 .
. . 1

⊗
1 . .

. 1 .

. . 1

+ (q − q−1)
q + q−1

2

 . . 1
. . 1

−q−1 q−1 .

⊗
 . . −q

. . q
1 1 0


+

(q − q−1)2

1 + q−2

(q + q−1)2

4

−1 1 .
−1 1 .
. . .

⊗
−1 −1 .

1 1 .
. . .



62



=

                           q
6
−

q
4
+

3
q
2
+

1
4
q
2

(q
2
+

1
)(

q
2
−

1
)2

4
q
2

.
−

(q
2
+

1
)(

q
2
−

1
)2

4
q
2

−
(q

2
+

1
)(

q
2
−

1
)2

4
q
2

.
.

.
−

(q
2
+

1
)(

q
2
−

1
)

2
q

−
(q

2
+

1
)(

q
2
−

1
)2

4
q
2

−
q
6
−

q
4
−

5
q
2
+

1
4
q
2

.
(q

2
+

1
)(

q
2
−

1
)2

4
q
2

(q
2
+

1
)(

q
2
−

1
)2

4
q
2

.
.

.
(q

2
+

1
)(

q
2
−

1
)

2
q

.
.

1
.

.
.

(q
2
+

1
)(

q
2
−

1
)

2
q
2

(q
2
+

1
)(

q
2
−

1
)

2
q
2

.

(q
2
+

1
)(

q
2
−

1
)2

4
q
2

(q
2
+

1
)(

q
2
−

1
)2

4
q
2

.
−

q
6
−

q
4
−

5
q
2
+

1
4
q
2

−
(q

2
+

1
)(

q
2
−

1
)2

4
q
2

.
.

.
−

(q
2
+

1
)(

q
2
−

1
)

2
q

−
(q

2
+

1
)(

q
2
−

1
)2

4
q
2

−
(q

2
+

1
)(

q
2
−

1
)2

4
q
2

.
(q

2
+

1
)(

q
2
−

1
)2

4
q
2

q
6
−

q
4
+

3
q
2
+

1
4
q
2

.
.

.
(q

2
+

1
)(

q
2
−

1
)

2
q

.
.

.
.

.
1

(q
2
+

1
)(

q
2
−

1
)

2
q
2

(q
2
+

1
)(

q
2
−

1
)

2
q
2

.

.
.

(q
2
+

1
)(

q
2
−

1
)

2
q
2

.
.

−
(q

2
+

1
)(

q
2
−

1
)

2
q
2

1
.

.

.
.

−
(q

2
+

1
)(

q
2
−

1
)

2
q
2

.
.

(q
2
+

1
)(

q
2
−

1
)

2
q
2

.
1

.

−
(q

2
+

1
)(

q
2
−

1
)

2
q
3

−
(q

2
+

1
)(

q
2
−

1
)

2
q
3

.
(q

2
+

1
)(

q
2
−

1
)

2
q
3

(q
2
+

1
)(

q
2
−

1
)

2
q
3

.
.

.
1

                           
V

yn
ás

ob
eń
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III.4 Bialgebra SOq(2, 1)

Při konstrukci Hopfovy algebry duálńı k Hopfově algebře Uq(so(2, 1)) budeme postupovat stejně,
jako jsme postupovali v př́ıpadě konstrukce duálńı Hopfovy algebry k Hopfově algebře U(so(2, 1)).
Zavedeme maticovou bialgebru M , generovanou prvky ti

j , i, j = 1, 2, 3 s konásobeńım a kojed-
notkou

∆t = t⊗ t,

ε(t) = δ, (III.19)

to jest stejným zp̊usobem, jako v př́ıpadě maticové bialgebry zavedené v odstavci II.3. Dále
definujeme bilineárńı formu

〈·, ·〉 : Uq(so(2, 1))⊗M → C, (III.20)

kterou urč́ıme vztahy

〈X,1〉 = ε(X),

〈X, ti
j〉 = ρ(X)i

j ,

〈X, t1t2 . . . tk〉 = ρ1(X(1))ρ2(X(2)) . . . ρk(X(k)), (III.21)

kde ρ je reprezentace algebry Uq(so(2, 1)) zavedená v odstavci III.2. Tato bilineárńı forma je
zavedena stejným zp̊usobem, jako bilineárńı forma (II.21) definovaná v odstavci II.4 pomoćı
vztah̊u (II.22), (II.24).

Abychom postupovali v souladu s postupem užitým ke konstrukci duálńı Hopfovy algebry
k Hopfově algebře U(so(2, 1)), měli bychom nyńı naj́ıt relace v maticové bialgebře M , které
snižuj́ı degeneraci bilineárńı formy (III.20), to jest relace splňuj́ıćı podmı́nku (I.40).

Protože je Hopfova algebra Uq(so(2, 1)), stejně jako Hopfova algebra U(so(2, 1)), quasitrian-
gulárńı, můžeme v bialgebře M zavést relace

t2t1R12 = R12t1t2, (III.22)

kde R-matice
R12 = 〈R, t1 ⊗ t2〉 = ρ1(R(1))ρ2(R(2)), (III.23)

je R-matićı spočtenou v odstavci III.3. To, že po zavedeńı této relace z̊ustane konásobeńı a kojed-
notka dobře definována bylo ukázáno v odstavci II.3, a to, že tato relace sńıž́ı degeneraci bilineárńı
formy, to jest, že splňuje podmı́nku (I.40) bylo ukázáno v odstavci II.4.

Nalezeńı daľśıch relaćı, které by sńıžili degeneraci bilineárńı formy neńı vzhledem k složitěǰśı
struktuře Hopfovy algebry Uq(so(2, 1)) tak snadným úkolem, jako v př́ıpadě Hopfovy algebry
U(so(2, 1)), a z tohoto d̊uvodu identifikujeme naš́ı bialgebru s Hopfovou algebrou SOQ(2, 1), pro
kterou jsou tyto relace známy.

III.5 Hopfova algebra SOQ(N)

Standardńı kvantová grupa SOQ(N) [10, Kap 4], [11] je definována následuj́ıćım zp̊usobem.
Označme celoč́ıselnou část výrazu N

2 jako M , čárkované indexy zaved’me jako i′ = N + 1− i,
a pro 1 ≤ i ≤ M definujme č́ısla ρ

ρi =
N

2
− i, ρi′ = −ρi, ρM+1 = 0 (pro lichá N).
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Dále označme eij matici s 1 v i-tém řádku a j-tém sloupci a s nulami na ostatńıch pozićıch. Pro
nenulový komplexńı parametr Q definujme R-matici R̂

R̂ =Q

N∑
i6=i′

eii ⊗ eii +
N∑

i,j;i6=j,j′

eii ⊗ ejj + Q−1
N∑

i6=i′

ei′i′ ⊗ eii

+ (Q−Q−1)
N∑

i>j

eij ⊗ eji − (Q−Q−1)
N∑

i>j

Qρi−ρjeij ⊗ ei′j′

+odd eM+1,M+1 ⊗ eM+1,M+1,

(III.24)

kde +odd znamená, že tento člen je př́ıtomen pouze pro lichá N . Dále definujme N ×N matici

η̂ =
N∑

i=1

Qρieii′ .

Standardńı kvantovou grupou SOQ(N) je Hopfova algebra generovaná N2 prvky t̂i
j , i, j =

1, 2, . . . , N s relacemi, konásobeńım, kojednotkou a antipodem

t̂2t̂1R̂12 = R̂12t̂1t̂2,

t̂η̂t̂T = η̂, t̂T η̂−1t̂ = η̂−1,

∆t̂ = t̂⊗ t̂,

ε(t̂) = δ,

S(t̂) = η̂t̂T η̂−1, (III.25)

kde η̂−1 je matice inverzńı k matici η̂. Konkrétńı vyjádřeńı R-matice R̂ a matic η̂, η̂−1 pro N = 3
je

R̂ =



Q . . . . . . . .
. 1 . . . . . . .
. . Q−1 . . . . . .
. Q−Q−1 . 1 . . . . .

. . −Q− 1
2 (Q−Q−1) . 1 . . . .

. . . . . 1 . . .

. . (1−Q−1)(Q−Q−1) . −Q− 1
2 (Q−Q−1) . Q−1 . .

. . . . . Q−Q−1 . 1 .

. . . . . . . . Q


,

η̂ = η̂−1 =

 . . Q− 1
2

. 1 .

Q
1
2 . .

 . (III.26)

Je vidět, že Hopfova algebra SOQ(3) je zavedena stejnými vztahy, jako Hopfova algebra
Pol(SO(2, 1)) zavedená vztahy (II.18), (II.20), (II.29) a (II.31), pouze s jinou R-matićı a jinými
maticemi η, η−1.

Dále můžeme zavést pravou SOQ(N)-komodul algebru generovanou N prvky x̂i, i = 1, . . . , N
s relacemi a zobrazeńım β

x̂1̄x̂2̄(PR̂12 −Q)(PR̂12 −Q−2) = 0,

β̂(x̂) = x̂⊗ t̂, (III.27)
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kde P = P12 = P21 je permutačńı matice definovaná vztahem P i1
j1

i2
j2 = δi1

j2
δi2
j1

. Také tato
komodul algebra je zavedena podobným zp̊usobem, jako pravá Pol(SO(2, 1))-komodul algebra
Pol(R3), zavedená vztahy (II.34), (II.37), což je vidět zvláště tehdy, když přeṕı̌seme vztah (II.37)
do tvaru x̂1̄x̂2̄(PR12 − λ) = 0. Podobně, jako jsme ověřili podmı́nku (I.47) pro relaci (II.37),
můžeme tuto podmı́nku ověřit také pro relaci (III.27), to jest nulovost výrazu

β̂
(
x̂1̄x̂2̄(PR̂−Q)(PR̂−Q−2)

)
= x̂1̄x̂2̄ ⊗ t̂1t̂2(PR̂12 −Q)(PR̂12 −Q−2)

= x̂1̄x̂2̄ ⊗ (PR̂12 −Q)t̂1t̂2(PR̂12 −Q−2) = x̂1̄x̂2̄ ⊗ (PR̂12 −Q)(PR̂12 −Q−2)t̂1t̂2

= x̂1̄x̂2̄(PR̂12 −Q)(PR̂12 −Q−2)⊗ t̂1t̂2 = 0,

kde jsme užili toho, že

t̂1t̂2(PR̂12 − k) = (P t̂2t̂1P )PR̂12 − kt̂1t̂2 = P (t̂2t̂1R̂12)− kt̂1t̂2 = P (R̂12t̂1t̂2)− kt̂1t̂2

= (PR̂12 − k)t̂1t̂2,

kde jsme užili identit P 2 = id a P t̂2t̂1P = t̂1t̂2. Podmı́nka (I.47) je splněna a zobrazeńı β je tedy
definováno i poté, co v algebře generované prvky xi zavedeme tuto relaci, vztahy (III.27) tud́ıž
definuj́ı pravou SOQ(N)-komodul algebru.

Nyńı uvažujme záměnu generuj́ıćıch prvk̊u t̂i
j , x̂i za prvky ti

j , xi, definované pomoćı regulárńı
3× 3 matice M jako

ti
j = M i

kt̂k
l(M−1)l

j , xi = x̂jM
j
i,

což s užit́ım maticového značeńı zaṕı̌seme pomoćı vztah̊u

t = M t̂M−1, t̂ = M−1tM,

x = x̂M−1, x̂ = xM. (III.28)

Tyto vztahy dosad́ıme do vztah̊u (III.25) určuj́ıćıch relace, konásobeńı, kojednotku a antipode,
č́ımž dostaneme

M−1
1 M−1

2 t2t1M1M2R̂12 = R̂12M
−1
1 M−1

2 t1t2M1M2

⇒ t2t1(M1M2R̂12M
−1
1 M−1

2 ) = (M1M2R̂12M
−1
1 M−1

2 )t1t2,

M−1tMη̂MT tT M−1T = η̂ ⇒ t(Mη̂MT )tT = Mη̂MT ,

MT tT M−1T η̂−1M−1tM = η̂−1 ⇒ tT (M−1T η̂−1M−1)t = M−1T η̂−1M−1,

∆(M−1tM) = M−1tM ⊗M−1tM ⇒ ∆t = t⊗ t,

ε(M−1tM) = M−1δM = δ ⇒ ε(t) = δ,

S(M−1tM) = η̂MT tT M−1T η̂−1 ⇒ S(t) = (Mη̂MT )tT (M−1T η̂−1M−1).

Označ́ıme-li v těchto vztaźıch

R12 = M1M2R̂12M
−1
1 M−1

2 ,

η = Mη̂MT , η−1 = M−1T η̂−1M−1, (III.29)
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tak je budeme moci zapsat jako

t2t1R12 = R12t1t2,

tηtT = η, tT η−1t = η−1,

∆t = t⊗ t,

ε(t) = δ,

S(t) = ηtT η−1. (III.30)

Je vidět, že tyto definičńı vztahy pro prvky ti
j jsou totožné se definičńımi vztahy pro prvky t̂i

j

(III.25), přičemž matice R, η a η−1 je třeba transformovat pomoćı vztah̊u (III.29).
Transformace (III.28) dosad́ıme také do vztah̊u (III.27) definuj́ıćıch pravou komodul algebru,

č́ımž dostaneme

x1̄M1x2̄M2(PR̂12 −Q)(PR̂12 −Q−2)

= x1̄x2̄M1M2(PR̂12 −Q)M−1
1 M−1

2 M1M2(PR̂12 −Q−2)M−1
1 M−1

2 M1M2

= x1̄x2̄[(M1M2P )R̂12 −M1M2Q]M−1
1 M−1

2 [(M1M2P )R̂12 −M1M2Q
−2]M−1

1 M−1
2 M1M2

= x1̄x2̄[P (M1M2R̂12M
−1
1 M−1

2 )−Q][P (M1M2R̂12M
−1
1 M−1

2 )−Q−2]M1M2 = 0,

β(xM) = xM ⊗M−1tM,

kde jsme využili toho, že

(PM1M2)i1j1
i2j2 = δi1

k2
δi2
k1

Mk1
j1M

k2
j2 = M i2

j1M
i1

j2 = M i2
k2M

i1
k1δ

k1
j2

δk2
j1

= (M2M1P )i1j1
i2j2

= (M1M2P )i1j1
i2j2,

to jest toho, že M1M2 komutuje s permutačńı matićı P . S užit́ım označeńı (III.29) tyto vztahy
zaṕı̌seme jako

x1̄x2̄(PR12 −Q)(PR12 −Q−2) = 0,

β(x) = x⊗ t. (III.31)

Dosad́ıme-li za parametr Q ve výrazech (III.26) pro R-matici R̂ a matice η̂, η̂−1 hodnotu
Q = q2, a provedeme transformaci (III.29) definovanou maticemi

M =


1√
2

0 − 1√
2

− 1√
2

0 − 1√
2

0 i 0

 , M−1 =


1√
2

− 1√
2

0
0 0 −i

− 1√
2
− 1√

2
0

 , (III.32)

tak źıskáme R-matici (III.18) a matice

η =

− q+q−1

2
q−q−1

2 0
− q−q−1

2
q+q−1

2 0
0 0 −1

 , η−1 =

− q+q−1

2
q−q−1

2 0
− q−q−1

2
q+q−1

2 0
0 0 −1

 . (III.33)

Protože jsme dostali R-matici totožnou s R-matićı užitou v definici bialgebry zavedené v odstavci
III.4, dosazeńı Q = q2 a provedeńı transformace (III.28) definované maticemi (III.32) identifikuje
standardńı kvantovou grupu SOQ(3) s touto bialgebrou. Hopfovu algebru generovanou prvky ti

j
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s relacemi, konásobeńım, kojednotkou a antipodem (III.30), kde R-matice je (III.18) a matice η,
η−1 jsou (III.33), budeme značit symbolem SOq(2, 1).

Abychom určili relace v pravé komodul algebře, tak spočteme matici (PR12−q2)(PR12−q−4),
kterou je

q6

q2+1



. . . . . . . . .

. q2 . −q2 . . . . q(q2−1)

. . 1
2(q4+1) . . 1

2(q4−1) −q2 . .
. −q2 . q2 . . . . −q(q2−1)
. . . . . . . . .
. . 1

2(q4−1) . . 1
2(q4+1) . −q2 .

. . −q2 . . . 1
2(q4 + 1) −1

2(q4−1) .
. . . . . −q2 −1

2(q4 − 1) 1
2(q4+1) .

. q(q2−1) . −q(q2−1) . . . . (q2−1)2


.

Vyč́ısleńım relaćı (III.31) pak źıskáme 9 lineárńıch rovnic v proměnných x1x1, x1x2, x1x3,
x2x1, x2x2, x2x3, x3x1, x3x2, x3x3, přičemž každému sloupci odpov́ıdá jedna lineárńı rovnice
a prvky v těchto sloupćıch tvoř́ı koeficienty u těchto proměnných. Tyto rovnice nejsou lineárně
nezávislé a lze je upravit na systém tř́ı lineárně nezávislých rovnic

qx1x2 − qx2x1 + (q2 − 1)x3x3 = 0,

q2x1x3 + q2x2x3 − x3x1 − x3x2 = 0,

x1x3 − x2x3 − q2x3x1 + q2x3x2 = 0. (III.34)

Algebru generovanou prvky xi s těmito relacemi budeme značit symbolem V . Tato algebra je
pravou SOq(2, 1)-komodul algebrou se zobrazeńım β definovaným vztahem (III.31). Tato komodul
algebra se od komodul algebry zavedené v odstavci II.5 lǐśı pouze R-matićı. Taktéž p̊usobeńı
zobrazeńı β na prvek xη−1xT , to jest (II.38), je stejné, jako v př́ıpadě komodul algebry zavedené
v odstavci II.5.

III.6 Kontrakce

V tomto odstavci provedeme kontrakci Hopfových algeber SOq(2, 1) a Uq(so(2, 1)) na Hopfovy
algebry Pq(1, 1) a Uq(p(1, 1)). Užitý postup bude téměř stejný jako postup užitý při kontrakci
Hopfovy algebry Pol(SO(2, 1)) a U(so(2, 1)), popsané v odstavci II.7. Aby proběhla kontrakce
požadovaným zp̊usobem, budeme při prováděńı limity společně se zvětšováńım parametru r
zmenšovat hodnotu parametru λ. To znamená, že za parametr λ dosad́ıme

λ =
λ′

r
, (III.35)

kde λ′ je nějaká konstanta. Výraz q tedy nebudeme rozepisovat jako q = e
λ
2 ale jako q = e

λ′
2r .

Důsledkem této záměny bude to, že R-matice a matice η, η−1 budou závislé na parametru r, což
se projev́ı t́ım, že výpočty budou o něco složitěǰśı než v př́ıpadě kontrakce Hopfových algeber
Pol(SO(2, 1)), U(so(2, 1)).

Pro daľśı výpočty budeme potřebovat rozvoj R-matice a matic η, η−1. Budeme psát

η =
∞∑

n=0

η(n)

rn
, η−1 =

∞∑
n=0

η−1
(n)

rn
, R =

∞∑
n=0

R(n)

rn
. (III.36)
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Při konkrétńıch výpočtech budeme potřebovat rozvoje až do druhého řádu v 1
r , kterými v jsou

př́ıpadě (III.18) a (III.33) rozvoje

η = η−1 =

−1 . .
. 1 .
. . −1

+
1
r

λ′

2

 . 1 .
−1 . .
. . .

+
1
r2

λ′2

8

−1 . .
. 1 .
. . .

+O(r−3),

R =



1 . . . . . . . .
. 1 . . . . . . .
. . 1 . . . . . .
. . . 1 . . . . .
. . . . 1 . . . .
. . . . . 1 . . .
. . . . . . 1 . .
. . . . . . . 1 .
. . . . . . . . 1


+

1
r
λ′



. . . . 1 . . . −1

. . . 1 . . . . 1

. . . . . . 1 1 .

. 1 . . . . . . −1
1 . . . . . . . 1
. . . . . . 1 1 .
. . 1 . . −1 . . .
. . −1 . . 1 . . .
−1 −1 . 1 1 . . . .



+
1
r2

λ′2

2



2 1 . −1 −1 . . . 1
−1 . . 1 1 . . . −1
. . . . . . . . .
1 1 . . −1 . . . 1
−1 −1 . 1 2 . . . −1
. . . . . . . . .
. . . . . . . . .
. . . . . . . . .
1 1 . −1 −1 . . . .


+O(r−3).

(III.37)

Pro kladný reálný parametr r budeme v pravé SOq(2, 1)-komodul algebře V uvažovat relaci

xηxT = −r2 q + q−1

2
. (III.38)

Stejným zp̊usobem, jako v př́ıpadě podmı́nky (II.46) zavedené v odstavci II.7 můžeme ukázat, že
tato relace splňuje podmı́nku (I.47), což znamená, že algebra vzniklá z algebry V zavedeńım této
relace je rovněž pravou SOq(2, 1)-komodul algebrou. Tuto algebru budeme značit symbolem V ′.
Tato podmı́nka se od podmı́nky xηxT = −r2 zavedené v odstavci II.7 lǐśı pouze faktorem q+q−1

2 ,
který je v limitě r →∞ roven jedné.

Prvek x1 z této algebry můžeme vyjádřit pomoćı vztahu (III.38) jako funkci prvk̊u x2, x3.
Pro tento účel budeme předpokládat, že x1 =

∑∞
n=−1

x(n)1

rn a dosad́ıme tento rozvoj do (III.38),
č́ımž dostaneme

−r2 − λ′2

8 = −r2x2
(−1)1 − r(x(−1)1x(0)1 + x(0)1x(−1)1)

− (x(−1)1x(1)1 + x(1)1x(−1)1 + x2
(0)1 + λ′2

8 x2
(−1)1)

− λ′

2 x2x(−1)1 + λ′

2 x(−1)1x2 + x2
2 − x2

3 +O(r−1),

Hodnoty výraz̊u x(n)1 urč́ıme z této rovnice tak, že porovnáme členy se stejnou mocninnou r na
obou stranách rovnice. Pro nejvyšš́ı mocniny v r pak dostaneme rozvoj

x1 = r1 +
1
2r

(x2
2 − x2

3) +O(r−2). (III.39)
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Je vidět, že pro tyto nejvyšš́ı řády je źıskaný rozvoj totožný s rozvojem (II.47), źıskaným v odstavci
II.7.

Stejně jako v př́ıpadě kontrakce Hopfovy algebry Pol(SO(2, 1)) budeme předpokládat, že také
prvky ti

j tvoř́ı rozvoje v r, to jest

ti
j =

∞∑
n=0

ti
(n)j

rn
. (III.40)

Tyto rozvoje a rozvoj (III.39) bychom nyńı měli dosadit do vyjádřeńı pro zobrazeńı β (III.31)
a vyšetřit, jak se toto zobrazeńı chová pro členy spojené s r̊uznými mocninnami r. Protože je
zobrazeńı β totožné se zobrazeńım β (II.34), užitým v př́ıpadě Hopfovy algebry Pol(SO(2, 1)),
a rozvoje (III.39), (III.40) jsou pro nejvyšš́ı mocniny totožné s rozvoji (II.47), (II.48), dospěli
bychom ke stejným výsledk̊um jako v odstavci II.7, to jest k tomu, že muśı platit

t1
(0)1 = 1, t1

(1)1 = 0, ta
(0)1 = 0, t1

(0)a = 0, (III.41)

což znamená, že zobrazeńı β je tvaru

β(xa) = 1⊗ t1
(1)a + xb ⊗ tb

(0)a +O(r−1). (III.42)

Nyńı dosad́ıme rozvoje (III.40) také do výraz̊u (III.30) určuj́ıćıch relace, konásobeńı, ko-
jednotku a antipode. Stejně jako v př́ıpadě kontrakce Hopfovy algebry Pol(SO(2, 1)) popsané
v odstavci II.7 se budeme zaj́ımat pouze o vztahy pro vedoućı členy rozvoj̊u (III.40), to jest pro
prvky ta

(0)b, ta
(1)1, t1

(1)a a t1
(0)1, přičemž výrazy pro prvek t1

(0)1 nebudeme uvádět, protože je roven
jednotkovému prvku, č́ımž je jeho chováńı jednoznačně určeno.

Dosazeńım rozvoj̊u (III.40) do relaćı tT η−1t = η−1 a tηtT = η dostaneme

tT η−1t = [t(0) +
1
r
t(1) +O(r−2)]T [η−1

(0) +
1
r
η−1
(1) +O(r−2)][t(0) +

1
r
t(1) +O(r−2)]

= tT
(0)η

−1
(0)t(0) +

1
r
[tT

(0)η
−1
(0)t(1) + tT

(1)η
−1
(0)t(0) + tT

(0)η
−1
(1)t(0)] +O(r−2)

= η−1
(0) +

1
r
η−1
(1) +O(r−2),

tηtT = [t(0) +
1
r
t(1) +O(r−2)][η(0) +

1
r
η(1) +O(r−2)][t(0) +

1
r
t(1) +O(r−2)]T

= t(0)η(0)t
T
(0) +

1
r
[t(0)η(0)t

T
(1) + t(1)η(0)t(0) + t(0)η(1)t(0)] +O(r−2)

= η(0) +
1
r
η(1) +O(r−2).

Porovnáme-li členy spojené s mocninnami r0 a 1
r tak źıskáme rovnice

tT
(0)η

−1
(0)t(0) = η−1

(0), tT
(0)η

−1
(0)t(1) + tT

(1)η
−1
(0)t(0) + tT

(0)η
−1
(1)t(0) = η−1

(1),

t(0)η(0)t
T
(0) = η(0), t(0)η(0)t

T
(1) + t(1)η(0)t

T
(0) + t(0)η(1)t

T
(0) = η(1).

70



Dosazeńım vztah̊u (III.41) a výraz̊u η(0), η−1
(0), η(1) a η−1

(1) uvedených v (III.37) źıskáme(
−1 0
0 η−1

(0)ab

)
=

(
−1 0
0 tc

(0)aη
−1
(0)cdtd

(0)b

)
,(

−1 0
0 ηab

(0)

)
=

(
−1 0
0 ta

(0)cη
cd
(0)t

b
(0)d

)
,(

0 λ′

2 δ2
b

−λ′

2 δ2
a 0

)
=

(
0 −t1

(1)b + λ′

2 t2
(0)b + tc

(1)1η
−1
(0)cdtd

(0)b

−t1
(1)a −

λ′

2 t2
(0)a + tc

(0)aη
−1
(0)cdtd

(1)1 tc
(1)aη

−1
(0)cdtd

(0)b + tc
(0)aη

−1
(0)cdtd

(1)b

)
,(

0 λ′

2 δb
2

−λ′

2 δa
2 0

)
=

(
0 −tb

(1)1 + λ′

2 tb
(0)2 + t1

(1)cη
cd
(0)t

b
(0)d

−ta
(1)1 −

λ′

2 ta
(0)2 + ta

(0)cη
cd
(0)t

1
(1)d ta

(1)cη
cd
(0)t

b
(0)d + ta

(0)cη
cd
(0)t

b
(1)d

)
.

(III.43)

Vztahu −ta
(1)1 −

λ′

2 ta
(0)2 + ta

(0)cη
cd
(0)t

1
(1)d = −δa

2
λ′

2 uvedeného v posledńı rovnici můžeme využ́ıt
k tomu, abychom prvky ta

(1)1 vyjádřili jako funkce prvk̊u ta
(0)b a t1

(1)a. Prvky ta
(1)1 tedy můžeme

chápat pouze jako označeńı výrazu −λ′

2 ta
(0)2 + ta

(0)cη
cd
(0)t

1
(1)d + δa

2
λ′

2 , a vztahy pro tyto prvky pak
můžeme źıskat ze vztah̊u pro prvky ta

(0)b, t1
(1)a, a nebudeme je proto uvádět.

Dosazeńım rozvoj̊u (III.40) do relace t2t1R12 = R12t1t2 dostaneme[
t(0)2 +

1
r
t(1)2 +

1
r2

t(2)2 +O(r−3)
] [

t(0)1 +
1
r
t(1)1 +

1
r2

t(2)1 +O(r−3)
]
×

×
[
R(0)12 +

1
r
R(1)12 +

1
r2

R(2)12 +O(r−3)
]

=
[
R(0)12 +

1
r
R(1)12 +

1
r2

R(2)12 +O(r−3)
]
×

×
[
t(0)1 +

1
r
t(1)1 +

1
r2

t(2)1 +O(r−3)
] [

t(0)2 +
1
r
t(1)2 +

1
r2

t(2)2 +O(r−3)
]

.

Porovnáńım člen̊u spojených s mocninnami r0, 1
r a 1

r2 źıskáme rovnice

t(0)2t(0)1R(0)12 = R(0)12t(0)1t(0)2,

t(1)2t(0)1R(0)12 + t(0)2t(1)1R(0)12 + t(0)2t(0)1R(1)12

= R(0)12t(0)1t(1)2 + R(0)12t(1)1t(0)2 + R(1)12t(0)1t(0)2,

t(2)2t(0)1R(0)12 + t(0)2t(2)1R(0)12 + t(0)2t(0)1R(2)12 + t(1)2t(1)1R(0)12

+ t(1)2t(0)1R(1)12 + t(0)2t(1)1R(1)12

= R(0)12t(0)1t(2)2 + R(0)12t(2)1t(0)2 + R(2)12t(0)1t(0)2 + R(0)12t(1)1t(1)2

+ R(1)12t(0)1t(1)2 + R(1)12t(1)1t(0)2.

Tyto rovnice můžeme dále zjednodušit, pokud si uvědomı́me, že prvńı člen v rozvoji (III.37) R-
matice je roven jednotkové matici, to jest Ri1

(0)j1
i2

j2 = δi1
j1

δi2
j2

. Dosazeńım tohoto výrazu uprav́ıme
tyto rovnice do tvaru

[t(0)1, t(0)2] =0,

[t(0)1, t(1)2] + [t(1)1, t(0)2] =t(0)2t(0)1R(1)12 −R(1)12t(0)1t(0)2,

[t(0)1, t(2)2] + [t(2)1, t(0)2] + [t(1)1, t(1)2] =t(1)2, t(0)1R(1)12 + t(0)2t(1)1R(1)12 + t(0)2t(0)1R(2)12

−R(1)12t(0)1t(1)2−R(1)12t(1)1t(0)2 −R(2)12t(0)1t(0)2. (III.44)
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Při konkrétńım dosazováńı do těchto vztah̊u využijeme toho, že pro prvky matic R(1)12 a R(2)12

plat́ı

R1
(1)1

1
1 = 0, R1

(1)1
1
a = 0, R1

(1)a
1
1 = 0,

R1
(1)a

1
b = λ′η−1

(0)ab, R1
(2)a

1
b = −λ′2

2 η−1
(0)ab,

Rc
(1)a

1
b = λ′δ3

b (δ
c
a − 1), R1

(1)a
c
b = λ′δ3

a(1− δc
b), (III.45)

což je možné určit z rozvoje R-matice (III.37). Prvńı rovnice z (III.44) užijeme k tomu, abychom
určili komutátory mezi prvky ta1

(0)b1 a ta2

(0)b2 . Dosazeńım (III.44) a (III.45) dostaneme

[ta1

(0)b1 , t
a2

(0)b2 ] = 0. (III.46)

Druhé rovnice z (III.44) užijme k tomu, abychom určili komutátory mezi prvky ta
(0)b a t1

(1)c. Po
dosazeńı (III.44) a (III.45) dostaneme

[ta
(0)b, t

1
(1)c] = −[ta

(1)b, t
1
(0)c] + t1

(0)lt
a
(0)kR

k
(1)b

l
c −Ra

(1)k
1
ltk

(0)bt
l
(0)c

= ta
(0)dR

d
(1)b

1
c −Ra

(1)d
1
etd

(0)bt
e
(0)c

= λ′δ3
c (δ

d
b − 1)ta

(0)d − λ′δ3
e(δ

a
d − 1)td

(0)bt
e
(0)c

= λ′
(
δ3
c (δ

d
b − 1)ta

(0)d + (1− δa
d)td

(0)bt
3
(0)c

)
.

(III.47)

Vyč́ısleńım tohoto komutátoru pro konkrétńı hodnoty index̊u a, b, c źıskáme

[t2
(0)2, t

1
(1)2] = λ′t3

(0)2t
3
(0)2, [t2

(0)3, t
1
(1)2] = λ′t3

(0)3t
3
(0)2,

[t3
(0)2, t

1
(1)2] = λ′t2

(0)2t
3
(0)2, [t3

(0)3, t
1
(1)2] = λ′t2

(0)3t
3
(0)2,

[t2
(0)2, t

1
(1)3] = λ′

(
−t2

(0)3 + t3
(0)2t

3
(0)3

)
, [t2

(0)3, t
1
(1)3] = λ′

(
−t2

(0)2 + t3
(0)3t

3
(0)3

)
,

[t3
(0)2, t

1
(1)3] = λ′

(
−t3

(0)3 + t2
(0)2t

3
(0)3

)
, [t3

(0)3, t
1
(1)3] = λ′

(
−t3

(0)2 + t2
(0)3t

3
(0)3

)
.

Posledńı rovnice z (III.44) užijeme při výpočtu komutátor̊u mezi prvky t1
(0)a, t1

(1)b. Po dosazeńı
(III.44) a (III.45) dostaneme

[t1
(1)a, t

1
(1)b]=−[t1

(0)a, t
1
(2)b]− [t1

(2)a, t
1
(0)b] + t1

(1)lt
1
(0)kR

k
(1)a

l
b + t1

(0)lt
1
(1)kR

k
(1)a

l
b + t1

(0)lt
1
(0)kR

k
(2)a

l
b

−R1
(1)k

1
ltk

(0)at
l
(1)b −R1

(1)k
1
ltk

(1)at
l
(0)b −R1

(2)k
1
ltk

(0)at
l
(0)b

= t1
(1)c1R1

(1)a
c
b + 1t1

(1)cR
c
(1)a

1
b + 11R1

(2)a
1
b

−R1
(1)c

1
ltc

(0)at
l
(1)b −R1

(1)k
1
ctk

(1)at
c
(0)b −R1

(2)c
1
dtc

(0)at
d
(0)b

= λ′δ3
a(1− δc

b)t
1
(1)c + λ′δ3

b (δ
c
a − 1)t1

(1)c −
λ′2

2 η−1
(0)ab

− λ′η−1
(0)cdtc

(0)at
d
(1)b − λ′η−1

(0)cdtc
(1)at

d
(0)b + λ′2

2 η−1
(0)cdtc

(0)at
d
(0)b

= λ′
(
(δ3

a(1− δc
b) + δ3

b (δ
c
a − 1)

)
t1
(1)c

+ λ′2

2

(
−η−1

(0)ab + tc
(0)aη

−1
(0)cdtd

(0)b

)
− λ′

(
tc
(0)aη

−1
(0)cdtd

(1)b + tc
(1)aη

−1
(0)cdtd

(0)b

)
= λ′

(
δ3
a(1− δc

b) + δ3
b (δ

c
a − 1)

)
t1
(1)c,

kde jsme užili vztah̊u z prvńı a třet́ı rovnosti v (III.43) k tomu, abychom zjednodušili výsledný
výraz. Konkrétńı hodnotu tohoto komutátoru źıskáme, vyč́ısĺıme-li indexy a, b pro a = 2, b = 3,
č́ımž dostaneme

[t1
(1)2, t

1
(1)3] = −λ′t1

(1)3. (III.48)
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Zbývá dosadit rozvoj (III.40) a vztahy (III.41) do vztah̊u (III.30) určuj́ıćıch konásobeńı, ko-
jednotku a antipode, č́ımž dostaneme

∆ta
b = ∆

(
ta
(0)b +O(r−1)

)
= ∆ta

(0)b +O(r−1) = ta
i ⊗ ti

b = ta
(0)c ⊗ tc

(0)b +O(r−1),

∆t1
a = ∆

(
1
r t

1
(1)a +O(r−2)

)
= 1

r∆t1
(1)a +O(r−2) = t1

i ⊗ ti
a

= 1
r

(
1⊗ t1

(1)a + t1
(1)b ⊗ tb

(0)a

)
+O(r−2),

ε (ta
b) = ε(ta

(0)b +O(r−1)) = ε
(
ta
(0)b

)
+O(r−1) = δa

b ,

ε
(
t1

a

)
= ε

(
1
r t

1
(0)a +O(r−1)

)
= 1

r ε
(
t1
(0)a

)
+O(r−2) = 0,

S (ta
b) = S(ta

(0)b +O(r−1)) = S
(
ta
(0)b

)
+O(r−1) = ηac

(0)t
d
(0)cη

−1
(0)db +O(r−1),

S
(
t1

a

)
= S

(
1
r t

1
(1)a +O(r−2)

)
= 1

rS
(
t1
(1)a

)
+O(r−2)

= η1c
(0)t

d
(0)cη

−1
(0)db + 1

r

(
η1j
(1)t

k
(0)jη

−1
(0)ka + η1j

(0)t
k
(1)jη

−1
(0)ka + η1j

(0)t
k
(0)jη

−1
(1)ka

)
+O(r−2)

= η11
(0)t

d
(0)1η

−1
(0)db + 1

r

(
η1b
(1)t

c
(0)bη

−1
(0)ca + η11

(0)t
b
(1)1η

−1
(0)ba + η11

(0)t
1
(0)1η

−1
(1)1a

)
+O(r−2)

= 1
r

(
λ′

2 tb
(0)2η

−1
(0)ba + η11

(0)t
b
(1)1η

−1
(0)ba + η11

(0)t
1
(0)1

λ′

2 δ2
a

)
+O(r−2)

= 1
r

(
λ′

2 tb
(0)2 − tb

(1)1 −
λ′

2 δ2
a

)
η−1
(0)ba +O(r−2)

= −1
r t

1
(1)cη

cd
(0)t

b
(0)dη

−1
(0)ba +O(r−2),

přičemž výrazy pro antipode vyč́ıslené na prvćıch t1
a jsme upravili s užit́ım vztah̊u z posledńı

matice z (III.43) tak, aby obsahovaly pouze prvky ta
(0)b a t1

(1)a. Z těchto vztah̊u můžeme určit
výrazy pro konásobeńı, kojednotku a antipode vyč́ıslené na prvćıch ta

(0)b a t1
(1)a, které jsou

∆ta
(0)b = ta

(0)c ⊗ tc
(0)b +O(r−1),

∆t1
(1)a = 1⊗ t1

(1)a + t1
(1)b ⊗ tb

(0)a +O(r−1),

ε(ta
(0)b) = δa

b ,

ε(t1
(1)a) = 0,

S(ta
(0)b) = ηac

(0)t
d
(0)cη

−1
(0)db +O(r−1),

S(t1
(1)a) = −η−1

(0)batb
(0)cη

cd
(0)t

1
(1)d +O(r−1). (III.49)

Nyńı provedeme v źıskaných vztaźıch limitu r →∞. Pro tento účel zavedeme symboly Λµ
ν ,

hµ, gµν a gµν , µ, ν = 0, 1, stejné jako v odstavci II.7, to jest

gµν = lim
r→∞

η−1
µ+2,ν+2 = η−1

(0)µ+2,ν+2, gµν = lim
r→∞

ηµ+2,ν+2 = ηµ+2,ν+2
(0) ,

Λµ
ν = lim

r→∞
tµ+2

ν+2 = tµ+2
(0) ν+2, hµ = lim

r→∞
rt1

µ+2 = t1
(1)µ+2, (III.50)
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Relace (III.43), (III.46), (III.47), (III.48) a limitu r →∞ vztah̊u (III.49) pak zaṕı̌seme jako

[Λµ
ν ,Λα

β] = 0, [h0,h1] = −λ′h1,

[Λµ
ν ,hα] = λ′

(
δ1
α(δρ

ν − 1)Λµ
ρ − (δµ

ρ − 1)Λρ
νΛ1

α

)
,

Λα
µgαβΛβ

ν = gµν , Λµ
αgαβΛν

β = gµν ,

∆Λµ
ν = Λµ

α ⊗Λα
ν , ∆hµ = 1⊗ hµ + hν ⊗Λν

µ,

ε(Λµ
ν) = δµ

ν , ε(hµ) = 0,

S(Λµ
ν) = gµαΛβ

αgβν , S(hµ) = −gµνΛν
αgαβhβ, (III.51)

kde matice gµν a gµν jsou

gµν =
(

1 .
. −1

)
, gµν =

(
1 .
. −1

)
. (III.52)

Vzniklou Hopfovu algebru, to jest Hopfovu algebru generovanou prvky Λµ
ν a hµ s relacemi,

konásobeńım, kojednotkou a antipodem (III.51) budeme značit symbolem Pq(1, 1).
Stejně jako jsme provedli limitu r → ∞ a źıskali tak z Hopfovy algebry SOq(1, 1) Hopfovu

algebru Pq(1, 1), provedeme limitu r → ∞ také v př́ıpadě SOq(2, 1)-komodul algebry V ′. Pro
tento účel dosad́ıme rozvoj (III.39) do relaćı (III.34) zavedených v komodul algebře V ′, č́ımž
dostaneme

1
2r

[
([x2,x3] + λ′x3)x3 + x3([x2,x3] + λ′x3)

]
+O(r−2) = 0,

[x2,x3] + λ′x3 +O(r−1) = 0,

−[x2,x3]− λ′x3 +O(r−1) = 0.

Provedeme-li přeznačeńı xµ+2 → xµ, což znamená, že mı́sto symbolu x2 budeme psát x0 a mı́sto
symbolu x3 budeme psát x1, pak můžeme limitu r →∞ těchto relaćı a vztahu (III.42) určuj́ıćıho
zobrazeńı β zapsat jako

[x0,x1] = −λ′x1,

β(xµ) = 1⊗ hµ + xν ⊗Λν
µ. (III.53)

Vzniklou algebru, to jest algebru generovanou prvky xµ, µ = 0, 1 s relacemi (III.53) budeme
značit symbolem W . Tato algebra je pravou Pq(1, 1)-komodul algebrou se zobrazeńım β určeným
vztahem (III.53). V odstavci II.7 jsme ukázali, že pro to, abychom mohli vyč́ıslit bilineárńı formu
pro libovolný prvek z Hopfovy algebry U(so(2, 1)) a z Hopfovy algebry Pol(P (1, 1)) stač́ı zadat
výrazy

〈Pα,Λµ
ν〉, 〈Pα,hµ〉, 〈N,Λµ

ν〉, 〈N,hµ〉. (III.54)

Také v př́ıpadě bilineárńı formy definované pro Hopfovy algebry Uq(so(2, 1)) a Pq(1, 1) stač́ı zadat
tyto výrazy, a pro ostatńı prvky ji vyč́ıslit s užit́ım vztah̊u (II.60), (II.61) a (II.62), to jest

〈1,1〉 = 1, 〈X,1〉 = ε(X), 〈1, φ〉 = ε(φ),
〈X1X2 · · ·Xk,Λ〉 = 〈X1,Λ〉〈X2,Λ〉 · · · 〈Xk,Λ〉,
〈X1X2 · · ·Xk,h〉 = 〈X1,h〉〈X2,Λ〉 · · · 〈Xk−1,Λ〉〈Xk,Λ〉,

〈X,Λµ1
ν1Λ

µ2
ν2 · · ·Λµk

νk
hα1hα2 · · ·hαl

〉 (III.55)
= 〈X(1),Λ

µ1
ν1〉〈X(2),Λ

µ2
ν2〉 · · · 〈X(k),Λ

µk
νk
〉〈X(k+1),hα1〉〈X(k+2),hα2〉 · · · 〈X(k+l),hαl

〉,
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kde X ∈ Uq(so(2, 1)), φ ∈ Pq(1, 1), k, l = 2, 3, . . ., Xi znač́ı lineárńı kombinace prvk̊u P0, P1, N
pro které jsou výrazy 〈Xi,Λµ

ν〉 a 〈Xi,hµ〉 určeny vztahy (III.54) a kde X(1) ⊗ · · · ⊗ X(k+l) =
∆k+l−1X. Kdybychom se pokusili vyč́ıslit výrazy (III.54), tak bychom źıskali

〈Pα,Λµ
ν〉 = lim

r→∞
〈Pα, tµ+2

ν+2〉 = 0,

〈Pα,hµ〉 = lim
r→∞

〈Pα, rt1
µ+2〉 = lim

r→∞
rgαµ,

〈N,Λµ
ν〉 = lim

r→∞
〈N, tµ+2

ν+2〉 =

{
1 pokud µ = 1, ν = 0 nebo µ = 0, ν = 1
0 jinak

,

〈N,hµ〉 = lim
r→∞

〈N, rt1
µ+2〉 = 0,

kde jsme užili vztah̊u (III.21), (III.14) a (III.40). Protože reprezentace (III.14) je v limitě r →∞
totožná s reprezentaćı (II.9), źıskané vztahy jsou totožné se vztahy (II.63), které jsme źıskali pro
Hopfovy algebry U(so(2, 1)) a Pol(P (1, 1)). Je vidět, že některé z výraz̊u 〈Pα,hµ〉 jsou diver-
gentńı. Abychom odstranili tento nedostatek, provedeme v Hopfově algebře Uq(so(2, 1)) záměnu
generuj́ıćıch prvk̊u P0, P1, N za nové prvky P ′

0, P ′
1, N ′, definované vztahy

N ′ = N, P ′
0 =

1
r
P0, P ′

1 =
1
r
P1.

Provedeme-li tuto záměnu, tak bychom měli pomoćı nových prvk̊u P ′
0, P ′

1, N ′ přepsat také relace
a vztahy pro konásobeńı, kojednotku a antipode (III.9) v Hopfově algebře Uq(so(2, 1)). Těmito
relacemi a vztahy budou

[N ′, P ′
0]=P ′

1, [N ′, P ′
1]=

eλ′P ′
0 − e−λ′P ′

0

2λ′
+O(r−1), [P ′

0, P
′
1]=− 1

r2 N ′,

∆P ′
0 =P ′

0⊗1 + 1⊗P ′
0, ∆P ′

1 =P ′
1⊗e

λ′
2

P ′
0 + e−

λ′
2

P ′
0⊗P ′

1, ∆N ′=N ′⊗e
λ′
2

P ′
0 + e−

λ′
2

P ′
0⊗N ′,

ε(P ′
0)=0, ε(P ′

1)=0, ε(N ′)=0,

S(P ′
0)=−P ′

0, S(P ′
1)=−P ′

1 +O(r−1), S(N ′)=−N ′ − λ′

2 P ′
1 +O(r−1).

Provedeńım limity r →∞ źıskáme z těchto relaćı a vztah̊u

[N ′, P ′
0] = P ′

1, [N ′, P ′
1] = 1

2λ′ (e
λ′P ′

0 − e−λ′P ′
0), [P ′

0, P
′
1] = 0,

∆P ′
0 = P ′

0⊗1 + 1⊗P ′
0, ∆P ′

1 = P ′
1⊗e

λ′
2

P ′
0 + e−

λ′
2

P ′
0⊗P ′

1, ∆N ′ = N ′⊗e
λ′
2

P ′
0 + e−

λ′
2

P ′
0⊗N ′,

ε(P ′
0) = 0, ε(P ′

1) = 0, ε(N ′) = 0,

S(P ′
0) = −P ′

0, S(P ′
1) = −P ′

1, S(N ′) = −N ′ − λ′

2 P ′
1. (III.56)

Tuto Hopfovu algebru, to jest Hopfovu algebru generovanou prvky P ′
0, P ′

1, N ′ s relacemi, ko-
násobeńım, kojednotkou a antipodem (III.56) budeme značit symbolem Uq(p(1, 1)). Důvodem
pro toto označeńı je to, že limitou λ′ → 0 bychom źıskali relace (II.65) definuj́ıćı Hopfovu algebru
zavedenou na univerzálńı obaluj́ıćı algebře Lieovy algebry P (1, 1), Hopfovu algebru Uq(p(1, 1))
tedy můžeme považovat za deformaci Hopfovy algebry U(p(1, 1)), přičemž mı́ra deformace je
určena parametrem λ′.
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Vyč́ısĺıme-li nyńı výrazy (III.54) tak dostaneme

〈P ′
α,Λµ

ν〉 = lim
r→∞

〈1rPα, tµ+2
ν+2〉 = 0,

〈P ′
α,hµ〉 = lim

r→∞
〈1rPα, rt1

µ+2〉 = gαµ,

〈N ′,Λµ
ν〉 = lim

r→∞
〈N, tµ+2

ν+2〉 =

{
1 pokud µ = 1, ν = 0 nebo µ = 0, ν = 1
0 jinak

,

〈N ′,hµ〉 = lim
r→∞

〈N, rt1
µ+2〉 = 0, (III.57)

kde jsme užili vztah̊u (III.21), (III.14) a (III.40). Tyto výrazy definuj́ı spolu se vztahy (III.55)
bilineárńı formu pro Hopfovy algebry Uq(p(1, 1)) a Pq(1, 1), která určuje dualitu těchto Hopfových
algeber.

III.7 ∗-struktura

∗-strukturu na Hopfově algebře Pq(1, 1) se pokuśıme zavést stejným zp̊usobem jako na Hopfově
algebře Pol(SO(2, 1)), to jest tak, že pro prvky Λµ

ν a hµ zavedeme operaci ∗ jako

Λµ∗
ν = Λµ

ν , h∗µ = hµ. (III.58)

To že takto zavedená operace ∗ splňuje pro prvky Λµ
ν , hµ axiomy (I.29) lze ukázat stejným

zp̊usobem jako jsme učinili v odstavci II.8. Vztahy (III.58) tud́ıž zaváděj́ı operaci ∗ na Hopfově
algebře generované prvky Λµ

ν , hµ. Rovněž podmı́nku (I.33) pro relace ΛgΛT = g a ΛT gΛ = g je
možné ověřit stejným zp̊usobem jako jsme učinili v odstavci II.8. Zbývá ověřit podmı́nku (I.33)
pro zbývaj́ıćı relace z (III.51), to jest nulovost výraz̊u

[Λµ
ν ,Λα

β]∗ = −[Λµ∗
ν ,Λ

α∗
β] = −[Λµ

ν ,Λα
β] = 0,(

[Λµ
ν ,hα]− λ′

(
δ1
α(δρ

ν − 1)Λµ
ρ − (δµ

ρ − 1)Λρ
νΛ1

α

))∗
= −[Λµ∗

ν ,h
∗
α]− λ′

(
δ1
α(δρ

ν − 1)Λµ∗
ρ − (δµ

ρ − 1)Λρ∗
νΛ

1∗
α

)
= −[Λµ

ν ,hα]− λ′
(
δ1
α(δρ

ν − 1)Λµ
ρ − (δµ

ρ − 1)Λρ
νΛ1

α

)
= 0,(

[h0,h1] + λ′h1

)∗ = −[h∗0,h
∗
1] + λ′h∗1 = −[h0,h1] + λ′h1 = 0.

Je vidět, že tyto rovnice budou splněny právě tehdy, když λ′ = −λ′, to jest tehdy, kdy bude
parametr λ′ imaginárńı.

Na Hopfově algebře Uq(p(1, 1)) zavedeme operaci ∗ stejným zp̊usobem jako jsme zavedli ope-
raci ∗ v př́ıpadě Hopfovy algebry U(so(2, 1)), to jest tak, aby byla splněna posledńı z podmı́nek
(I.37), to jest podmı́nka

〈X, φ∗〉 = 〈S(X)∗, φ〉, (III.59)

kde X ∈ Uq(so(2, 1)) a φ ∈ Pq(1, 1).
Ze vztah̊u (III.55) a (III.57) definuj́ıćıch bilineárńı formu je zřejmé, že plat́ı

〈1,hµ〉 = 〈1,hµ〉, 〈P ′
0,hµ〉 = 〈P ′

0,hµ〉, 〈P ′
1,hµ〉 = 〈P ′

1,hµ〉, 〈N ′,hµ〉 = 〈N ′,hµ〉,
〈1,Λµ

ν〉 = 〈1,Λµ
ν〉, 〈P ′

0,Λ
µ

ν〉 = 〈P ′
0,Λµ

ν〉, 〈P ′
1,Λ

µ
ν〉 = 〈P ′

1,Λµ
ν〉, 〈N ′,Λµ

ν〉 = 〈N ′,Λµ
ν〉.

(III.60)

Pro prvek P ′
0 můžeme postupovat stejným zp̊usobem jako v odstavci II.8, protože výraz pro

konásobeńı vyč́ıslené na tomto prvku je stejný jako v př́ıpadě Hopfovy algebry U(so(2, 1)).
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Výpočtem (II.69) bychom tedy ukázali, že muśı platit plat́ı S(P ′
0)
∗ = P ′

0, z čehož plyne, že
P ′∗

0 = S(P ′
0) = −P ′

0. Pro prvky P ′
1 a N ′ bude výpočet o něco složitěǰśı. Nejdř́ıve si všimněme, že

pro prvek e±
λ′
2

P0 a prvek Λµ
ν plat́ı

〈e±
λ′
2

P ′
0 ,Λµ

ν〉 = 〈1± λ
2P ′

0 + 1
2

(
λ′

2

)2
P ′2

0 ± · · · ,Λµ
ν〉

= 〈1,Λµ
ν〉 ± λ′

2 〈P
′
0,Λ

µ
ν〉+ 1

2

(
λ′

2

)2
〈P ′

0,Λ
µ

α〉〈P ′
0,Λ

α
ν〉 ± · · ·

= 〈1,Λµ
ν〉 ∓ λ′

2 〈P
′
0,Λµ

ν〉+ 1
2

(
λ′

2

)2
〈P ′

0,Λµ
α〉〈P ′

0,Λα
ν〉 ∓ · · ·

= 〈1∓ λ
2P ′

0 + 1
2

(
λ′

2

)2
P ′2

0 ± · · · ,Λµ
ν〉

= 〈e∓
λ′
2

P ′
0 ,Λµ

ν〉,

kde jsme užili toho, že λ′ = −λ′ a vztah̊u (III.60). Nahrad́ıme-li v tomto výpočtu prvek Λµ
ν

prvkem hµ, tak uvid́ıme, že plat́ı také

〈e±
λ′
2

P ′
0 ,hµ〉 = 〈e∓

λ′
2

P ′
0 ,hµ〉.

S užit́ım těchto vztah̊u můžeme ukázat, že pro prvky tvaru e−
λ′
2

P ′
0⊗· · ·⊗e−

λ′
2

P ′
0⊗P ′

1⊗e
λ′
2

P ′
0⊗· · ·⊗

e
λ′
2

P ′
0 z Hopfovy algebry Uq(p(1, 1))k+l a prvky Λµ1

ν1 ⊗ · · · ⊗ hαl
z Hopfovy algebry Pq(1, 1)k+l,

kde k, l = 1, 2, . . . plat́ı

〈e−
λ′
2

P ′
0 ⊗ · · · ⊗ e−

λ′
2

P ′
0 ⊗ P ′

1 ⊗ e
λ′
2

P ′
0 ⊗ · · · ⊗ e

λ′
2

P ′
0 ,hαl

⊗ · · · ⊗Λµ1
ν1〉

= 〈e−
λ′
2

P ′
0 ,hαl

〉 · · · 〈e−
λ′
2

P ′
0 ,hαp+1〉〈P ′

1,hαp〉〈e
λ′
2

P ′
0 ,hαp−1〉 · · · 〈e

λ′
2

P ′
0 ,Λµ1

ν1〉

= 〈e−
λ′
2

P ′
0 ,Λµ1ν1〉 · · · 〈e−

λ′
2

P ′
0 ,hαp−1〉〈P ′

1,hαp〉〈e
λ′
2

P ′
0 ,hαp+1〉 · · · 〈e

λ′
2

P ′
0 ,hαl

〉

= 〈e−
λ′
2

P ′
0 ⊗ · · · ⊗ e−

λ′
2

P ′
0 ⊗ P ′

1 ⊗ e
λ′
2

P ′
0 ⊗ · · · ⊗ e

λ′
2

P ′
0 ,Λµ1ν1 ⊗ · · · ⊗ hαl

〉.

Uváž́ıme-li, že prvek ∆k+lP ′
1 je součtem prvk̊u tvaru e−

λ′
2

P ′
0⊗· · ·⊗e−

λ′
2

P ′
0⊗P ′

1⊗e
λ′
2

P ′
0⊗· · ·⊗e

λ′
2

P ′
0 ,

tak můžeme pro prvek P ′
1 z Uq(p(1, 1)), jednotkový prvek a prvky tvaru Λµ1

ν1Λ
µ2

ν2 · · ·Λµk
νk

hα1hα2 · · ·hαl
z Hopfovy algebry Pq(1, 1) psát

〈P ′
1,1

∗〉 =〈P ′
1,1〉 = ε(P ′

1) = 0 = ε(P ′
1) = 〈P ′

1,1〉 = 〈S(P ′
1)∗,1〉,

〈P ′
1, (Λ

µ1
ν1Λ

µ2
ν2 · · ·Λµk

νk
hα1hα2 · · ·hαl

)∗〉
=〈P ′

1,h
∗
αl
· · ·h∗α2

h∗α1
Λµk∗

νk
· · ·Λµ2∗

ν2
Λµ1∗

ν1
〉

=〈P ′
1,hαl

· · ·hα2hα1Λ
µk

νk
· · ·Λµ2

ν2Λ
µ1

ν1〉
=〈P ′

0(1),hαl
〉 · · · 〈P ′

0(l),hα1〉〈P ′
0(l+1),Λ

µk
νk
〉 · · · 〈P ′

0(k+l),Λ
µ1

ν1〉

=〈P ′
0(1),Λ

µ1ν1〉 · · · 〈P ′
0(k),Λ

µkνk
〉〈P ′

0(k+1),hα1〉 · · · 〈P ′
0(k+l),hαl

〉

=〈P ′
1,Λµ1ν1Λµ2ν2 · · ·Λµkνk

hα1hα2 · · ·hαl
〉

=〈S(P ′
1)∗,Λµ1ν1Λµ2ν2 · · ·Λµkνk

hα1hα2 · · ·hαl
〉.

přičemž posledńı rovnost plyne z podmı́nky (III.59). Protože libovolný prvek z Hopfovy algebry
Pq(1, 1) můžeme zapsat jako lineárńı kombinaci jednotkového prvku a prvk̊u tvaru

77



Λµ1
ν1Λ

µ2
ν2 · · ·Λµk

νk
hα1hα2 · · ·hαl

, muśı platit S(P1)∗ = P1, a tedy P ′∗
1 = S(P1) = −P ′

1. Stejným
zp̊usobem můžeme postupovat i v př́ıpadě prvku N ′, č́ımž bychom dostali N ′∗ = S(N ′) = N ′ −
λ′

2 P ′
1. Na Hopfově algebře Uq(p(1, 1)) tedy operaci ∗ zavedeme pomoćı vztah̊u

P ′∗
0 = −P ′

0, P ′∗
1 = −P ′

1, N ′∗ = −N ′ − λ′

2 P ′
1. (III.61)

Abychom źıskali prvky, které z̊ustanou nezměněny při p̊usobeńı operace ∗ a abychom mo-
hli mı́sto imaginárńıho parametru λ′ uvažovat reálný parametr λ provedeme záměnu prvk̊u
P ′

0, P ′
1, N ′ a parametru λ′ za nové prvky P0, P1, N a parametr λ definované vztahy

P0 = iP ′
0, P1 = ie−

λ′
2

P ′
0P ′

1, N = ie−
λ′
2

P ′
0N ′, λ = −iλ′. (III.62)

Ačkoliv jsme pro nové prvky generuj́ıćı Hopfovu algebru Uq(p(1, 1)) užili stejného označeńı jako
pro prvky generuj́ıćı Hopfovu algebru Uq(so(2, 1)), zavedené v odstavci III.1, nemaj́ı spolu tyto
prvky nic společného. Taktéž parametr λ nemá nic společného s parametrem λ zavedeným v od-
stavci III.1. Vztahy (III.56) a (III.61) pomoćı těchto nových prvk̊u zaṕı̌seme jako

[N,P0] = iP1, [N,P1] = i 1
2λ(1− e−2λP0)− iλ

2P 2
1 , [P0, P1] = 0,

∆P0 = P0 ⊗ 1 + 1⊗ P0, ∆P1 = P1 ⊗ 1 + e−λP0 ⊗ P1, ∆N = N ⊗ 1 + e−λP0 ⊗N,

ε(P0) = 0, ε(P1) = 0, ε(N) = 0,

S(P0) = −P0, S(P1) = −eλP0P1, S(N) = eλP0(−N − iλP1)
P ∗

0 = P0, P ∗
1 = P1, N∗ = N. (III.63)

Vztahy (III.51) a (III.58) zaṕı̌seme jako

[Λµ
ν ,Λα

β] = 0, [h0,h1] = −iλh1,

[Λµ
ν ,hα] = iλ

(
δ1
α(δρ

ν − 1)Λµ
ρ − (δµ

ρ − 1)Λρ
νΛ1

α

)
,

Λα
µgαβΛβ

ν = gµν , Λµ
αgαβΛν

β = gµν ,

∆Λµ
ν = Λµ

α ⊗Λα
ν , ∆hµ = 1⊗ hµ + hν ⊗Λν

µ,

ε(Λµ
ν) = δµ

ν , ε(hµ) = 0,

S(Λµ
ν) = gµαΛβ

αgβν , S(hµ) = −gµνΛν
αgαβhβ ,

Λµ∗
ν = Λµ

ν , h∗µ = hµ. (III.64)

Vztahy (III.57) definuj́ıćı bilineárńı formu přeṕı̌seme jako

〈Pα,Λµ
ν〉 = 0,

〈Pα,hµ〉 = igαµ,

〈N,Λµ
ν〉 =

{
i pokud µ = 1, ν = 0 nebo µ = 0, ν = 1
0 jinak

,

〈N,hµ〉 = 0. (III.65)

Stejným zp̊usobem jako jsme zavedli operaci ∗ na Hopfově algebře Pq(1, 1) zavedeme i operaci
∗ na algebře W , která je pravou Pq(1, 1)-komodul algebrou. Pro prvky xµ generuj́ıćı tuto algebru
urč́ıme operaci ∗ pomoćı vztahu

x∗µ = xµ, (III.66)
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to jest stejným vztahem jako (II.73), který jsme užili v př́ıpadě pravé Pol(SO(2, 1))-komodul al-
gebry Pol(R2). Aby tyto vztahy zaváděli operaci ∗, muśı být pro relaci (III.53) splněna podmı́nka
(I.33), to jest nulovost výrazu(

[x0,x1] + λ′x1

)∗ = −[x∗0,x
∗
1] + λ′x∗1 = −[x0,x1]− λ′x1 = 0.

Vztah (III.66) tedy zavád́ı operaci ∗ na algebře W a vytvář́ı z ńı ∗-algebru. Relaci (III.53)
zavedenou v této algebře přeṕı̌seme pomoćı nového parametru λ jako

[x0,x1] = −iλx1. (III.67)

III.8 Modul algebra

V tomto odstavci provedeme s Pq(1, 1)-komodul algebrou W to stejné, co jsme provedli v odstavci
II.9 s pravou Pol(P (1, 1))-komodul algebrou Pol(R2), což znamená, že k pravé Pq(1, 1)-komodul
algebře W přǐrad́ıme levou Uq(p(1, 1))-modul algebru. Touto levou modul algebrou bude algebra
W , přičemž zobrazeńı . které určuje p̊usobeńı ∗-Hopfovy algebry Uq(p(1, 1)) na ∗-algebru W
definujeme vztahem (I.52), to jest

X . v = v(1̄)〈X, v(2̄)〉, (III.68)

kde X ∈ Uq(p(1, 1)) a v ∈ W . Vyč́ısĺıme-li tento vztah pro prvky X = P0, P1, N z ∗-Hopfovy
algebry Uq(p(1, 1)) a prvky xµ z ∗-algebry W tak źıskáme vztahy

Pα . xµ = 1〈Pα,hµ〉+ xν〈Pα,Λν
µ〉 = igαµ,

N . xµ = 1〈N,hµ〉+ xν〈N,Λν
µ〉 =

{
ix1 pro µ = 0
ix0 pro µ = 1

. (III.69)

V daľśıch výpočtech budeme ještě potřebovat vědět, jak p̊usob́ı prvky e±λP0 z ∗-Hopfovy algebry
Uq(p(1, 1)) na prvky xµ z ∗-algebry W , to jest

e±λP0 . xµ = (1± λP0 + 1
2λ2P 2

0 ± · · · ) . xµ

= 1 . xµ ± λ(P0 . xµ) + 1
2λ2(P0 . (P0 . xµ))± · · · = xµ ± ig0µ.

(III.70)

III.9 Algebra operátor̊u

V tomto odstavci zkuśıme už́ıt stejného postupu, jako jsme užili v odstavci II.10, k tomu, abychom
z ∗-Hopfovy algebry Uq(p(1, 1)) a levé Uq(p(1, 1))-modul algebry W vytvořili algebru operátor̊u.
Stejně jako v odstavci II.10 užijeme bicrossproduct algebry zavedené v odstavci I.10.

Bicrossproduct algebra B = W o Uq(p(1, 1)) je algebrou zavedenou na tenzorovém součinu
W ⊗ Uq(p(1, 1)) s násobeńım určeným vztahem (I.54), to jest vztahem

(v ⊗ h)(u⊗ g) = v(h(1) . u)⊗ h(2)g,

kde v, y ∈ W a h, g ∈ Uq(p(1, 1)). Pro ∗-algebry Uq(p(1, 1)) a W definujeme injektivńı homomor-
fismy (I.55) (I.56)

v̂ = v ⊗ 1,

ĥ = 1⊗ h,
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kde v ∈ W a h ∈ Uq(p(1, 1)). Tyto homomorfismy identifikuj́ı ∗-algebry Uq(p(1, 1)) a W jako
podalgebry algebry B.

Dosazeńım do definice (III.9) můžeme určit výrazy pro násobeńı mezi prvky P̂0, P̂1, N̂ a prvky
x̂µ, které jsou

x̂µP̂ν = (xµ ⊗ 1)(1⊗ Pν) = xµ(1 . 1)⊗ 1Pν = xµ ⊗ Pν ,

P̂0x̂µ = (1⊗ P0)(xµ ⊗ 1) = 1(P0(1) . xµ)⊗ P0(2)1 = (P0 . xµ)⊗ 1 + (1 . xµ)⊗ P0

= ig0µ1⊗ 1 + xµ ⊗ P0,

P̂1x̂µ = (1⊗ P1)(xµ ⊗ 1) = 1(P1(1) . xµ)⊗ P1(2)1 = (P1 . xµ)⊗ 1 + (e−λP0 . xµ)⊗ P1

= ig1µ1⊗ 1 + xµ ⊗ P1 − iλg0µ1⊗ P1,

x̂µN̂ = (xµ ⊗ 1)(1⊗N) = xµ(1 . 1)⊗ 1N = xµ ⊗N,

N̂ x̂µ = (1⊗N)(xµ ⊗ 1) = 1(N(1) . xµ)⊗N(2)1 = (N . xµ)⊗ 1 + (e−λP0 . xµ)⊗N

=

{
ix1 ⊗ 1 + x0 ⊗N − iλ1⊗N pro µ = 0
ix0 ⊗ 1 + x1 ⊗N pro µ = 1

,

kde jsme užili (III.69), (III.70) a toho, že plat́ı axiomy (I.49), (I.50). Tyto výrazy vedou ke
komutátor̊um

[x̂µ, P̂ν ] = x̂µP̂ν − P̂ν x̂µ = −igµν + iλδ0
µδ1

νP̂1,

[N̂ , x̂0] = N̂ x̂0 − x̂0N̂ = ix̂1 − iλN̂ ,

[N̂ , x̂1] = N̂ x̂1 − x̂1N̂ = ix̂0,

které spolu s relacemi (III.63) z algebry Uq(p(1, 1)) a relacemi (III.67) z algebry W určuj́ı strukturu
algebry B.

Vzniklou algebrou operátor̊u B je tedy algebra generovaná prvky P̂0, P̂1, N̂ , x̂0, x̂1 s relacemi

[N̂ , P̂0] = iP̂1, [N̂ , P̂1] = i 1
2λ(1− e−2λP̂0)− iλ

2 P̂1
2
, [P̂0, P̂1] = 0,

[x̂0, x̂1] = −iλx̂1,

[x̂µ, P̂ν ] = −igµν + iλδ0
µδ1

νP̂1, [N̂ , x̂0] = ix̂1 − iλN̂ , [N̂ , x̂1] = ix̂0, (III.71)

přičemž parametru λ, který má rozměr délky, přǐrad́ıme právě hodnotu Planckovy délky Lp.
Tato algebra je dvojdimenzionálńı verźı algebry operátor̊u uvedenou např́ıklad v praćıch [6], [8]
a v praćıch [4], [5], [7], ve kterých ovšem nejsou uvedeny všechny relace pro prvek N̂ . Snadno
bychom mohli pro tuto algebru ověřit to, že limitou λ → 0, která odpov́ıdá limitě malých hybnost́ı
a velkých rozměr̊u, źıskáme algebru operátor̊u (II.84), která popisuje speciálńı teorii relativity.

Hopfova algebra Uq(p(1, 1)) je ∗-Hopfovou algebrou a algebra W je ∗-algebrou, vzniklá bi-
crossproduct algebra B je tud́ıž ∗-algebrou, přičemž operace ∗ je v této algebře určena vztahy
(III.63) určuj́ıćımi operaci ∗ v ∗-Hopfově algebře Uq(p(1, 1)) a vztahy (III.66) určuj́ıćımi operaci
∗ v ∗-algebře W , to jest vztahy

P̂0
∗

= P̂0, P̂1
∗

= P̂1, N̂∗ = N̂ ,

x̂µ
∗ = x̂µ. (III.72)

Stejným postupem, kterým jsme vytvořili reprezentaci algebry operátor̊u speciálńı teorie re-
lativity, bychom mohli vytvořit také reprezentaci této algebry operátor̊u. Pomoćı vztahu (I.61)
a levé modul algebry, zavedené v odstavci III.8 bychom tedy mohli zavést reprezentaci algebry
operátor̊u dvojité speciálńı teorie relativity na algebře W .
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Závěr

V práci jsme užili struktury Hopfovy algebry k tomu, abychom doplnili algebru generátor̊u
symetrie speciálńı teorie relativity o operátory polohy a źıskali tak algebru operátor̊u (II.84),
která popisuje speciálńı teorii relativity v jedné časové a jedné prostorové dimenzi. Tuto algebru
operátor̊u jsme doplnili o operaci ∗ (II.85), přǐrazuj́ıćı operátoru operátor k němu adjungovaný.
Užitý postup nám nav́ıc umožnil sestrojit reprezentaci (II.86) této algebry na prostoru polynomů
v souřadnićıch.

Stejného postupu jako při konstrukci algebry operátor̊u speciálńı teorie relativity jsme užili
také při konstrukci algebry operátor̊u dvojité speciálńı teorie relativity. Algebru generátor̊u sy-
metrie jsme doplnili o operátory polohy a vytvořili jsme tak algebru (III.71), která by mohla být
na algebrou operátor̊u popisuj́ıćı dvojitou speciálńı teorii relativity. Stejně jako v př́ıpadě alge-
bry operátor̊u speciálńı teorie relativity jsme tuto algebru doplnili o operaci ∗ (III.72), která
přǐrazuje operátoru operátor k němu adjungovaný. Rovněž jsme naznačili, jakým zp̊usobem
bychom mohli vytvořit reprezentaci této algebry, která by byla analogíı reprezentace, kterou
jsme zavedli v př́ıpadě speciálńı teorie relativity.

Vytvořená algebra operátor̊u dvojité speciálńı teorie relativity je dvojdimenzionálńı verźı
algebry operátor̊u uvedené např́ıklad v praćıch [4], [5], [6], [7], [8]. Źıskaná algebra operátor̊u je
pouze jednou z mnoha algeber operátor̊u splňuj́ıćıch požadavky dvojité speciálńı teorie relativity.
Neńı tedy jediným řešeńım, ale pouze př́ıkladem takové algebry operátor̊u.
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