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Anotace

Dvojitéd specialni teorie relativity se zabyva moznosti modifikovat specidlni teorii relativity tak,
aby byla pii Lorentzovych transformacich invariantni nejen rychlost svétla, ale také Planckova
délka, popiipadé Planckova energie.

Asi nejjednodussim ptistupem k tomuto problému je uvazovat pouze algebru generatoru sy-
metrie, to jest algebru tvorfenou pouze hybnostmi, generdtory rotace a boosty. Pro malé ener-
gie/hybnosti by tato algebra méla byt totoznd s algebrou generatoru symetrie popisujici specialni
teorii relativity a Planckova hybnost/energie by méla byt invariantni pfi transformacich hyb-
nostntho prostoru. Jedna z moznosti jak lze tuto algebru doplnit na algebru popisujici cely
casoprostor, kterd obsahuje také operatory polohy, vyuzivé struktury Hopfovy algebry. V tomto
pristupu nahradime algebru generatoru symetrie Hopfovou algebrou, kterd m4 bohatsi strukturu,
a umoznuje ndm vytvorit algebru popisujici cely ¢asoprostor.

Tato prace se zabyva tim, jak lze vyuzit Hopfovu algebru pii konstrukci specidlni teorie
relativity a dvojité specialni teorie relativity. V praci je uvazovan pouze model s jednou ¢asovou
a jednou prostorovou dimenzi.

Annotation

Doubly special relativity deals with the possibility of modifications of special relativity in a way
that not only the speed of light but also the Planck length/energy is invariant with respect to
Lorentz transformations.

Probably the easiest way how to deal with the problem is to take just the algebra of sym-
metries, i.e. the algebra consisting of momenta, generators of rotation and boosts. The algebra
of symmetries should be identical to the algebra of symmetries of the special theory of relativity
when momentum /energy is small and the Planck energy/momentum should be invariant with re-
spect to transformations of momentum space. One of the possibilities how to extend the algebra
of symmetries to an algebra describing the whole space-time which also contains the operators
of position is based on the use of Hopf algebra. In this approach we substitute the algebra of
symmetries with the Hopf algebra which has a richer structure. This allows us to construct the
algebra describing the whole space-time.

The work explores the use of Hopf algebra in the construction of special relativity and doubly
special relativity. Only a model with one space and one time dimension is taken into consideration
in this work.
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Uvod

Dvojitd specidlni teorie relativity se zabyva moznosti modifikovat specidlni teorii relativity tak,
aby byla pfi Lorentzovych transformacich invariantni nejen rychlost svétla, ale také Planckova
délka, popiipadé Planckova energie, tedy tak, aby pozorovatelé v riuznych inercidlnich soustavach
urcili stejné hodnoty téchto veli¢in. Privlastek ,,dvojitd“ znaci to, ze teorie ma dva parametry,
které zustavaji nezménény pii transformacich mezi riaznymi inercidlnimi soustavami. Pozadavek
invariantni délky je ve sporu s Fitzgerald-Lorentzovou kontrakeci délek, platnou ve specidlni teorii
relativity. Lze ocekdvat, ze Lorentzovy transformace budou ve dvojité specialni teorii relativity
pozmeéneény.

Motivace pro zavedeni pozadavku invariantni Planckovy délky vychézi z o¢ekdvani toho, ze
tato veli¢éina bude hrat vyznamnou roli ve struktufe casoprostoru, pokud ho budeme zkoumat
na velmi malych rozmérech (srovnatelnych s Planckovou délkou). Napiiklad smyckové kvantova
gravitace predpovida diskrétni spektrum vlastnich hodnot operatoru plochy a objemu, pficemz
velikost téchto vlastnich hodnot je vyjadiena pravé pomoci Planckovy délky.

Na existenci Planckovy délky, to jest na existenci konstanty s rozmérem délky, lze nahlizet
jako na dusledek existence rychlosti svétla ¢, gravitacni konstanty G a Planckovy délky A, protoze

Planckova délka L, = \/Zi? je kombinaci téchto konstant a musi tedy byt také konstantou. Planc-
kové délce muzeme rovnéz prisoudit vyznam délky, kterd vymezuje hranici, za niz se uplatinuji
kvantové i gravitacni efekty.

Vyznam Planckovy délky lze ozfejmit, podivame-li se na charakteristické velikosti délky
a hmotnosti, pro které se uplatnuji jak efekty obecné teorie relativity, tak efekty kvantové me-
chaniky. V obecné teorii relativity muzeme uvazovat napiiklad Schwarzschildovo feseni popisujici
gravitacni pole sféricky symetrického zdroje

1
ds® = (1 — 2GM> cdt? — (1 — 2GM> dr® — 7"2(sin2 9d¢2 + d@z).

c2r c2r

Vyznac¢nou veli¢inou s rozmérem délky je zde gravitaéni polomér zdroje ro = 2§2M

vymezujici hranici, od které se za¢inaji uplatnovat gravitaéni efekty muzeme vzit
r G
2o =
M 2

V kvantové mechanice muzeme uvazovat relace neurcitosti

. Za podminku

Z < AEAt = A(mc?)A (f) — cAmAx.

C

Za podminku urcujici hranici, od které se zac¢inaji uplatnovat kvantové efekty muzeme vzit
h
AmAx ~ —.
c
Budeme-li hledat charakteristickou velikost délky a hmotnosti, které vymezuji hranici, od niz se

uplatiuji gravita¢ni i kvantové efekty, to jest tehdy, kdyz Am = M a Az = r, tak zjistime, Ze
touto hranici je pravé Planckova hmotnost a Planckova délka

h
Am:MNmp:\/aci2,2-1O*8kg,
hG
Az =r~L,=1/— =1,6-10"%m.
C



Asi nejjednodussim pristupem k problému dvojité specidlni teorie relativity je uvazovat pouze
algebru generdtoru symetrie, to jest algebru tvofenou pouze hybnostmi, generdtory rotace a bo-
osty. Cilem takového pristupu je vytvorit tuto algebru tak, aby byla v limité pro malé ener-
gie/hybnosti totozna s algebrou generdtoru symetrie popisujici speciélni teorii relativity a aby
Planckova hybnost/energie byla invariantni pfi transformacich hybnostniho prostoru. Prvni préce
[1], [2] pojednévajici o dvojité specidlni teorii relativity se zabyvaly pravé timto piistupem.

Piikladem takové teorie je teorie oznacovand jako DSRI [3]. Generatory rotace a boosty jsou
zde zavedeny na komutujicim prostoru hybnosti pomoci vztahu

0
M; = —i€ijiPj =
1 1] japk
) Aoy 1—e 2\ 9 0
N;i=iP—— +i|-P* 4 ——— — iIAP P} —
Z “apoﬂ<2 T >ag LSER) %

kde predpokladéame jednotky, ve kterych plati A = ¢ = 1, a kde A je parametr této teorie, ktery
m& rozmér délky. Za hodnotu tohoto parametru muzeme zvolit pravé Planckovu délku. Tyto
vyrazy vedou ke komutatorim

[M;, Mj) = ie;j My, [Ni, Nj] = —i€;ji My, [M;, Nj| = i€, Ng,
[P/w P,,] =0,
[M;, Py] =0, [M;, Pj] = i€ Py,
A 1— 672)\130
[Ni, Py) = iP;, [N;, Pj] = i6ij <2P2 + > —iAP,P;j,

Casimirem této algebry je

2 .
C = 2 cosh APy — P2eMP,

Lze ukazat, ze hybnost je v této teorii shora omezena hodnotou % v tom smyslu, ze je-li hybnost
v néjaké inercidlni soustavé mensi nez %, pak je mensi nez % také ve v8ech ostatnich inercidlnich
soustavach. Lze ocekdvat, ze existence maximalni hybnosti bude mit za dusledek existenci mi-
nimalni vilnové délky s velikosti fadové rovnou A. Energie neni v této teorii, narozdil od hybnosti,
shora omezena.

Dvojita specidlni teorie relativity zavedend v hybnostnim sektoru nam netikd nic o tom,
jak tuto teorii zavést na konfiguraénim prostoru, to jest o tom, jak doplnit algebru generatoru
symetrie o operatory reprezentujici polohu.

Jedna z moznosti [4], [5], [6], [7], [8], jak je mozné rozsiFit algebru generatortu symetrie (popi-
sujicich hybnostni sektor) o operatory reprezentujici polohy, vyuziva struktury Hopfovy algebry.
Tento piistup vyuziva toho, ze namisto abychom zacali s algebrou generatoru symetrie, zacindme
s Hopfovou algebrou, ktera ma bohatsi strukturu a obsahuje vice informaci nez algebra. Tato bo-
hatsi struktura ndm umoziuje vytvorit takzvanou dualni Hopfovu algebru, kterou muzeme uzit
k definici algebry operdtoru poloh a navic nam umoznuje vytvorit z algebry generatoru symetrie
a vzniklé algebry operdtoru poloh jedinou algebru, kterd obsahuje obé tyto algebry jako podalge-
bry. Lze ukézat, ze takto vytvofend algebra spliiuje pfinejmensim nékteré z pozadavku kladenych
na algebru operatoru popisujicich dvojitou specialni teorii relativity, jako je napiiklad existence
maximdlni hybnosti a to, ze limitou pro velké vzddlenosti, to jest limitou L, — 0, ziskdme al-
gebru operatoru popisujici specialni teorii relativity. Takova algebra je vhodnym kandiddtem na
algebru operatoru popisujici dvojitou specialni teorii relativity.

Tato préce se zabyva moznosti vyuzit{ struktury Hopfovy algebry pfi konstrukei algebry
operdtoru specidlni teorie relativity a moznosti zobecnéni tohoto postupu na piipad konstrukce



algebry operatoru dvojité specidlni teorie relativity. Aby nebyly vypocty piili§ komplikované,
uvazuje se pouze model s jednou ¢asovou a jednou prostorovou dimenzi. V celé praci budeme
navic predpokladat jednotky, ve kterych je rychlost svétla a Planckova konstanta rovna jedné.

Préce je rozdélena do tii kapitol. Prvni kapitola je vénovana stru¢nému popisu matematického
aparatu Hopfovych algeber potfebného v dalsim textu.

Druhé kapitola se zabyva vyuzitim Hopfovy algebry pii konstrukci algebry operatoru popi-
sujici specidlni teorii relativity. V této kapitole sestrojime z Hopfovy algebry zavedené na algebie
generatoru symetrie specidlni teorie relativity algebru operatoru zahrnujici jak tyto generdtory
symetrie, tak operatory polohy. Tuto algebru navic doplnime o operaci *, kterd bude operatoru
prifazovat operator k nému adjungovany, a dale sestrojime soufadnicovou reprezentaci této al-
gebry (zavedenou na polynomech v soutadnicich). Hopfova algebra U(p(1,1)), ktera je Hopfovou
algebrou zavedenou na algebie generdtoru symetrie, je v této kapitole vytvorena kontrakci Hop-
fovy algebry U(so(2,1)) zavedené na univerzalni obalujici algebie Lieovy algebry so(2,1).

Ve tieti kapitole uzijeme analogického postupu jako v druhé kapitole, a z Hopfovy alge-
bry U,(p(1,1)), kterd je Hopfovou algebrou zavedenou na algebfe generdtort symetrie dvojité
specidlni teorie relativity, vytvorime algebru operatoru popisujici dvojitou specialni teorii rela-
tivity. Stejnym zpusobem, jako ve druhé kapitole zavedeme také operaci * a naznacime, jakym
zpusobem lze definovat reprezentaci této algebry, kterd bude analogii souradnicové reprezentace
zavedené ve druhé kapitole. Hopfova algebra U,(p(1,1)) je vytvofena kontrakci Hopfovy alge-
bry U,(so(2,1)), kterd je g-deformovanou Hopfovou algebrou ziskanou z Lieovy algebry so(2,1)
postupem, ktery zavedl Drinfeld a Jimbo.

Struktura druhé a tieti kapitoly byla volena tak, aby si byly postupy a vypocty uzité pii
konstrukci specidlni teorie relativity v kapitole I a postupy a vypocty uzité pti konstrukci dvojité
specialni teorie relativity v kapitole III co nejpodobnéjsi.



I Hopfova algebra

V této kapitole se pokusime strucné vylozit definici Hopfovy algebry, nékteré jeji vlastnosti a také
se zminime o nékterych souvisejicich matematickych strukturach, které jsou uzity v textu diplo-
mové prace. Budeme pracovat vyhradné s vektorovymi prostory zavedenymi nad télesem kom-
plexnich ¢&isel, ackoliv vétsinu z definic 1ze zobecnit i pro jind télesa. Pii vykladu bude kladen
diraz na nékteré postupy, které budeme pozdéji uzivat.

I.1 Algebra

(Asociativni) algebra (s jednotkou) je vektorovy prostor H, v nasem piipadé nad télesem kom-
plexnich ¢isel, na kterém je zavedeno ndsobeni dvou prvku, a ve kterém existuje jednotkovy
prvek. Jednotkovy prvek 1 budeme reprezentovat s pomoci linearniho zobrazeni 7, nazyvaného
jednotka, z komplexnich ¢isel do algebry H, pro které plati n(a) = a1, kde o € C. Algebra H je
tedy vektorovym prostorem nad C, spolu se dvéma linedrnimi zobrazenimi

-:H®H — H, n:C— H. (I.1)

Je vhodné zduraznit, ze tenzorovy soucin v definici nasobeni spolu s linearitou tohoto zobrazeni
iika, Zze toto zobrazeni je bilinearni. Tato zobrazeni musi spliovat axiomy

(id®-) =-(-®1id),
‘(n®id) =id = -(id®n), (1.2)

kde jsme symbolem id oznagcili identickou operaci. V druhém z axiomiu jsme s uzitim nasobeni
vektoru skaldarem ztotoznili vektorovy prostor C® H vystupujici nalevo s prostorem H uprostied
a s prostorem H ® C vystupujicim napravo. Vyznam prvniho z axiomu je zifejmy, aplikujeme-li
ho na prvky h, k, | z algebry H, ¢imz dostaneme

(ide)(hekal)=-(h@k-l)=h-(k-1)=(h-k)-l=-(h- k) =-(id)(h@k]l).

Tento axiom tedy vyjadiuje asociativitu nasobeni. Pro zestrucnéni zdpisu budeme nékdy tecku
oznacujici nasobeni vynechavat, stejné tak, jako budeme vynechavat zavorky urcujici poradi ve
kterém mame prvky nasobit, které jsou vzhledem k asociativité ndsobeni nadbytecné. Muzeme
tedy psat

h-(k-1)=h(kl) =hkl = (hk)l = (h-k) - .

Vyznam druhého z axiomu bude zfejmy, aplikujeme-li ho na prvek 1@ h=h =h® 1, h € H,
¢imz dostaneme

1h =h =hl.

Tento axiom tedy vyjadfuje vlastnosti jednotkového prvku.
Axiomy algebry (I.2) lze pfehledné znazornit pomoci komutativnich diagramu

H® H®H H
.®f‘d/ %@.
H®H H®H

\ / C®Hmﬂ®ﬂim}l®(@
H



kde diagram nalevo vyjadiuje asociativitu nasobeni a diagram napravo vyjadiuje vlastnosti jed-
notky.

Strukturu algebry muzeme zavést také na tenzorovém soucinu této algebry, to jest na prostoru
H ® H. Na tomto prostoru zavedeme néasobeni tak, ze definujeme

(h1 ® ho)(k1 ® k2) = hik1 @ haka, (L.3)

kde hi®ho, k1®ks € HRH , piicemz vyrazy hiki a hoks maji vyznam ndsobeni prvku v algebie H.
Pro hi®hs, k1®ko, l1®Ily € HRH dostavame [<h1®h2)(k1®k2)](l1®l2) = (h1k1®h2k2>(l1®l2) =
(hlklll ® hgkzlg) = (hl X® hg)(klll ® k‘glz) = (hl ® hQ)[(kZl X k‘g)(ll ® lg)], asociativita tohoto
nasobeni je tedy dusledkem asociativity ndsobeni v algebie H. Jednotkovym prvkem této algebry
je1®1 € H®H, pozadované vlastnosti tohoto jednotkového prvku (1®1)(h1®hs) = (h1®ha) =
(h1 @ ho)(1® 1), hy @ ha € H® H, plynou z vlastnosti jednotkového prvku algebry H.

Analogicky k tomu, jak jsme zavedli strukturu algebry na tenzorovém sou¢inu H ® H, muzeme
zavést strukturu algebry také na tenzorovém soucinu H" = H® H®---® H, to jest na n kopiich
algebry H. Néasobeni v této algebie zavedeme piedpisem

(M1 ®@ho®@- - @hp)(k1 @ka® -+ @kp) = h1k1 @ hoko @ - - - ® hpkp,

kde h1®---Qhy, k1®---®k, € H". Jednotkovym prvkem bude pochopitelné prvek 101®---®1,
tvoreny n kopiemi jednotkového prvku algebry H.

Na nékolika mistech budeme definovat algebry s jednotkou tak, ze zadame néjakou mnozinu
generujicich prvkii. Aby byla zfejma struktura a zpisob zadani této algebry, vylozime struc¢né
obecny postup, ktery lze uzit ke konstrukci takové algebry. Budeme uvazovat algebru s jednotkou
zadanou pomoci n generujicich prvku eq,...,e, (generovanou n prvky ej,...,e,). V prvnim
kroku konstrukce této algebry vytvorime n-dimenzionalni vektorovy prostor V' nad komplexnimi
¢isly, jehoz bazové vektory oznacime jako eq, ... e,, to znamend, Ze kazdému z generujicich prvku
prifadime jeden bazovy vektor prostoru V. V dalsim kroku vytvoiime vektorovy prostor T', ktery
definujeme pfedpisem

T=CoVaolVaV)o(VaVeV)d---.

Ze zpusobu definice tohoto vektorového prostoru je ziejmé, ze se jedna o nekone¢nédimenzionalni
vektorovy prostor. Jako bazi v tomto vektorovém prostoru muzeme zvolit vektory 1 € C; e; € V,
i1=1,....n;e,Qe; €VRV,i,j=1,...,ne,0e;®e, €c VRV®V,ijk=1...,n;atd. Na
vektorovém prostoru 7" muzeme zavést strukturu algebry tak, ze za nasobeni v algebie budeme
povazovat tenzorovy soucin. Takto definované nasobeni, to jest zobrazeni

- T®T> (a,b) wab=a®beT

je linedrnim zobrazenim, a je zfejmé, Ze je i asociativni, protoze tenzorovy soucin je asociativni
operaci. Jednotkovym prvkem této algebry je prvek 1 =1 € C, ktery spliuje 1 ®a=a=a® 1
pro vSechna a € T'. Takto zavedenou algebru nazyvame tenzorovou algebrou. Tenzorovy souc¢in
® muzeme v zdpisu nahrazovat symbolem - znacicim nasobeni v algebie, nebo ho muzeme zcela
vynechavat. Bazi této algebry, to jest algebry s jednotkou generovanou prvky eq,...e,, jsou
vektory 1; e;, i = 1,...,n; e;e;, 1,5 = 1,...,n; ejejey, i,7,k = 1,...,n; atd. Ndsobeni téchto
bézovych prvku lze chapat jako jejich spojovéni, napfiklad vyndsobenim prvku ejeses prvkem
€eyes5 dostaneme ejeges - eye; — ejeqgezeye;.



Dalsi trik, ktery budeme uzivat pii konstrukei algeber, bude vytvareni takzvanych faktor alge-
ber. Uvazujme, ze mame algebru H. Oboustranny idedl I v této algebfie je vektorovy podprostor
této algebry, ktery spliiuje podminky HI C I a IH C I, to jest

h-iel, i-hel pro vSechna h € H, i € I. (1.4)

Méme-li zaddn oboustranny idedl I v algebfe H, muzeme vytvorit novou algebru H’, zavedenou
na faktor prostoru H/I, to jest na mnoziné tiid ekvivalence, které jsou urceny relaci ekvivalence
definovanou vztahem

h~ksh—-—kel,

kde h, k € H. Ozna¢ime-li tiidu ekvivalence pfislusnou prvku h € H jako [h], pak ndsoben{ prvku
[h], [k] z algebry H' = H/I definujeme vztahem

[h] - [K] = [h - K]. (L5)

Podminka, ze I musi byt oboustrannym idealem je zavedena pro to, aby byla zajisténa nezavislost
této definice na vybéru prvku z tiidy ekvivalence. Abychom prokazali tuto nezavislost, uvazujme
prvky h, k z algebry H. Libovolné prvky h' € [h], k' € [k] se mohou od prvku h, k lisit pouze
o prvky 14y, i, z oboustranného idedlu I, muzeme tedy psat h' = h + 1, k¥’ = k + i}, a pro soucin
téchto prvkiu dostaneme

WE = (h+ zh)(kz + Zk) = hk + ipk + hig + ipip = hk + 1,

kde jsme oznacili i = ipk + hig + ipig. Z definice oboustranného idedlu (I1.4) plyne i € I, h'K
tedy patii do stejné tiidy ekvivalence jako hk. Asociativita ndsobeni zavedeného ve faktor algebie
vztahem (I.5) je dusledkem asociativity nésobeni v algebfe H, protoze plati ([h][k])[l] = [hkl] =
[R]([k][l]). Jednotkovym prvkem je samoziejmé prvek [1].

Vyse uvedeného postupu budeme uzivat predevsim v nasledujicich situacich. Pfedstavme si,
ze mame algebru H, v niz vybereme m prvku fi,... fi, o kterych prohldsime, ze jsou rovny nule.
Predpokldadame tedy, ze mame algebru, v niz plati

fi=0, i=1,...,m. (1.6)

Napiiklad muzeme uvazovat algebru (s jednotkou) generovanou tfemi prvky a,b,c, ve které
polozime
ab—ba —c=0. (1.7)

Exaktni matematicky postup, kterym vytvoiime z algebry H novou algebru H’, v niz plati
podminky (I.6) je nasledujici. Vytvoiime oboustranny idedl generovany prvky fi, i = 1,...,n,
ktery je definovan jako mnozina

I=HBH=1{h-0'f;-W;h, ' ¢ H, ' cC,i=1,...,m}, (L.8)

kde B je vektorovy prostor ziskany jako linedrni obal vektoru f;, i = 1,...,m. Takto zavedend
mnozina je opravdu oboustrannym idealem, protoze plati HI = HHBH C HBH = I a podobné
muzeme ukazat i to, ze IH C I. Pozadovand algebra H', ve které plati podminky (1.6) je pak
faktor algebrou algebry H a vytvofeného oboustranného idealu I. Prvky f;, ¢ = 1,...,m jsou
v této algebte rovny nule, protoze jsou prvky oboustranného idedlu I, a patii tudiz do t¥idy
ekvivalence piitazené nulovému vektoru v algebte H', tj. [f;] = [0]. Nule jsou samozfejmé rovny
také vsechny prvky tvaru hf;h/, h, ' € H, protoze jsou taktéz prvky idedlu I, a je to vidét také
2 toho, 7 [hfik] = [RILfi][K'] = [A][0][R'] = [0].



Uvedené postupy, to jest vytvareni algeber generovanych urc¢itou mnozinou prvku, ze kterych
muzeme vytvorit dalsi faktor algebry tak, ze nékteré z prvku poloZzime rovny nule, pro nas budou
mocnym nastrojem pii dalsich vypoctech. O tom, jak lze tyto postupy uzit v pfipadé dalsich
algebraickych struktur, popfipadé o tom, jak je tfeba omezit tvar podminek (I.6), se jesté na
patiiénych mistech zminime.

1.2 Koalgebra

Koalgebra H je vektorovy prostor nad télesem komplexnich ¢isel spolu se zobrazenim A, nazy-
vanym kondsobeni, a se zobrazenim e, nazyvanym kojednotka. Tyto zobrazeni jsou linedrnimi
zobrazenimi

A:H—H®H, e: H—C, (1.9)
které spliiuji axiomy
(A®id)A = (id ® A)A,

(e®id)A =id = (id ® €) A, (I.10)
pricemz v druhém z axiomu je tieba ztotoznit C® H = H = H ® C stejnym zplusobem, jak jsme
ucinili v druhém z axiomu (I1.2) algebry.

Protoze je zobrazeni A linearni, lze prvek Ah € H ® H, h € H vyjadfit jako soucet prvki

tvaru h) ® hg), kde h(yy, h(g) € H, cehoz vyuzijeme k tomu, abychom kondsoben{ aplikované na
prvek h koalgebry H zapsali jako

Ah =" hay ® hig) = hay © hey,

pricemz znaménko sumace budeme obvykle, z duvodu zestruc¢néni zapisu, vynechavat, tak jak
jsme uéinili ve vyrazu iplné napravo. S uzitim této konvence piepiseme prvni z axiomu (1.10) do
tvaru

h(l)(l) ® h(l)(g) (%9 h(g) = (A & id)(h(l) ® h(g)) = (A & ’id)Ah
= (id @ A)Ah = (id ® A)(h1) ® h(g)) = h1) ® hi2)1) @ h));

kde h € H. Tento axiom vyjadfuje to, ze v pripadé opakované aplikace kondsobeni na prvek
h nezalezi na tom, na kterou z pozic v tenzorovém soucinu toto konasobeni aplikujeme. Tuto
vlastnost nazyvame koasociativitou kondsobeni a umoziiuje ndm zavést znaceni

A?h = (A@id)Ah = ({dDA)AR = ha)1)@h)2) @ha) = ha)@h@)n) @h@)e) = o) ©he) ©hs),

kde h € H. Tento zpusob znaceni rozsitime i na piipad (n — 1)-ndsobné aplikace kondsobent,
které budeme rozepisovat jako

A=Dp — h(l) ® h(g) Q- h(n),
kde h € H. Druhy z axiomu (I.10) koalgebry, zapsany pomoci této konvence, je
e(h(l))h@) = e(h(l)) ® h(g) =(e® id)(h(l) & h(g)) = (e®id)Ah=h
= (id® €)Ah = (id ® €)(h(1) ® h(z)) = h(1) @ e(h2)) = hye(h)),

kde h € H.
Stejné, jako v piipadé axiomu algebry, lze axiomy (I.10) koalgebry zndzornit pomoci komu-
tativnich diagramu



HoH®H H

A®id/ W®A
A

H®H HeH

A\ A CoH<mHOH roxHoC
H

pricemz diagram nalevo vyjadiuje koasociativitu kondsobeni a diagram napravo vyjadiuje vlast-
nosti kojednotky. Mezi vyrazy (I.1) a diagramy definujicimi algebru a vyrazy (1.9) a diagramy
definujicimi koalgebru je zfejmy urcity druh symetrie. Pro tyto vyrazy a diagramy plati to, ze
zéménou - < A, n < € a otocenim sméru vSech Sipek, a to jak ve vyrazech (I.1), (1.9) tak
v komutativnich diagramech, ziskdme z vyrazt definujicich algebru vyrazy definujici koalgebru
a z vyrazu definujicich koalgebru ziskdme vyrazy definujici algebru. Z tohoto pohledu lze na
algebru a koalgebru nahlizet jako na struktury, které jsou v jistém smyslu dudlni.

I.3 Bialgebra

Bialgebra H je vektorovym prostorem nad télesem komplexnich ¢isel, ktery je zaroven algebrou
a koalgebrou. Struktura algebry a koalgebry musi navic spliovat urcité podminky kompatibility.
Podminkou kompatibility algebry s koalgebrou je to, ze zobrazeni kondsobeni A a kojednotka e
jsou homomorfismy algebry. To znamen4, ze tato zobrazeni musi spliovat

e(hk) = e(h)e(k), (L11)

pro vSechna h, k € H. Nasobeni v algebfe H ® H, uzité na pravé strané u prvni z podminek, je
nasobenim definovanym vztahem (I.3), ndsobeni na pravé strané druhé z podminek je ndsobenim
komplexnich ¢isel. Aby byly konasobeni a kojednotka homomorfismy algebry, musi byt samo-
zfejmeé splnény také podminky

A1) =1®1,
(1) =1, (L.12)

urcujici chovani téchto zobrazeni na jednotkovém prvku algebry.

To, ze konasobeni a kojednotka jsou homomorfismy algebry, muzeme vyuzit pii zavadéni
struktury bialgebry na jiz zname struktuie algebry. V tomto piipadé totiz nemusime konasobeni
a kojednotku definovat pro vsechny prvky algebry, ale staci, kdyz tyto zobrazeni uréime na vhodné
podmnoziné této algebry, a na zbyvajici prvky je pak rozsiiime jako homomorfismy algebry.
Dulezitym piikladem, ve kterém uzijeme tohoto postupu, je pravé tenzorova algebra popsani
v odstavci 1.1. Uvazujme ptipad algebry H, generované n prvky ey, ..., e,. Strukturu bialgebry
na této algebie muzeme zadat tak, Zze urc¢ime kondsobeni a kojednotku na prvcich ey, ..., ey, to
znamend, ze zaddme vyrazy

Aei, e(ei), 1= 1, ceey N (113)

Tyto vyrazy spolu s vyrazy (I.12), urc¢ujicimi kondsobeni a kojednotku pro jednotkovy prvek,
poskytuji dostatetné mnozstvi informaci pro to, abychom mohli kondsobeni a kojednotku vy¢islit
na libovolném prvku algebry H. Navic z platnosti axiomu (I.10) pro prvky ej,...,e, plyne
platnost téchto axiomu i pro vSechny zbyvajici prvky algebry H. Abychom ukézali, ze tomu tak
opravdu je, ukdzeme, ze kondsobeni a kojednotku muzeme vy¢islit na vSech bézovych vektorech,



a ze axiomy (I.10) jsou pro tyto bazové vektory splnény, coz je vzhledem k linearité kondsobeni
a kojednotky dostate¢nou podminkou pro to, abychom je mohli vy¢islit na vSech prvcich algebry,
popftipadé pro to, aby byly axiomy koalgebry platné pro celou algebru. Pro jednotkovy prvek je
kondsobeni a kojednotka urc¢ena vztahy (I1.12) a axiomy (I.10) jsou také splnény. Pro vektory e;,
i = 1,...,n je kondsobeni a kojednotka zaddna vztahy (I.13), platnost axiomu (I.10) pro tyto
prvky je vychozun predpokladem Zbyvajici bdzové vektory algebry H maji tvar e; e;, ---e;,,
11,12,...,0g =1,...,n, k= . Konésobeni a kojednotku pro tyto vektory vypocéteme jako

Alej e, - ej) = (Aey ) (Ae,) -~ (Aei,) = € (1)€iy(1) " €ip(1) @ €i1(2)€is(2) " " €if(2)
E(eileiz T eik) 6(821) (ei2) T E(eik)' (1'14)

Pro prvni z axiomu (I.10) dostdvame

(A®id)Aleser - ei) = [(A @ id) Ay ][(A & id)Aey] - [(A @ id) e,
= [(id ® A)Ae;,][(id @ A)Aey,] - - [(id @ A)Ae;, ] = (id @ A)A(e; €4, - - €5, ),

a podobné bychom mohli ukédzat i platnost druhého z axiomu. Axiomy koalgebry jsou tedy splnény
pro vSechny bazové vektory, a tudiz i pro celou algebru H.

Nyni se podivame, jak to bude vypadat, pokud se pokusime vytvorit z bialgebry faktor alge-
bru. Jak vime z odstavce 1.1, faktor algebra H' je algebra H' = H/I, kde H je néjaké algebra
a I je oboustranny idedl v této algebfe. Uvazujme algebru zavedenou na tenzorovém soucinu
této faktor algebry, to jest algebru H' @ H', s ndsobenim (I.3). Tuto algebru muzeme vytvorit
také jako faktor algebru algebry H ® H a né&jakého oboustranného idedlu I’; to jest jako algebru
(H®H)/I'. Prvek h®i, h € H,i € I z algebry H® H patii v algebfe H'® H' do ti{dy ekvivalence
[h] @ [i] = [h] ® [0] = [0 ® 0]. Prvky tvaru h ® i € H ® I tedy musi lezet v idedlu I’ plati tedy
H ® I C I'. Stejnym zpusobem bychom mohli ukézat i to, ze I ® H C I'. Nyni uvazujme tridy
ekvivalence [h] a [k] z algebry H' a vyberme z kazdé tiidy ekvivalence dva prvky h, b’ € [h]
a k, k' € [k]. Prvky h, b/ a k, k' se od sebe mohou lisit pouze o né&jaky prvek oboustranného
idedlu I, muzeme tedy psat h' = h + iy, k' = k + iy, ip, i, € I. Pomoci téchto vyrazu rozepiSeme
prvek b/ @ k' jako

Wk =h+i)@k+iy) =hk+hQ@ig+ipQk+i, i =hk+1,

kde jsme oznaéili i/ = h®iy+ipQk+ipR1 € HRI+1®H. Nejmensim vektorovym podprostorem
I, ktery indukuje ekvivalenci A’ ® k' ~ h ® k, a ktery obsahuje jak H ® I tak [ ® H, je prave
I'=H®I+I®H.Podminka (HRH)I'=(HH)(HRI+I®H)=HH®HI+HI®HH C
H®I+I1®H = I' astejné tak podminka I'(H® H) C I’ je splnéna, vektorovy podprostor I’ tedy
spliiuje i to, Ze je oboustrannym idedlem v algebfe H ® H. I’ je tedy hledanym oboustrannym
idedlem, a muzeme tudiz psét H' @ H' = H/I® H/I = (H® H)/(H® I +1® H). Aby byla
kojednotka dobfe definovana na faktor algebte, nesmi jeji hodnota zaviset na vybéru prvku z t¥idy
ekvivalence pifslusné néjakému prvku [h] € H'. Proto pro prvky h € Ha h+i € H,i € I ze
stejné tiidy ekvivalence musi platit e(h + i) = e(h) + €(i) = €(h), coz vede k podmince

€(i) =0 pro vsechna i € I. (I.15)

Podobné muzeme vysetfit, jakd podminka musi byt splnéna pro to, aby bylo konédsobeni, které
na faktor algebfe H' zavedeme vztahem

Alh] = [Ah] = [h1y ® hez)] = [ha)] @ [h)],



kde h € H, dobte definovdno. Pro prvky h, h +i € [h], i« € I musi byt splnéno A(h + i) =
Ah + Ai ~ Ah. Je tedy zfejmé, ze Ai musi byt prvkem oboustranného idealu I’, musi tedy byt
splnéna podminka
Aile HRI+1I®H pro vsechna i € I. (I.16)
V piipadé faktor algebry ziskané zavedenim podminek (I1.6), to jest v piipadé, kdy je obou-
stranny ideél zadén jako (I1.8), je mozno podminky (I.15), (I.16) pfepsat do podoby podminek
omezujicich tvar zaddvajicich podminek (I.6). Misto podminek (I.15), (I.16) muzeme uvazovat
podminky

e(fi)=0 pro véechnai=1,...,m,
fi=0provsechnai=1,....,m = Af;=0provsechnai=1,...,m. (I.17)
Prvni z podminek je nutnd pro to, aby platilo (I.15), druhd podminka, ktera je ekvivalentem
(I.16), iikd, ze pokud jsou prvky f; v algebie H' rovny nule, plati-li tedy f; € [0], pak musi byt
nule rovny také vsechny prvky A f; v algebre H'®@ H', mus{ tedy platit Af; € [000] = HRI+IRH.
Napiiklad v algebte (I.7) muzeme zavést kondsobeni a kojednotku

€(a)=€eb) =€(c) =0, Aa=a®14+1®a, AD=b1+1®b Ac=c®1+1®c (L.18)
Pro prvky a, b, ¢ jsou axiomy (I.10) splnény, napiiklad vy¢islime-li je na prvku a, tak dostaneme

(A®id)Aa=(ARid)(ac®1+1®a)=a®1®1+1®ae1+1®1®a
(d@A)(a®1+1®a)=(id® A)Aa,
(e®id)(a®1+1®a)=€(a)l+€e(l)a=a

ae(1) + 1e(a) = (id®e)(a® 1+ 1®a) = (id ® €)Aa.

(e ®id)Aa

7 toho, co bylo v tomto odstavci zminéno o zavadéni kondsobeni a kojednotky na algebry ge-
nerované néjakymi prvky, plyne, ze vyrazy (1.18) definuji strukturu bialgebry na celé algebie
generované prvky a, b, c. Abychom mohli zavést (I.7), musime ovéfit, ze jsou podminky (I.17)
splnény, musime tedy ovérit nulovost vyrazu

e(ab —ba — ¢) = e(a)e(b) — e(b)e(a) — €(c) =0,

A(ab —ba — ¢) = (Aa)(Ab) — (Ab)(Aa) — Ac
—(0®1+10a)(b®1+1®b) - (b®1+10b)e®l+1®a)—(c®1+1®c)
=ab®R®14+a®b+b®a+1R®Rab—-06R1-b®a—a®@®b—-—1Rba—c®R1-1®c
=(ab—ba—c)®1+1® (ab—ba—c)=0.

= I

Podminky (I.17) jsou v tomto piipadé splnény, vztahy (1.7) a (I1.18) tudiz definuji bialgebru.

1.4 Hopfova algebra

Hopfova algebra H je bialgebra, na které je zavedeno zobrazeni nazyvané antipode. Toto zobra-
zeni, které budeme znaéit S, je linedrnim zobrazenim

S:H — H, (I.19)

které spliuje axiom
(S®id)A=noe=-(id® S)A, (I.20)
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Vyraz n o e(h), h € H, vystupujici v této definici, bychom mohli zapsat také ve tvaru 1le(h).
S uzitim konvence, kterou jsme piijali pro znaceni kondsobeni, tento axiom zapiseme jako

S(hay)he) = 1e(h) = hyS(he),

kde h € H. Lze ukédzat, ze z axiomu Hopfovy algebry (1.2), (I.10) a (1.20) plyne to, ze pokud
k bialgebfe existuje antipode, muzeme-li z ni tedy vytvorit Hopfovu algebru, pak je tento antipode
urc¢en jednoznacné. Navic lze ukéazat, ze antipode spliiuje

S(hk) = S(k)S(h),  TAS=(S®S)A,  S1)=1,  eS(h)=¢h),  (121)

kde h, k € H, a kde 7 zna¢i linedrni zobrazeni ptehazujici ¢leny v tenzorovém soucinu, to jest
T(h®k) = k®h. Prvni z vyrazu k4, ze antipode je antihomomorfismem algebry, druhy z vyrazu
zapiSeme, s uzitim piijaté konvence, jako S(h)(2) ® S(h)) = S(h1)) @ S(h2)), h € H, a 1ikd, Ze
aplikace antipodu nasledovana aplikaci konasobeni je ekvivalentni aplikaci konasobeni nasledované
aplikaci antipodu na kazdou z pozic tenzorového soucinu v algebie H ® H, s tim, ze tyto slozky
prehodime. Posledni dva z vyrazu vyjadiuji chovani antipodu pro jednotkovy prvek a pro kojed-
notku.

Podobné jako jsme v ptipadé, kdy jsme zavadéli strukturu bialgebry na jiz existujici strukture
algebry, vyuzili toho, ze kondsobeni a kojednotka jsou homomorfismy algebry, muzeme pii zava-
déni struktury Hopfovy algebry na jiz existujici struktufe bialgebry vyuzit toho, Ze antipode
je antihomomorfismem algebry. Vétsinou tedy bude stacit, pokud zaddme antipode na vhodné
podmnoziné algebry, a na zbyvajici prvky ho pak zavedeme jako antihomomorfismus algebry.
Dulezitym piikladem, kdy vyuzijeme tohoto postupu, bude bialgebra H generovand n prvky
ey,...,€,, s kondsobenim a kojednotkou zadanou vztahy (I.13), (I.14). Stejné tak, jak bylo
postacujici zadat kondsobeni a kojednotku pouze na prvcich ey, ..., e,, bude stacit zadat vyrazy
pro antipode pouze pro tyto prvky, bude tedy stacit, zadame-li vyrazy

S(e)), i=1,...,n. (1.22)

Taktéz 1ze ukdzat, ze jsou-li splnény axiomy (I.20) pro prvky ey,...,e,, pak jsou tyto axiomy
splnény v celé bialgebie H. Aby tomu tak opravdu bylo, musime, stejné tak jako v piipadeé
kondsobeni a kojednotky, ukazat, ze antipode muzeme vycislit na vsech bazovych vektorech, a ze
axiomy (1.20) jsou pro tyto bazové vektory splnény. Pro prvek 1 je antipode uréen tetim z vyrazu
(I.21), a axiom (I1.20) je taktéz splnén. Pro prvky e;, i = 1,...,n je antipode zadan vyrazy (1.22),
a platnost axiomu (I.20) je vychozim pfedpokladem. Pro zbyvajici bazové vektory, které jsou
tvaru e; e, - €;,, i1,%2,...,ip = 1,...,n, k= 2,3,..., vycislime antipode pomoci vztahu

S(eheiz o 'eik) = S(eik) T S(eiQ)S(eil)' (1‘23)
Pro prvni polovinu axiomu (I.20), aplikovanou na tyto vektory, dostaneme
(S ®@id)Alei e, -~ ey) = S(ej 1)) - Seiy1))S(€i,(1))€i1(2)€i(2) ** * €ir(2)
= le(eil)e(eiz) T e(eik) = le(eileiz T eik):

a podobné bychom mohli dokazat i platnost druhé poloviny axiomu. Antipod je tedy zadan na
celé bialgebie H a axiom (I1.20) je platny pro celou bialgebru.

Uzijeme-li Hopfovu algebru H k tomu, abychom z ni vytvorili bialgebru H’, vzniklou jako
faktor algebra bialgebry H a oboustranného idealu I pomoci postupu uvedeného v odstavcich
1.1 a 1.3, a budeme-li navic pozadovat to, aby byla vznikl4d bialgebra také Hopfovou algebrou,
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musime dat pozor na to, aby byl antipode na takto vzniklé bialgebie dobie definovan. Pro prvky
[h] z bialgebry H' = H/I zavedeme antipode vztahem

kde h € H. Tato definice musi byt nezavisla na vybéru prvku v dané tfidé ekvivalence, pro dva
prvky h, h+1i € H, i € I ze stejné tiidy ekvivalence tedy musime dostat stejny vysledek, coz
znamend, ze musi platit S(h +1i) = S(h) + S(i) ~ S(h), z ¢ehoz plyne pozadavek

S@i)el pro vSechna i € I. (1.24)

V pripadeé faktor algebry ziskané zavedenim podminek (1.6), to jest tehdy, kdy je oboustranny
idedl urcen vztahem (I.8), budeme misto podminky (I.24) uvazovat podminku

fi=0provsechnai=1,....,m = S(f;) =0 pro vsechnai=1,...,m, (1.25)

omezujici tvar zaddvajicich podminek (I.6). Splnéni (1.24) je pak dusledkem této podminky
a zpusobu konstrukce oboustranného idedlu (I.8).
Napiiklad v bialgebfe (1.7), (I.18) muzeme zavést antipode

S(a) = —a, S(b) = —b, S(c) = —c. (1.26)
Takto zavedeny antipode spliuje axiom (1.20) pro prvky a, b, ¢, napiiklad pro prvek a dostdvame
(S®id)Aa=-(S®id)(a®1+1®a)=S5(a)l+S1)a=—-a+a=0=c¢(a)
=a—a=0a5(1)+15(a)=-(id®S)(a®1+1®a) =-(id® S)Aa,

a vzhledem k tomu, co jsme uvedli v této kapitole, je tento axiom splnén pro celou tenzorovou
algebru generovanou prvky a, b, ¢. Abychom mohli zavést podminku (1.7), musime ovéfit platnost
(I.25), to jest nulovost vyrazu

S(ab—ba—c) = S(b)S(a)—S(a)S(b)—S(c) = (=b)(—a)— (—a)(—=b) — (—c) = —(ab—ba—c) = 0.

Tento vyraz je nulovy, vyrazy (I.7), (I.18) a (1.26) tedy definuji Hopfovu algebru.

I.5 *Hopfova algebra

Dalsi struktura, o kterou muzeme rozsitit Hopfovu algebru, je s-struktura. Hopfovu algebru, na
které je zavedena tato struktura, budeme znacit jako *-Hopfovu algebru. x-struktura, na Hopfové
algebfe H, je zobrazeni

x: H— H, (1.27)

které budeme nazyvat operace *. Misto toho, abychom toto zobrazeni aplikované na prvek h € H
psali tak, ze ho napiSeme pred tento prvek, to jest misto toho abychom psali *h, budeme nékdy
toto zobrazeni psat do exponentu, budeme tedy psat xh = h*. Toto zobrazeni je antilinedrni
antihomomorfismus algebry, coz znamend, ze pro h, k € H, «, 8 € C plati

(ah + Bk)* = ah* + Bk*,
(hk)* = k*R*, (.28)
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kde pruh nad « a 3 znac¢i komplexni sdruzeni. Dale musi operace * spliiovat axiomy

2

% = *x = id,
(Sox%)?=8x%S%=id,
e(h*) = e(h),
AR* = (Ah)*®*, (1.29)

kde h € H. Prvni axiom fikd, ze dvojnasobnym uzitim operace * na néjaky prvek ziskdame
opét puvodni prvek. Jeden z dusledku druhého axiomu je napiiklad to, ze linedrni zobrazeni
antipode S je invertibiln{ s inverzi S~ = %S*. Posledn{ dva axiomy ur¢uji chovani operace * na
struktuie koalgebry, pficemz pruh nad e(h) zna¢i komplexni sdruzeni a (Ah)*®* je jiny zapis pro
(* @ x)Ah = hz*l) ® h’(*Q), to jest pro to, ze operaci * aplikujeme na kazdou ze slozek v tenzorovém
sou¢inu. Lze ukdzat, ze pro jednotkovy prvek musi platit 1* = 1.

Je-li H pouze algebrou a operace *, zavedend na této algebie, spliuje (1.28) a prvni z axiomu
(I.29), pak budeme tuto algebru nazyvat x-algebrou. Lze ukézat, ze pokud je H *-algebrou, pak
operace * ® %, uzitd v poslednim z axiomu (I1.29), zavadi strukturu *-algebry také na algebie
H ® H, pro niz jsme nasobeni definovali vztahem (I.3).

Operace * je antihomomorfismem algebry, ¢ehoz muzeme vyuzit pii jejim zavadéni na jiz
existujici strukture Hopfovy algebry. Myslenka, kterou uzijeme, bude stejna jako v piipadé, kdy
jsme zavadéli strukturu bialgebry na jiz existujici struktufe algebry, nebo v pfipadé, kdy jsme
zavadéli strukturu Hopfovy algebry na jiz existujici struktufe bialgebry. Vétsinou tedy bude
stacit, zaddme-li operaci * na vhodné podmnoziné Hopfovy algebry, a na zbyvajici prvky ji pak
rozSitime s uzitim toho, ze je antihomomorfismem algebry, stejné tak jako antipode, a toho, ze je
antilinedrnim zobrazenim. Tento postup muzeme vyuzit v ptipadé Hopfovy algebry H generované

n prvky ep,...,e,, s kondsobenim, kojednotkou a antipodem zadanym vztahy (1.13), (1.14),
(1.22), (I1.23). V tomto piipadé bude stacit, zaddme-li operaci * pouze na prvcich ey,...,e,,
zadame-li tedy vyrazy

e, i=1,...,n, (1.30)

takové, ze axiomy (I1.29) jsou pro né splnény. Hodnotu operace #, stejné tak jako splnéni axiomu
(1.29), pro zbyvajici prvky Hopfovy algebry jsou pak dusledkem (I1.30) a vlastnosti operace .
Abychom ukézali, ze tomu tak opravdu je, vy¢islime operaci * pro vSechny bazové vektory Hop-
fovy algebry, a ukdzeme, ze axiomy (1.29) jsou pro tyto vektory splnény, coz vzhledem k antilinea-
rité operace * urcuje jeji hodnotu a zajistuje platnost axiomt na vSech prvcich Hopfovy algebry.

Pro jednotkovy prvek plati 1* = 1 a axiomy muZeme ovérit dosazenim, pro e;, i = 1,...,n je ope-
race * zaddna vztahy (I1.30) a splnéni axiomu je vychozim piedpokladem. Pro zbyvajici bazové
prvky, které jsou tvaru e; e;,---e;, i1,%2,...,9, = 1,...,n, k = 2,3,..., vyCislime operaci *
pomoci vztahu

(€i€ip - €)= efk . -e;;efl. (1.31)

To, ze je takto definovand operace x opravdu antihomomorfismem, je zfejmé z této definice,
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axiomy (I.29) vycislené na bazovych vektorech jsou

(eheiz o 'eik)** = (e* e’LQe’Ll) = e;k;ejg*' e:: = €;,€, €,
S* S x (e e, -e,)=Sx5(e] ---eje;)=5x*[S(e])S(e],) - S(e])]
:S[S(efk) S(e;,) S(ef,)" ] =(S*xSxe)(S*Sxey,) --(S*S5*e;)

=€;,€;, - 'eika

el(ei e, -~ e)"] = e(ej, - 'efzefl) = e(ei,) -~ €(ei,) €eiy) = (e €y - - €iy),
Al(ei,ei, - -ei,)"] = Alej, - - ej,e7, ) = (Aej,) - - Alef,)Ale;))

i 19 <11 12 i1

= (Aez‘k)*@* - (Aep,)* (Al )P = [(Aeyy ) (Aey,) - - (A, )]

Operaci * tedy muzeme vy¢islit na celé Hopfové algebte a axiomy (I.29) jsou rovnéz splnény,
vztahy (1.30) a (I1.31) tedy definuji strukturu x-Hopfovy algebry.

Nyni se podivame, co musi byt splnéno pro to, abychom mohli postup vytvareni faktor al-
geber, popsany pro Hopfovy algebry v odstavcich 1.1, 1.3 a 1.4, rozsitit i na piipad *-Hopfovy
algebry. Uvazujme Hopfovu algebru H' = H/I vzniklou jako faktor algebra x-Hopfovy algebry
H a oboustranného idedlu I. Na této Hopfové algebie zavedeme operaci * pomoci vztahu

[n]" = 7],

kde h € H, [h] € H'. Aby byla tato operace dobfe definovéna, musime pro dva prvky h, h+i € H,
i € I ze stejné tiidy ekvivalence dostat ekvivalentni vysledky, musi tedy byt splnéno (h +i)* =
h* +1i* ~ h*, z ¢ehoz plyne podminka

itel pro vsechna i € I. (1.32)

V piipadé faktor algebry ziskané zavedenim podminek (I1.6), kdy je oboustranny ideél uréen
vztahem (I.8), mizeme misto podminky (I.32) uvazovat podminku

fi=0provsechnai=1,...,m = f=0provsechnai=1,...,m, (1.33)

omezujici tvar podminek (I.6). Splnéni (I.32) je pak dusledkem této podminky, kterd ik, ze
pokud jsou vSechna f; rovna nule, pak musi byt rovny nule také vSechna f;".
Naptiklad pro Hopfovu algebru (1.7), (1.18), (1.26) je mozno operaci * zavést vztahy

a* = —a, b* = —b, ¢t =—c. (1.34)
Axiomy (I1.29) vy¢islené na prvku a jsou

xxa=x*(—a) = a,
SxS+xa=9%S5(—a)=S5a=95(—a) =a,

e(a”) = e(~a) = 0 = e(a),

Ad* =A(—a)=-a®1-1®a=ad"®1"+1*®a" = (Aa)*®*,

a podobné bychom mohli ukédzat platnost téchto axiomu i pro zbyvajici prvky b a c¢. Jak bylo
v tomto odstavci ukdzdno, splnéni axiomu (1.29) pro prvky a, b, ¢ je dostate¢nou podminkou
k tomu, aby byla operace * definovana ne celé Hopfové algebie generované prvky a, b, c. Abychom
mohli zavést (1.7), musime ovérit podminku (I.33), to jest nulovost vyrazu

(ab—ba —c)* =b"a* —a™b" — " = (—=b)(—a) — (—a)(—=b) — (—¢) = —(ab—ba — ¢) = 0.

Tento vyraz je nulovy, vyrazy (1.7), (I.18), (1.26) a (I1.34) tedy definuji x-Hopfovu algebru.
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1.6 Dualita Hopfovych algeber

Dulezitym pojmem v teorii Hopfovych algeber je takzvana dualita Hopfovych algeber. Uvazujme
dvé x-Hopfovy algebry H 4 a Hp. Dale budeme predpokladat, ze mame bilinedrni formu

() :Ha®Hp — C, (1.35)

to jest bilinedrni zobrazeni, které kazdé dvojici prvku a € H4 a b € Hp prifadi komplexni ¢islo
(a,b). Pomoci této bilinearni formy zavedeme i bilinearni formu, kterd bude pfirazovat komplexni
¢islo kazdé dvojici prvku z prostorit H} = HAQ HA®---QHya Hy = Hp@Hp®---® Hp, kde
n=1,2,.... Proprvky z H} a Hj ve tvaru (a1 ® a2 ®@---®ap) € H} a (b1 @by ®---®by) € Hp
definujeme

<CL1 Ra2 Q-+ an,bl X b2 R ® bn> = <a17b1><a2,b2> cee <6Ln,bn>. (136)

Protoze libovolny prvek z H' muzeme zapsat jako soucet prvki tvaru (a1 ® a2 ® - - ®ay) € HY,
a taktéz libovolny prvek z H}} muzeme zapsat jako soucet prvku tvaru (b ® ba @ --- @ by,) € HE,
muzeme, zobrazeni (1.36) rozsifit na celé prostory H} a H}, tak, ze uzijme bilinearity zobrazeni
(n):Hy® H — C.

O #-Hopfovych algebrach H 4 a Hp fekneme, ze jsou vzdjemné dudlni, pokud bude bilinearni
forma (1.35) spliiovat podminky

(a1a2,b) = (a1 ® az, Ab) = (a1, b(1))(az, b)),
(Aa, by ® ba) = (a(1), b1)(ae), b2) = (a, bibs),
e(a) = (a, >
(1,b) = €(b),
(S(a),b) = (a, S(b)),
(a*,b) = (a, S(b)*), (1.37)

pro vS8echna a, a1, as € Hp a b, by, by € Hp, pricemz jsme uzili zavedeného znaceni Aa =
agy ® ag), Ab = b1y ® beg), pruh nad posledni z podminek md vyznam komplexniho sdruzeni
a v prvnich dvou podminkéch jsme bilinedrni formu rozsitili na prostory Hq ® Hy a Hp ® Hp
pomoci vztahu (1.36). Pokud budou H4 a Hp pouze bialgebrami a prvni ¢tyfi podminky z (1.37)
budou splnény, pak budeme mluvit o dualité bialgeber, podobné pokud budou H4 a Hp pouze
Hopfovymi algebrami a prvnich pét podminek z (1.37) bude splnéno, pak budeme mluvit o dualité
Hopfovych algeber.

Protoze pro jednotkovy prvek plati (1) = 1, dostavame z tieti a ¢tvrté podminky z (1.37)
pozadavek (1,1) = 1. Misto posledni z podminek (1.37), ktera urc¢uje dualitu *-struktury, muzeme
uzit podminku (a, b*) = (S(a)*,b), jenz je ekvivalentni s puvodni podminkou.

Dualita *-Hopfovych algeber, popsand uvedenym zpusobem, neni piili§ zajimavou vlastnosti,
protoze v jeji definici neni nic Ffe¢eno o tom, zda muze byt tato bilinedrni forma degenerovana.
Abychom ziskali smysluplnéjsi definici duality *-Hopfovych algeber, budeme pozadovat, aby byla
bilinedrni forma (I.35) nedegenerovand, coz znamend, ze (a,b) = 0 pro vSechna b € Hp jen
tehdy, kdyz a = 0, a (a,b) = 0 pro vSechna a € H4 jen tehdy, kdyz b = 0. Budeme-li uvazovat
dualitu x-Hopfovych algeber zahrnujici tento pozadavek, budeme fikat, ze x-Hopfovy algebry jsou
nedegenerované dudlni. Rekneme-li tedy, Ze x-Hopfovy algebry H4 a Hp jsou nedegenerované
duélni, tak to bude znamenat, ze existuje nedegenerovand bilinearni forma (1.35), ktera spliuje
pozadavky (1.37).
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Nyni predpoklddejme, ze mame x-Hopfovy algebry Ha, Hp a bilinearni formu (I1.35), kterd
sice spliuje pozadavky (1.37), ale kterd neni nedegenerovani. V tomto piipadé je mozné se-
strojit z x-Hopfovych algeber H4, Hp nové =-Hopfovy algebry H', a H; takové, ze bilinedrni
forma zizend na tyto x-Hopfovy algebry je nedegenerovand a splituje podminky (1.37). Ziskané
«-Hopfovy algebry H', a Hp tedy budou nedegenerované dudlni. Tyto nové «-Hopfovy algebry
vytvoiime nasledujicim zptusobem. Vezmeme jadra bilinearni formy, to jest mnoziny

Iy ={a € Hga;{a,b) =0 pro viechna b € Hp},
Ip ={be€ Hp;(a,b) =0 pro viechna a € Ha}. (1.38)

Je ziejmé, ze v pripadé, kdy je bilinearni forma nedegenerovand, obsahuji mnoziny 14 a Ip pouze
nulovy vektor. Pro libovolné dva prvky i1, io € I4, dvé libovolna komplexni &isla o, 6 € C plati

(aiy + Pig, b) = iy, b) + B{iz,b) =0 pro véechna b € Hp,

kde jsme uzili vlastnosti plynoucich z definice (I1.38) mnoziny I 4, to jest toho, ze (i1,b) = (i2,b) =
0. Z tohoto vztahu je zfejmé, Zze prvek aii + (i musi byt prvkem [4. Mnozina [4 je tedy
vektorovym prostorem a tvoii vektorovy podprostor v x-Hopfové algebie H 4. Pro libovolny prvek
1 € I4 a libovolny prvek a € Hy déle plati

(ai, b) = (a @i, Ab) = (a, b)) (i, b)) =0 pro vsechna b € Hp,
(ia,b) = (i ® a, Ab) = (i,b(1))(a, b)) =0 pro vSechna b € Hp,

kde jsme uzili prvni z axiomu (1.37) a definice (1.38). Prvky ai a ia tedy musi lezet v mnoziné
I4. Vektorovy podprostor I4 spliuje podminku (I.4) a je tedy oboustrannym idedlem v algebie
H 4. Pro libovolny prvek ¢ € I4 plati

<Ai, b1 ® b2> = <i(1), bl><’i(2), b2> = (i, b152> =0 pro vsechna by, bs € Hp,

kde jsme uzili druhy z axiomu (1.37) a definice (I1.38). Aby mohla byt tato podminka splnéna,
musi byt v soucinu (i(yy, b1)(i(2), b2) alespon jeden z ¢lenit nulovy, coz vzhledem k tomu, ze by i by
jsou libovolné, vede k podmince Ai = i) @ i(2) € Ha ® I + 1 ® Hya. Navic je splnéna podminka
€(i) = (i,1) = 0, kterd plyne piimo z definice (I.38) mnoziny I4. Oboustranny idedl I4 tedy
spliiuje podminky (I.15) a (I.16). Pro libovolny prvek i € I4 déle plati

(S(i),b) = (1,5(b)) =0 pro viechna b € Hp,
(i*,0) = (1, S(b)*) =0 pro vsechna b € Hp,

pricemz jsme uzili posledni dva z axiomu (I1.37) a definice (I.38). Prvky S(i) a i* tedy musi
lezet v oboustranném idedlu /4 a podminky (1.24) a (1.32) jsou tudiz splnény. Ukdzali jsme, ze
podminky (I.4), (I.15), (1.16), (I1.24) a (1.32) jsou pro vektorovy prostor I4 splnény, a z toho, co
bylo napséno v pfedeslych odstavcich, plyne, ze na faktor prostoru H, = Ha/I4 je mozno zavést
strukturu *-Hopfovy algebry. Podobnym zptsobem, jakym jsme postupovali v piipadé x-Hopfovy
algebry H4 a mnoziny I4, muzeme postupovat i v piipadé x-Hopfovy algebry Hp a mnoziny Ig,
coz by nés dovedlo k zévéru, ze také na faktor prostoru Hy = Hp/Ip lze zavést strukturu
x-Hopfovy algebry. Aby byla bilinearni forma zizena na tyto faktor x-Hopfovy algebry dobfe
definované, nesmi jeji hodnota zaviset na vybéru prvku patiicich do stejné tiidy ekvivalence. Pro
dva prvky a, a +ia, ia € Ia ze stejné tiidy ekvivalence [a] € H; a pro dva prvky b, b+ ig,
ip € Ip ze stejné tiidy ekvivalence [b] € H}; dostdvame

(a+ia,b+1ip) = (a,b) + (a,ip) + (ia,b) + (ia,iB) = (a,b), (1.39)
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kde jsme uzili definice (I1.38). Bilinearni forma tedy nezavisi na vybéru prvku z tiid ekvivalence
a je tudiz pro x-Hopfovy algebry H/, a HJj dobfe definovana. Protoze x-Hopfovy algebry H',
a HJ; jsme z *-Hopfovych algeber Hy a Hp vytvoiili tak, ze jsme odstranili véechny prvky, na
kterych byla bilinearni forma degenerovand, je bilinearni forma zuzena na x-Hopfovy algebry
H',, H}; nedegenerovanda. Postup, kterym jsme z «-Hopfovych algeber H4, Hp a degenerované
bilinedrni formy spliaujici podminky (I1.37), vytvofili nové x-Hopfovy algebry H'; a Hp, které
jsou nedegenerované dudlni, je samoziejmé mozno zobecnit i na piipad, kdy H4 a Hp jsou pouze
Hopfovy algebry nebo bialgebry.

V piipadé x-Hopfovych algeber jsme s vyhodou uzili toho, Ze jsme misto toho, abychom uréili
oboustranny ideél spliujici podminky (I.4), (I.15), (I.16), (I.24) a (1.32), zadali podminky (I1.6)
splaujici (1.17), (1.25) a (1.33), které urcuji oboustranny ideél (1.8) s pozadovanymi vlastnostmi.
Nyni se pokusime vysetfit, jak by to vypadalo, pokud bychom se pokusili zadat idedly 14 a Ip
timto zpusobem. V tomto piipadé budeme piredpoklddat, ze mame zadanu bilinedrni formu a *-
Hopfovy algebry, a budeme se ptat, co musi podminky (1.6), zavedené v téchto s-Hopfovych
algebrach, spliiovat pro to, aby byla bilinearni forma zUzena na vzniklé faktor x-Hopfovy algebry
dobfe definovana. Budeme tedy predpokladat, ze mame *-Hopfovy algebry H 4, Hp a bilinearni
formu spliujici podminky (1.37). Déle budeme pfedpokladat, ze v *-Hopfové algebie H4 mame
zaddno m 4 podminek fa4; = 0,%7=1,...,m4, které uréuji oboustranny ideal I 4, a ze v *-Hopfové
algebie Hp mame zaddano mp podminek fp; =0, ¢ =1,..., mp, které urcuji oboustranny ideal
Ip, a navic budeme predpoklddat, ze tyto podminky spliuji pozadavky (1.17), (I.25) a (1.33).
Aby byla bilinedrni forma, zizend na faktor x-Hopfovy algebry H', = Ha/Ia a Hy = Hp/Ip,
dobie definovédna, nesmi jeji hodnota zaviset na vybéru prvka z danych tiid ekvivalence. Tato
podminka je zapsdna vztahem (1.39), z néhoz plyne, ze prvky i4 z idedlu I4 a prvky ip z idedlu
Ip musi lezet v jadrech bilinedrni formy, musi tedy platit

(ia,b) =0 pro vsechna b € Hp, (a,ig) =0 pro vSechna a € Ha.
Z tvaru idedlu (I1.8) plyne, ze tyto podminky jsou splnény pravé tehdy, kdyz jsou splnény podminky

(fai,b) =0 provsechnabe B,i=1,...,mu,
(a, fpi) =0 provsechnaae€ A,i=1,...,mp, (1.40)

Podminky fa; =0, fp; = 0, které splnuji tyto pozadavky, tedy definuji nové x-Hopfovy algebry,
na kterych je bilinearni forma dobfe definovana. Zavedeni takovych podminek ndm dava zpusob,
kterym muzeme snizit degeneraci bilinedrni formy (I1.35).

I.7 Komodul algebra

Ptedpoklddejme, ze mame bialgebru H a vektorovy prostor V. O vektorovém prostoru V fekneme,
ze je pravym H-komodulem, pokud existuje linedrni zobrazeni 3

B8:V -V ®H, (1.41)
nazyvané koakce, splinujici axiomy

(Bid)p = (id® A)B,
(id @ €)8 = id, (1.42)

pficemz v druhém z axiomt jsme s uzitim nasobeni vektoru skaldrem ztotoznili prostor V & C
vystupujici na levé strané s prostorem V' vystupujicim na pravé strané. Protoze je zobrazeni (8
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linedrni, muzeme, stejné jako jsme ucinili v pifpadé kondsobeni v odstavci 1.2, vyjadfit prvek
B(v), v € V jako soucet prvki tvaru v @ v kde o) € V a v® € H. Mazeme tedy psét

B) =3 oM @ v® = oM @ @),

kde v € V, pficemz ve vyrazu Uplné napravo jsme, z divodu zestruénéni zapisu, znaménko sumace
vynechali. S uzitim této konvence a konvence pro zapis kondsobeni muzeme axiomy (1.42) zapsat
jako
DD g (MA) g 2 — (D) g U@)(l) ® 1)(5)(2)7
v @ e(v?) = vWe(w@) = v,
kde v € V.

Stejné, jako v piipadé algebry a koalgebry, lze axiomy (I1.42) znézornit pomoci komutativnich
diagramu

VeoH®H %4
5®zd/' WM
B
VeH VH

Vﬂ\ 4 V®Hid®ev®(c
%4

kde diagram nalevo je vyjadienim prvniho z axiomu a diagram napravo je vyjadienim druhého
z axiomu. Porovname-li tyto diagramy s diagramy popisujicimi axiomy koalgebry, uvedené v od-
stavei 1.2, tak uvidime, Ze jsou s nimi velmi podobné a lisi se pouze tim, Ze je do nich zaveden
ur¢ity druh asymetrie.

Bude-li vektorovy prostor V' algebrou a zobrazeni 5 bude spliiovat nejen axiomy (1.42), ale
i axiomy

B(uv) = B(u)Bw) = uMo® @ uPv?),
(1) =11, (1.43)

kde u, v € V, pak budeme algebru V nazyvat pravou H-komodul algebrou. Nasobeni v algebie
V ® H v prvnim z axiomu je zavedeno zpusobem analogickym k tomu, jak jsme zavedli ndsobeni
v algebie H ® H, coz je podrobné popsdno v odstavci I.1. Pro prvky v1 ® hy, va ® he z algebry
V ® H, tedy definujeme nésobeni vztahem (v; ® hq)(ve ® ha) = v1ve @ hihy a na ostatni prvky
algebry V ® H toto nasobeni rozsiiime pomoci jeho bilinearity. Jednotkovym prvkem této algebry
je prvek 1®1. Axiomy (1.43) tedy Fikaji, ze zobrazeni 3 je homomorfismem z algebry V do algebry
VeH.

Bude-li navic bialgebra H také x-Hopfovou algebrou a algebra V bude x-algebrou, to jest
algebrou, na které je zavedena *-struktura, pak budeme navic pozadovat, aby byl splnén axiom

B(v7) = Blv)™®* = v D" @ o®, (L.44)

kde v € V, a * ® % znadi to, Ze operaci * musime aplikovat na oba ¢leny v tenzorovém soucinu.
Axiomy (1.43) fikaji, ze zobrazeni  je homomorfismem algebry V. Tuto vlastnost muzeme

vyuzit k tomu, Ze zobrazeni § ur¢ime jen na vhodné podmnoziné algebry V., a na zbyvajici

prvky ho pak rozsifime s vyuzitim jeho linearity a toho, ze je homomorfismem algebry. Pro nas

18



zajimavym pripadem, ve kterém uzijeme tento postup, bude algebra V' s jednotkou, generovand

n prvky ey, ...,e,. V tomto piipadé bude stacit, uréime-li vyrazy
B(e;), i=1,...,n. (I.45)
Navic z platnosti axiomu (1.42) a (I1.44) pro prvky ey, ..., e, plyne platnost téchto axiomu pro

vSechny prvky algebry V. Abychom ukézali, ze je tomu tak, vyé¢islime zobrazeni [ na vSech
bazovych vektorech algebry V', a ukdzeme, ze axiomy (I1.42), (I.44) jsou pro vSechny bazové vek-
tory splnény. Vzhledem k linearité zobrazeni (3, to bude dostacujici podminkou pro to, abychom
mohli toto zobrazeni vyé¢islit na libovolném prvku, a pro to, aby byly axiomy (1.42), (1.44) splnény
pro celou algebru. Pro prvek 1 mdme v souladu s definici (1.43) 5(1) = 1 ® 1 a axiomy (1.42)

a (L.44) jsou rovnéz splnény, pro prvky e;, i = 1,...,n je zobrazeni [ urceno vztahy (1.45)
a splnéni axiomu (1.42) a (1.44) je vychozim pfedpokladem. Pro zbyvajici bazové vektory, které
jsou tvaru e; e;, - - -€;,, i1,42,...,% = 1,...,n, k= 2,3,..., vyéislime zobrazeni 3 pomoci vztahu

Bei e, - -ei,) = Be;)B(ei,) - -~ Blei,).

Zobrazeni (3, zavedené timto vztahem, zajistuje spolu s tim, jak jsme ho zavedli pro jednotkovy
prvek, platnost axiomu (1.43). Zbyva ovérit, ze axiomy (1.42) a (I1.44) vy¢islené na téchto bazovych
vektorech jsou splnény

(B®id)B(ei e - e€i)

[(B®id)B(e;,)][(B @id)B(es,)] - [(B @ id)B(e;,)]
[(id ® A)B(e;,)][(id @ A)B(ei,)] - - - [(id @ A)B(e,,)]
(1d ® A)B(ei e, - - €5,),
(id @ €)B(ei €, - - - €3,) = [(id ® €) B(e;,)][(id @ €)B(ei,)] - -~ [(id @ €) B(ei, )] = €ir€iy - - - €5,
Bl(eirei, - --€i,)] = Bleg, -~ ejei)) = Bleg,) -~ B(ei,)B(e,) = Blei,)" -+ Bleiy)" Bleiy)”
= [B(ei,)B(ei,) - "B(eik)]* = B(ei e, --eik)*®*.

Zobrazeni [ je tedy mozno vy¢islit na vSech prvcich a axiomy (1.42), (1.43) a (1.44) jsou rovnéz
splnény, vztahy (1.45), které splinuji axiomy (1.42) a (1.44), tudiz vytvéreji z algebry V' H-komodul
algebru.

Nyni se podivame, jaké podminky musi byt splnény v piipadé, kdy budeme z *-Hopfovy
algebry H a z x-algebry V vytvaret faktor algebry. Budeme predpokladat, Ze méme zaddnu
x-Hopfovu algebru H a x-algebru V', kterd je H-komodul algebrou. Dale budeme uvazovat obou-
stranny idedl Iy v x-Hopfové algebie H, spliujici podminky (1.4), (I.15), (1.16), (1.24) a (1.32),
a oboustranny idedl Iy, v %-algebie V spliujici podminky (1.4) a (1.32). Z x-Hopfovy algebry H
a oboustranného idedlu Iy vytvoifme novou *-Hopfovou algebru H' = H/Iy a z *-algebry V
a oboustranného idedlu Iy vytvorime novou #-algebru V' = V/Iy. x-algebry H' a V' zavadéji
strukturu x-algebry také na vektorovém prostoru V' @ H' = V/Iy ® H/Iy. S podobnou alge-
brou jsme se setkali jiz v odstavci (1.3), kdy jsme uvazovali algebru zavedenou na vektorovém
prostoru H @ H' = H/Ig ® H/Iy a ukézali jsme, Ze tento vektorovy prostor muzeme za-
psat také jako (H ® H)/(H ® Iy + Ig ® H), to jest jako faktor prostor vektorového prostoru
H ® H a oboustranného idedlu H ® Iy + Iy ® H. Analogickym vysledkem pro nasi x-algebru
V' ® H' je to, ze vektorovy prostor V' @ H' = V/Iy ® H/Iy muzeme zapsat také jako faktor
prostor vektorového prostoru V ® H a oboustranného idedlu V ® Iy + Iy ® H, coz bychom mohli
ukézat stejnym postupem, ktery jsme pro piredesly piipad uzili v odstavci [.3. Muzeme tedy psat
V'@H =V/Iy@H/Ig=(V®H)/(V®Ig+ Iy ® H). Na faktor algebie V' = V/Iy zavedeme

zobrazeni 3 vztahem

B([w]) = [B(v)] = v @ v®] = [pD] @ [v?)].
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Aby bylo toto zobrazeni dobfe definovano, nesmi jeho definice zaviset na vybéru prvku z dané
tiidy ekvivalence. Pro dva prvky v, v +1i € V, i € Iy ze stejné tiidy ekvivalence [v] € V' tedy
musime dostat ekvivalentni vysledek, coz znamend, ze musi platit

Bv+1) = B(v) + B(i) ~ B(v).

Z tohoto vztahu je zfejmé, ze prvek (i) musi lezet v oboustranném idedlu V ® Iy + Iy ® H,
proto musime zavést podminku

i) eVely+Iy®H pro vSechna ¢ € Iy . (1.46)

V piipadé, kdy *-Hopfovu algebru H' ziskdme z *-Hopfovy algebry H zavedenim mpy podmi-
nek fg; = 0,7 = 1,...,myg, a *algebru V' ziskdme z *algebry V zavedenim my podminek
fvi=0,i=1,...,my, to jest tehdy, kdy jsou oboustranné idedly Iy a Iy, zaddny vztahem (I.8),
muzeme misto podminky (1.46) uvazovat podminku

fvi =0, pro véechna i =1,...,my a fg; =0, pro véechna i =1,...,mpg (1.47)

= B(fv;) =0 pro véechna i = 1,...,my, ‘
zavedenou na podminky fg; = 0 a fi; = 0. Splnéni podminky (1.46) je pak dusledkem této
podminky, ktera rikd, ze pokud jsou nulové vSechny fg; a fi;, pak musi byt nulové také vsechny

B(fvi)-

Ackoliv jsme uvahy tykajici se zavddéni zobrazeni [ pomoci vztahu (1.45) a tvorby faktor
algeber provadéli pro x-Hopfovu algebru H a x-algebru V, je ziejmé, ze pokud vynechame patiiéné
pozadavky, 1ze tyto postupy uzit i v pfipadé bialgebry nebo Hopfovy algebry H a algebry V.

1.8 Modul algebra

Predpoklddejme, ze méame bialgebru H a vektorovy prostor V. Déle predpoklddejme, ze mame
linearni zobrazeni >,

s:HOV -V, (1.48)

nazyvané akce. Toto zobrazeni, vy¢islené na prvcich v € V a h € H, budeme zapisovat jako h>v.
Vzhledem k linearité tohoto zobrazeni a tenzorovému soucinu v definici (1.48) je toto zobrazeni
linearni v kazdém z argumentii v a h, je tedy bilinearnim zobrazenim. Bude-li toto zobrazeni
splnovat axiomy

hk>v =hb> (k>wv),
1vv=u, (1.49)

kde h, k € H a v € V, pak budeme vektorovy prostor V nazyvat levym H-modulem. Bude-li
navic vektorovy prostor V algebrou a budou-li splnény axiomy

heuv = (hpy > u)(hg) > o),
h>1 =e€(h), (1.50)

kde h € H, u, v € V a h;y®@h) = Ah, pak budeme algebru V nazyvat levou H-modul algebrou.
V pripadé, kdy bude bialgebra H také x-Hopfovou algebrou a algebra V' bude *-algebrou, budeme
pozadovat aby byl splnén také axiom

(h>v)* = S(h)* b v, (L51)
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kdehe HaveV.

Predpokléddejme, ze méme *-Hopfovu algebru H a k nf duélni +-Hopfovou algebru H. Existuje
postup, kterym muzeme z pravé H-komodul algebry V' vytvorit také H-modul algebru. K zobra-
zeni 3:V — V ® H, které urcuje strukturu pravé H-komodul algebry, tedy piifadime zobrazeni
>: H®V — V, které urcuje strukturu levé H-modul algebry. Pro h € H a v € V definujeme
toto zobrazeni vztahem

hov=v®(ho®), (1.52)
kde v() ®v(i)~: B(v), akde (-,-) : H® H — C je bilinedrni forma definujici dualitu *-Hopfovych
algeber H a H. Pro takto definované zobrazeni > je tFeba ovéfit axiomy H-modulu (1.49)

hk>v = v(i)<hk @) = vW(h @ k, Av®)Yy = vD(h & k, v )(1) ®v? )( )
= v (h @ kD@ g @) = (DD MY Py = s (VD (K, 0@) = b (k> o),
1bov = U(T)<1 0@y = vWe(v?)) = o,

/-\
=
~

kde h, k € H av € V, pficemz jsme uzili vztahu (1.37) pro bilinedrni formu a axiomu H-komodulu
(I.42). Déle je tieba ovéfit axiomy H-modul algebry (1.50)

heuw = (w) Db, (u)®@) = Do (AR, u® @ v?) = WD by, u®)) (WD (R, @)
(h(l )( (2) >v),
he1=1(h,1) = 1e(h),

kde h € H a u, v € V, a kde jsme uzili vlastnosti bilinearni formy (1.37) a axiomt H-komodul
algebry (1.43). Poslednim axiomem, ktery je tieba oveéfit je axiom (I.51)

(hev)* = (0D (h, o))" = v (h,v@) = vD* (b, v@*%) = vD*(S(R)*, D)
= (") D(S(h)*, (0")P) = S(h)* > 0",
kde h € H av € V, a kde jsme uzili vlastnosti bilinearni formy (1.37) a axiomu(I.44). Je ziejmé,

ze pokud vypustime pfedpoklady tykajici se x-struktury, tak bude definice (1.52) fungovat i pro
pripad bialgebry H a algebry V.

1.9 Quasitriangularni struktura

Dalsi struktura, o kterou muzeme obohatit Hopfovu algebru H, je quasitrianguldrni struktura.
Nechf R je invertibilni prvek z algebry H ® H. Tento prvek muZeme zapsat jako soucet prvku
tvaru RM @ R@ . kde R, R e H, budeme tedy psat

R — Z RO @R =RrL g R,

pficemz ve vyrazu iplné napravo jsme zestrucnili zapis tim, Ze jsme vynechali znaménko sumace.
Podobné budeme znaéit i inverzi prvku R, kterou budeme zapisovat jako R~ = R-11) g R-1(2),
Jsou-li splnény axiomy
(A ®id)R = R13Ras,
(’id & A)R = Ri13R12,
RA(R)R™ = 7Ah pro vSechna h € H, (I.53)

21



pak budeme prvek R nazyvat quasitriangularni strukturou. Zobrazeni 7, se kterym jsme se setkali
jiz. ve vztahu (1.21), je linedrnim zobrazenim piehazujicim slozky v tenzorovém soucinu, to jest
7(a ®b) = b® a, symboly Ri2, R13 a Ri2 zastupuji prvky

Ris = RV o RA? g 1, Ris = RO 21 73(2)7 Ros=1® RO R(Q),

symbol R;; tedy zastupuje prvek majici quasitrianguldrni strukturu na i-té a j-té pozici a jednot-
kové prvky na zbyvajicich pozicich. Vyznam quasitriangularni struktury je ziejmy z posledniho
axiomu, ktery dava vztah mezi vyrazem Ah a vyrazem 7Ah, ktery z néj vznikne piehozenim
slozek v tenzorovém soucinu. Quasitriangularni struktura je tudiz prostredkem, ktery poskytuje
zpusob, jak popsat asymetrii kondsobeni. S uzitim konvence, kterou jsme pfijali pro znaceni
quasitriangularni struktury a pro znaceni kondsobeni, muzeme axiomy (I1.53) rozepsat jako

R(l)(l) Q R(l)(g) R =RD RV g RORAD
R & R(2)(1) ® 7?,(2)(2) =RORD @ R® @ R,
RWhyRMW @ RPhgy R = hyy @ hy  pro viechna h € H,

piicemz Cdrka u indexu v quasitrianguldrni struktufe je uzita k tomu, aby odlisila rtzné kopie
quasitrianguldrn struktury, R’ @ R®" a RO @R jsou tedy dveé rizné kopie quasitriangularni
struktury.

V piipadé Hopfovy algebry, kterd je kokomutativni, to jest takové, pro kterou plati Ah = 7Ah
pro v8echna h z Hopfovy algebry, existuje trividlni quasitriangularn{ struktura R = 1 ® 1. Tato
quasitrianguldrni struktura je invertibilni s inverzi R~ = R = 1 ® 1 a dosadime-li ji do axiomi
(I.53), tak se muzeme s uzitim vlastnosti jednotkového prvku a toho, ze TAh = Ah, presvédcit,
Ze jsou tyto axiomy splnény.

I.10 Bicrossproduct algebra

Bicrossproduct algebra je x-algebra, vytvorena z x-Hopfovy algebry H a x-algebry V, kterd je
levou H-modul algebrou, tak, ze jako podalgebry obsahuje jak x-algebru H tak x-algebru V.

Tato bicrossproduct algebra, kterou budeme znacit jako V' x H, je algebra zavedend na vekto-
rovém prostoru V ® H. Nasobeni v této algebfe definujeme pro prvky tvaru v®h, u® g € VR H
vztahem

(v h)(u e g) = v(h) > 1) © heyg, (1.54)
kde (1) ® h(z) = Ah. Protoze vSechny prvky vektorového prostoru V ® H je mozno vyjadiit jako
soucet prvku tvaru v ® h, kde h € H a v € V, a protoze nasobeni v algebfe je bilinedrni operaci,
lze s uzitim této bilinearity rozsifit ndsobeni definované vztahem (I.54) na celou algebru V ® H.
S uzitim axiomu H-modul algebry (1.49), (1.50) muzeme ovérit asociativitu tohoto nasobeni
[(v@h)(u® g)](we k)= [v(hq)>u) @ hggl(we k) =v(hq)>u)(heog)a)>wl @ (he)g)ek
= v(h(1) > u)(h@)1)90) > ) ® b)) 9@k = v(ha) > w)[(he) > (90) > w)] @ h)g@)k
= v(haya) > w)hy2) > (90) > w)] @ hi)g)k = v[ha) > ulga) > w)] @ h)go)k
— (v Wfulgn) > w) © gkl = (v® (1 ® g)(w o k),
kde u, v, w € V a g, h, k € H, pticemz jsme uzili koasociativity konasobeni. Ndsobenim prvku
v®h eV ®H prvkem 1 ® 1 zleva a zprava dostaneme
1ol (veh)=11vv)®1h=v& h,
(U ®h)(1® 1) = U(h(l) > 1) &® h(g)l = Ué(h(l)) ® h(Q) =vR 6(h(1))h(2) =v® h,
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kde jsme uzili (1.49), (1.50). Z téchto vztahu je zfejmé, ze prvek 1®1 je jednotkovym prvkem této
algebry. Nésobeni zavedené vztahem (I.54) spliuje axiomy (1.2) a definuje tudiz na vektorovém
prostoru V' ® H strukturu algebry.

Jak jsme se jiz zminili, algebra V x H je vytvofena tak, ze algebry V a H jsou podalgebrami
této algebry. Abychom ukazali, ze algebru V' lze povazovat za podalgebru algebry V x H, zavedeme
linedrni zobrazeni

V>V xH, (1.55)

které bude piifazovat prvku v z algebry V prvek v z algebry V x H. Toto zobrazeni by mélo byt
homomorfismem algebry V', coz znamen4, ze by mélo platit

v = 04, 1=1®1,

kde u, v € V, a navic by toto zobrazeni mélo byt injektivni, dvéma riznym prvkam u, v algebry
V by tedy méli byt pfifazeny dva ruzné prvky u, v algebry V x H. Timto zobrazenim je

i=(v®1),

kde v € V. Toto zobrazeni je injektivni, jednotkovému prvku 1 algebry V je opravdu piifazen
jednotkovy prvek 1 ® 1 v algebte V x H, a snadno ovéfime, ze plati také

m=0we1)(ul)=vlru)®l=vu®l =71y,

kde u, v € V, a kde jsme uzili axiomu H-modulu (1.49). Obraz algebry V' v zobrazeni ~ tvoii po-
dalgebru algebry V' x H, a protoze je zobrazeni ~ injektivnim homomorfismem, je tato podalgebra
isomorfni s algebrou V.

Abychom ukazali, ze také algebra H je podalgebrou algebry V x H, budeme, stejné jako
v piipadé algebry V', hledat zobrazeni

“:H—V xH, (1.56)

prifazujici prvku h z algebry H prvek hz algebry V x H. Toto zobrazeni by mélo byt injektivni
a mélo by byt homomorfismem algebry H, mélo by tedy spliiovat

hg = hg, i=1®1,

kde h, g € H. Timto zobrazenim je

h=(1®h), (L57)
kde h € H. Toto zobrazeni je injektivni, jednotkovému prvku 1 algebry H je pfifazen jednotkovy
prvek 1 ® 1 algebry V x H a podminka

ﬁg: (]. ® h)(l ®g) = 1(]7,(1) > 1) & h(g)g =1 ®€(h(1))h(2)g =1® hg = h/\g,

kde h, g € H, a kde jsme uzili axiomu H-modul algebry (1.50), je rovnéz splnéna. Obraz algebry
H v zobrazeni ~ tvoif podalgebru algebry V' x H, kterd je isomorfni s algebrou H.

Aby byla algebra V x H x-algebrou, je tieba zavést operaci *. Pfi zavddéni této operace
vyjdeme z toho, Ze operace * je antihomomorfismem algebry, a z toho, ze zobrazeni (1.55) a (1.56)
musi byt s-homomorfismy, to jest z toho, ze mus{ platit v* = (0)*, v € V a h* = (ﬁ)*7 h e H.
Pro prvky v ® h € V x H pak dostavame

o~
~

(w@h)* =[le1)® 1k = [(v® 1)(1® h)]* = (Bh)* = h*v*

1.58
=1@h") (v ®@1) =1(hx)" >v") @ hp)'l = hy)" >v" @ h), (1:5%)
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a s uzitim antilinearity muzeme takto zavedenou operaci * rozsitit na celou algebru V x H. Lze
ukézat, ze takto zavedena operace * je opravdu antilinearnim antihomomorfismem, a Ze prvni
z axiomu (1.29) je splnén, algebra V' x H je tedy *-algebrou.

Zavedeme-li algebru V' x H popsanym zpusobem, pak pro libovolny prvek v z H-modul algebry
V' a libovolny prvek h z algebry H plati vztah

I8 (hz) = hov. (1.59)

Jak pozdéji uvidime, tento vztah bude v nasem piipadé hrét dualezitou roli. Platnost tohoto
vztahu muZzeme ovérit dosazenim patii¢nych definic

—

hyvS(h) = (1@ ha))(v @ 1)(1® S(h))) = (1@ h))(v @ S(h@))
= 1(h1)(1) > v) ® ha)2)S(h2)) = by > v & hiz)1)S(h)2)
= h(l)bv®1€(h(2)) =hrov®1 :h/b\v,

kde jsme uzili axiomu koalgebry (I.10) a axiomu antipodu (I.20).

Dalsi zajimavou vlastnosti algebry V' x H je to, ze existuje jeji reprezentace na vektorovém
prostoru V. Reprezentace algebry V' x H na vektorovém prostoru V je homomorfismus p z alge-
bry V x H do algebry linearnich operatoru L(V, V') na prostoru V. Algebra linedrnich operédtoru
L(V,V) je tvofena mnozinou vsech linedrnich zobrazeni V' — V. Tato mnozina je vektorovym
prostorem a definujeme-li ndsobeni jako skladéni zobrazeni, pak je tento vektorovy prostor také
algebrou, jejimz jednotkovym prvkem je identickd transformace. To, Ze zobrazeni p ma byt ho-
momorfismem algebry V' x H znamend, ze pro zobrazeni p musi platit

p(hk) = p(h)p(k) = p(h) o p(k), p(1) = id,

kde h, k € V x H. V naSem piipadé neuzijeme k popisu reprezentace p algebry V x H na
vektorovém prostoru V' zobrazeni p, ale linearniho zobrazeni

b (VxH) RV V. (1.60)

Toto zobrazeni vycislené na prvku a z algebry V x H a vektoru v z vektorového prostoru V'
budeme znacit jako a » v. Prvku a € V x H pak prifadime linedrni zobrazeni p(a) z algebry
L(V,V) pomoci vztahu

pla): Vov—awveV,

kde v € V. Z toho, ze zobrazeni p musi byt homomorfismem algebry V x H pak plynou néasledujici
podminky

ab»v=aw» (b»v),
1»v=u, (I.61)

kde a, b € V x H av € V. Pro prvek tvaru v ® h z algebry V x H a prvek u z vektorového
prostoru V definujeme zobrazeni » vztahem

(v®@h)»u=uvh>u). (1.62)
Protoze libovolny prvek algebry V x H lze zapsat jako soucet prvku tvaru v ® h, muzeme s uzitim

linearity zobrazeni » rozsitit takto definované zobrazeni na celou algebru V x H. Pro axiomy
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(I.61) dostavame

(v@h)(u®g)»w=[v(hq)>u)
= v(h) > u)h(g) > (9> w)] = v[h>u(gew)] = (v h) » u(g>w)
=@wah)»| ]
11l w=11vw)=w,

& h(Q)g] > w = U(h(l) > u)(h(g)g > w)

kde v, u, w € V a h, g € H. Axiomy (1.61) jsou splnény, zobrazeni (1.60) definované vztahem
(1.62) tedy zavadi reprezentaci algebry V' x H na vektorovém prostoru V.
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IT Uziti Hopfovy algebry pri konstrukci specialni teorie relativity

Tato kapitola se zabyva tim, jak lze vyuzit struktury Hopfovy algebry k tomu, abychom doplnili
algebru generator symetrie specialni teorie relativity s jednou casovou a jednou prostorovou
dimenzi o operdtory polohy a vytvorili tak algebru, ktera je algebrou operatoru popisujici specidlni
teorii relativity.

V odstavcich II.1 az II.5 zavedeme Hopfovu algebru U(so(2,1)) definovanou na univerzalni
obalujici algebfe Lieovy algebry so(2,1), k ni dudlni Hopfovu algebru Pol(SO(2,1)) a pravou
Pol(SO(2,1))-komodul algebru Pol(R?). V odstavci 1.6 pak ukazeme, ze na Hopfovu algebru
Pol(S0(2,1)) a pravou Pol(SO(2,1))-komodul algebru Pol(R3) lze pohlizet jako na struktury
zavedené na algebie polynomt v prvcich matic z grupy SO(2,1) a na polynomech v R3. V kapitole
I1.7 pak z téchto Hopfovych algeber a komodul algebry vytvoiime Hopfovy algebry U(p(1,1)),
Pol(P(1,1)) a pravou Pol(P(1,1))-komodul algebru Pol(R?). V odstavci I1.8 tyto Hopfovy al-
gebry a komodul algebru doplnime o *-strukturu, a v odstavci I1.9 uzijeme duality Hopfovych
algeber U(p(1,1)) a Pol(P(1,1)) k tomu, abychom z pravé Pol(P(1,1))-komodul algebry Pol(R?)
vytvorili také levou U(p(1,1))-modul algebru. V odstavei I11.10 vytvoiime z Hopfovy algebry
U(p(1,1)) zavedené na algebte generatoru symetrie specidlni teorie relativity a z levé U(p(1,1))-
modul algebry Pol(R?), kters predstavuje algebru operatort poloh, algebru, ktera bude algebrou
operatoru popisujici specialni teorii relativity.

II.1 Lieova algebra so(2,1) a Lieova grupa SO(2,1)

Ortogondalni grupa O(2, 1) je tvofena mnozinou vsech 3 x 3 matic A, spliujicich jednu z podminek

ATyt A=n, AnA" =, (IL.1)

kde n = diag(—1,1,—1) je diagondlni matice a n~! = diag(—1,1,—1) je matice k n{ inverzn.
Grupové néasobeni je nasobenim matic, jednotkovym prvkem grupy je jednotkova matice a in-
verznim prvkem grupy je inverzni matice. Tato grupa je podgrupou vétsi grupy GL(3) vsech
invertibilnich 3 x 3 matic. Grupa O(2,1) je tvofena ¢tyimi souvislymi komponentami, souvisla
komponenta obsahujici identitu je zaroven jeji podgrupou znacenou SO(2,1).

Protoze je grupa SO(2, 1) podgrupou GL(3), musi byt Lieova algebra so(2, 1) idedlem v Lieové

algebte gl(3), kterd je tvorena mnozinou vSech 3 x 3 matic s Lieovou zavorkou definovanou jako

[X,Y]=XY -YX, (I1.2)

pro viechna X,Y € gl(3). Dosadime-li rozvoj A = 1+eM + O(e?), M € gl(3) do podminek (IL.1)
T eIy 4T M)+ 0(E) =7, n+e(Mn+nM")+0O(?) =1,

pak budou vyrazy spojené s koeficientem e urcovat Lieovu algebru so(2,1) jako idedl v Lieové
algebie gl(3). Lieova algebra so(2, 1) je tedy vektorovy prostor vSech 3 x 3 matic spliujicich jednu
z podminek

MTp= L4 n7tM =0, Mn+nMT =0, (I1.3)

s Lieovou zavorkou (I1.2).
Exponencialni zobrazeni ptitazujici prvku M z Lieovy algebry so(2, 1) prvek z grupy SO(2,1)

muzeme zavést jako
o0

1
exp(M) = EMH’ (11.4)

n=0
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pficemz nasobeni vystupujici v mocniné na pravé strané je nadsobenim matic.

Lieova algebra so(2,1), to jest mnozina vsech 3 x 3 matic spliujicich (I1.3), tvoii t¥idimenzio-
nalni vektorovy prostor nad redlnymi ¢isly. Jako béazi tohoto vektorového prostoru zvolime vektory
Py, P1, N, kterym odpovidaji matice

P=|1 . .], p=|. . ./, N=|[. . 1]. (IL5)
1. . o1

Dosazenim téchto matic do definice Lieovy zdvorky (I1.2) dostaneme vztahy
[NaPO]:Pla [N’Pl]:P()v [POvPl]:_N’ (11'6)

urcujici Lieovu zdvorku vycislenou na bazovych vektorech. Protoze je Lieova zdvorka bilinearnim
zobrazenim, staci, kdyz zaddme jeji hodnotu na bazovych vektorech, a pro zbyvajici vektory Lie-
ovy algebry ji dodefinujeme pomoci zminéné bilinearity. Lieovu algebru so(2,1) tedy muzeme
definovat také jako ttidimenziondlni vektorovy prostor nad redlnymi ¢isly s bazovymi vektory
Py, P;, N a s Lieovou zavorkou ur¢enou vztahy (I1.6). Tato definice je alternativnim, vice abs-
traktnim zpusobem, jak lze definovat Lieovu algebru so(2,1).

Matice (I1.5) lze uzit k definici reprezentace Lieovy algebry na tfidimenziondlnim vektorovém
prostoru.

Pod pojmem reprezentace Lieovy algebry so(2, 1) na vektorovém prostoru R? budeme rozumét
linedrni zobrazeni p z Lieovy algebry so(2,1) do prostoru L(R3,R?), tvofeného véemi linedrnimi
zobrazenimi R? — R3, pro které plati p([X,Y]) = p(X)op(Y) —p(Y)op(X), kde X, Y € s0(2,1)
a kde symbol o znaéf skladani zobrazeni. Protoze libovolné linearni zobrazeni R? — R? z prostoru
L(R3?,R?) miizeme zapsat pomoci 3 x 3 matice, budeme misto prostoru L(R?, R?) uvazovat prostor
vSech redlnych 3 x 3 matic Matsx3(R). Budeme tedy uvazovat linedrni zobrazeni

p:so(2,1) — Matsx3(R), (IL.7)
které bude splinovat podminku

p([X. Y1) = p(X)p(Y) — p(Y)p(X), (IL8)

kde X, Y € s0(2,1) a kde ndsobeni na pravé strané mé vyznam nasobeni matic.
V nasSem piipadé uréime zobrazeni p tak, ze budeme bazové vektory Py, P, N reprezentovat
pomoci matic (I1.5), to jest

1. oo =1 o
p(Py)=1|1 . .|, p(P)y=1. . .|, p(N)=1. . 1]. (IL.9)
1. . 1

Uvédomime-li si, ze prvky Lieovy algebry so(2,1) reprezentujeme v reprezentaci p pomoci matic
vystupujicich ve vztazich (I1.2), (IL.3), kterych jsme uzili pfi definici této Lieovy algebry, tak
je ziejmé, ze podminka (II.8), kladend na zobrazeni p, je pouze jinym zdpisem vztahu (II.2).
Platnost podminky (II.8) je tedy dusledkem vztahu (II1.2), ktery jsme uzili pfi definici Lieovy
algebry so(2,1).
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I1.2 Hopfova algebra U(so(2,1))

V tomto odstavci zavedeme Hopfovu algebru definovanou na univerzalni obalujici algebte Lie-
ovy algebry so(2,1). Definice takové Hopfovy algebry pro libovolnou Lieovu algebru je uvedena
napiiklad v [10] nebo [12]. Tato Hopfova algebra bude velmi podobna Hopfové algebte, kterou
jsme uzili v piikladé (1.7), (1.18), (1.26).

Uvazujme algebru generovanou tiremi prvky Fy, P;, IV, to jest algebru vytvorenou postupem
uvedenym v odstavci I.1. V této algebte zavedeme relace (II.6), pficemz zavorku [-,] v téchto
vztazich budeme interpretovat jako komutator, ktery je pro prvky X, Y z této algebry definovan
jako [X,Y] = XY — Y X. Zavedeni téchto relaci, to jest relaci (1.6), definuje novou algebru,
kterou budeme nazyvat univerzalni obalujici algebrou Lieovy algebry so(2,1), a kterou budeme
znacit symbolem U (so(2,1)). Poznamenejme, Ze zatim, co Lieova algebra so(2,1) byla zavedena
na konec¢nédimenzionalnim vektorovém prostoru nad realnymi ¢isly, univerzalni obalujici algebru
jsme zavedli na nekone¢nédimenzionalnim vektorovém prostoru nad komplexnimi ¢isly.

Z univerzalni obalujici algebry U (so(2, 1)) muzeme vytvorit Hopfovu algebru tak, ze pro prvky
Py, P1, N definujeme konasobeni kojednotku a antipode

APO:P0®1+1®P0, AP1:P1®1+1®P1, AN:N®1—|—1®N,
e(Pp) =0, e(P) =0, e(N) =0, (11.10)
S(Ry) = — P, S(P) = —P, S(N) = —N.

7 odstavcu 1.3 a 1.4 vime, ze zadani kondsobeni, kojednotky a antipodu pro prvky Py, P, N,
to jest vztahu (1.13) a (1.22), je dostate¢nou podminkou pro zadéni struktury Hopfovy algebry
na algebfe generované témito prvky tehdy, kdyz jsou pro prvky Py, P;, N splnény axiomy (I1.10)
a (1.20). Tyto axiomy vyc¢islené na prvku Py jsou

(ARid)AP) = (ARid) (PP R1+103FP)=Ph11+103FHpR1+1®11 F
=(dA)(Ph®1+1® P) = (id® A)AR,,
(e®id)APy = (e®id)(Py® 1+ 1® Py) = e(Py)1 + (1) Py = Py
=1e¢(P) + Poe(1) = (id @ €)(Ph® 1+ 1® Fy) = (id® €) APy,
(S®id)APy = (S®id)(Ph®1+1® Py) = S(P)1+ S(1)Py =0 = 1e(PRy)

1S(Py) + PoS(1) = -(id@ S)(Ph @1+ 1® Ry) = -(id ® S)A P,

a podobnym zpusobem lze ovérit i platnost axiomu (I.10) a (I1.20) pro zbyvajici prvky Pi, N.
Vztahy (I1.10) tedy definuji strukturu Hopfovy algebry na algebie generované prvky Py, P;, N.
Abychom mohli v Hopfové algebie, generované prvky Py, Py, N, zavést relace (I1.6), musime
oveéfit platnost podminek (1.17) a (1.25). Diive nez zaéneme ovérovat tyto podminky, bude vhodné
upravit vyraz pro konasobeni aplikované na komutdtor, to jest vyraz
A[X,Y] = (AX)(AY) — (AY)(AX)

= (X() @ X(9))(Y) @ ¥(g)) = (Y1) @ ¥(9)) (X (1) @ X(3))

= X)¥) ® X2)Y(2) = Y1) X(1) @ Y(2) Xp2)

= X)¥1) ® X2)¥(2) = Y1) X(1) ® Y(2) X2) + Y1) X(1) ® X2)¥(2) — Y1) X (1) ® X))

= [X), Yol ® X Yie) + Yy Xy @ [X(g), Yo,

(IL11)

kde X, Y jsou prvky z algebry a kde X(1) ® X(9) = AX, Y4) ® Y3y = AY. Nyni vy¢islime
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podminky (1.17) a (1.25) pro pfipad prvni z podminek (I1.6), to jest pro podminku [N, Py]—P; = 0,

€([N,Py) — P1) = e(NPy — PpN — Py) = €(N)e(Py) — e(Py)e(N) — e(P1) = 0,

A(IN,Py] — P1) = A[N,Py)] — APy = [N,Pp)] ® 11+ [N,1]® 1P+ 1, ] @ N1+ [1,1] ® NP
+ AN L1+ 1IN® 1, R+ 1@ [N,1]+113 [N, -Pi®1 -1 P
=(N,R]—P)®1+1® ([N,R]—P)=0,

S([N, Pyl = P1) = S(NPy — PoN — P1) = S(N)S(Py) — S(FPo)S(N) — S(P1)
= (=N)(—=P) = (=R)(=N) = (=P1) = =(NFy — BN — P)
= —([N, R] = 1) = 0.

Vidime, ze v piipadé prvni z podminek (II.6) jsou tyto vyrazy nulové, a analogickym zpusobem
bychom mohli prokazat také nulovost téchto vyrazu pro zbyvajici dva vyrazy z (I1.6). Vztahy
(I1.6) a (I1.10) tedy zavadi na algebie generované prvky Py, Py, N strukturu Hopfovy algebry.
Vztahy (11.10) definujici kondsobeni zustanou nezménény, zaménime-li slozky v tenzorovém
soucinu, coz znamena, ze zavedend Hopfova algebra je kokomutativni. V odstavci pojednavajicim
o quasitriangularni struktute bylo ukazano, ze pro kokomutativni Hopfovu algebru lze zavést
quasitriangularni strukturu
R=1®1. (I1.12)

Hopfova algebra U(so(2,1)) je tedy quasitrianguldrni Hopfovou algebrou.

V piipadé Lieovy algebry so(2,1) jsme vztahy (I1.9) definovali reprezentaci p na vektorovém
prostoru R3. Nyni tuto reprezentaci Lieovy algebry uzijeme k tomu, abychom definovali repre-
zentaci univerzalni obalujici algebry U(so(2,1)) na vektorovém prostoru C3.

Pod pojmem reprezentace algebry U(so(2,1)) na vektorovém prostoru C* budeme rozumét
linedrni zobrazeni p z algebry U(so(2,1)) do prostoru L(C3, C3), tvofeného véemi linedrnimi
zobrazenimi C3 — C3, pro které plati p(XY) = p(X)op(Y), kde X, Y € U(s0(2,1)) a kde symbol
o znaé¢f skladani zobrazeni. Protoze libovolné linedrni zobrazeni C* — C3 z prostoru L(C?,C3)
mizeme zapsat pomoci 3 X 3 matice, budeme misto prostoru L(C?, C?) uvazovat prostor viech
komplexnich 3 x 3 matic Mats«3(C). Budeme tedy uvazovat linedrni zobrazeni

p:U(s0(2,1)) — Matsx3(C), (I1.13)

které bude splinovat podminku
p(XY) = p(X)p(Y), (I1.14)

kde X, Y € U(so(2,1)) a kde ndsobeni na pravé strané je nasobenim matic.
Zobrazeni p (I1.13) zavedeme tak, ze pro jednotkovy prvek definujeme

p(1) =96, (IL.15)

kde § znaé¢i jednotkovou matici. Pro prvky Py, P;, N zavedeme zobrazeni p pomoci vztahu
(I1.9), to jest stejnym zpusobem jako v piipadé reprezentace (I1.7) Lieovy algebry so(2,1),
s tim rozdilem, ze nyni pracujeme s vektorovymi prostory nad komplexnimi ¢isly. Dale uvazujme
k=2,3,... prvku X1, Xo,..., Xk, které jsou linedrnimi kombinacemi vektoru Py, P, N, a pro
které je tedy zobrazeni p urcéeno vztahy (I1.9). Na prvcich tvaru X;Xs,--- X pak zobrazeni p
vycislime s uzitim vztahu

(X1 Xz Xp) = p(X1)p(Xa) - p(X), (IL16)
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kde nésobeni na pravé strané mé vyznam nasobeni matic. Protoze je zobrazeni p linedrni a libo-
volny prvek algebry generované prvky Py, P;, N muZzeme zapsat jako linedrni kombinaci prvkua 1,
X1, X1Xo, X1X0X35, ..., kde X1, Xo,... jsou linedrnimi kombinacemi vektoru Py, P;, N, zavadi
uvedend definice zobrazeni p na celé algebie generované prvky Py, P, N.

Nyni uvazujme prvky X = X1 Xo--- X3, Y =YY - Vi, kde k, K = 1,2,... a kde X1, Y7,
Xo, Y5, ... jsou linedrnimi kombinacemi vektori Py, P;, N, a dosadme tyto vektory do podminky
(I1.14)

p(XY) = p(X1 X2+ XpY1Yo -+ Vi) = p(X1)p(X2) - p(Xi)p(Y1)p(Y2) - - - p(Yir)
= p(X1Xa - Xi)p(Y1Ya - Yir) = p(X)p(Y).

Pro tyto prvky je tedy podminka (II1.14) splnéna a podobné bychom mohli ukézat, ze je tato
podminka splnéna i v pfipadé, kdy misto nékterych z prvku X, Y uzijme jednotkovy prvek 1,
coz by bylo dusledkem toho, Ze je reprezentovan jednotkovou matici. Z linearity zobrazeni p pak
plyne, Ze je na algebfe generované prvky Py, P;, N zavedeno tak, ze spliuje podminku (II.14).

Zbyva ovértit, ze zobrazeni p zustane dobfe definovano i v ptipadé, kdy zavedeme relace (I11.6).
Lze ukézat, ze zobrazeni p zustane dobte definovano prévé tehdy, kdyz budou podminky (II.6) re-
prezentovany nulovou matici. Uvéazime-li vlastnost (I1.8) zobrazeni p, tak je zfejmé, ze podminky
(I1.6) jsou opravdu reprezentovéany nulovou matici, a zavedené zobrazeni p tudiz definuje repre-
zentaci univerzalni obalujici algebry U(so(2,1)).

I1.3 Maticova bialgebra

Tento odstavec bude pojednavat o bialgebie, kterou bychom mohli nazvat maticovou bialgebrou.
O bialgebrach tohoto typu je podrobné pojednano v [10, Kap 4]. Tuto bialgebru zavedeme z toho
duvodu, ze ji v nasledujicim odstavci uzijeme pii definici bialgebry dudlni k bialgebie U(so(2,1)).

Uvazujme algebru generovanou 9 prvky t’ j» 4, J = 1,2, 3, jejiz konstrukce byla popsdna v od-
stavci 1.1. Abychom nemuseli pokazdé, kdyz se objevi néjaké indexy, vypisovat hodnoty, kterych
mohou nabyvat, zavedeme konvenci, podle které budou indexy i, j, k, [, ... nabyvat hodnot 1, 2, 3.
Hodnoty indexu pak budeme uvadét jen v pripadech, které se budou odliSovat od této konvence,
nebo v piipadech, kdy budeme chtit zduraznit zptsob indexovani. Z této algebry vytvoiime bialge-
bru tak, ze pro tyto generujici prvky definujeme vyrazy (I.13) definujici kondsobeni a kojednotku.
Témito vyrazy v nasem piipadé budou

Atl; =t @ tF;,
e(t;) = a0l (I1.17)

7 postupu tvorby bialgebry, popsané v odstavci 1.3, plyne, Ze bialgebra bude témito vztahy
definovdna, pokud budou pro generujici prvky t’; splnény axiomy bialgebry (I.10)
(A ®id)At]; = (A ®id)(t's @ t7)) =t @t @ tF; = (id @ A)(t) @ t!)) = (id ® A)AtY,
(e @ id)At'; = (e @ id)(t'), @ t7}) = e(t'p)th; = 5ith; = t¥;
= t'0) = t'he(th;) = (id ® €)(t'y @ tF;) = (id ® ) At

Pro generujici prvky jsou tyto axiomy splnény, vyrazy (I11.17) tedy definuji bialgebru. Tuto bial-
gebru budeme znacit symbolem M.
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Pii zapisovani nékterych vztahu bude vyhodné, pokud si prvky tij predstavime jako prvky
matice, kterou budeme znacit t. Prvky t*; tedy zapiSeme do matice

th tly tls
t=[t3, t%, t2,
t3 t3y t3s3

Pii zapisovani vztahu pak budeme s matici t zachdzet tak, jako by to byla obycejnd matice.
Naptiklad budeme-li chtit zapsat vztah €(t) v indexovém znaceni, to jest vy¢islit tento vztah
pro uréité indexy i, j, pak dostaneme [e(t)]; = €(t%;). Vyskytne-li se symbol t v jednom vztahu
nékolikrat, budeme pii prepisovani do indexového znacCeni postupovat tak, jako by se jednalo
o nasobeni matic, pficemz symboly, jako je napiiklad ®, vyskytujici se mezi maticemi t nebudou
mit na zpusob indexovan{ vliv. Napiiklad vyrazu t @t bude v indexovém znaceni odpovidat vyraz
(t ®@t)}; =ty ® tF;. Vztahy (I1.17) mizeme pomoci tohoto zplisobu znaceni zapsat jako

At =t®t,
e(t) =0, (I1.18)

kde symbol § znaci jednotkovou matici. V nékterych piipadech bude potieba pracovat s nékolika
ruznymi pary indexu. V takovémto ptipadé budeme ruzné pary indexu odlisovat spodnim indexem
u symbolu t, vztah t1 ;, t72;,t% ;, zapsany v indexovém znacen{ tedy zapiSeme v maticovém znacen{
jako t1tots. Pii prepisovani takovych vztaht do indexového znaceni budeme postupovat nezavisle
pro kazdy péar indexu, vyskytne-li se tedy néktera z matic ti, to, ts,... vice nez jednou, pak
budeme indexy umistovat tak, jako by se jednalo o ndsobeni téchto matic. Jako ptiklad vztahu
zapsaného timto zplisobem muzeme uvést kondsobeni aplikované na prvek tits

A" 56725,) = [A(t1t2)]" 5,25, = [(At1)(At)]" 5,25, = [(b1 ® t1) (b2 ® t2)]" 5,2,
= [t1ta ® tito]"! ;25 = 14 72, @ 7 60,

Poznamenejme, ze bazové vektory bialgebry M, které jsou tvaru 1, t1;,, t";,t%2,,, £, €2t .,
..., muzeme pomoci nového znaceni zapsat jako 1, t1, tito, titots, .. ..

Nyni uvazujme strukturu R, kterou budeme nazyvat R-matice, tvoFenou 3* = 81 komplexnimi
Cisly RiljlinQ e C, iy, j1, 12, jo = 1,2,3. S uzitim této struktury zavedeme v algebie M relace

ti2 k2ti1 k1 Rkl]& k2j2 = Ril lli2l2tl1j1 tl2j2 . (11.19)

Stejné, jako jsme zavedli pro prvky t’ j znaceni pomoci symbolu t, zavedeme pro R-matici znacent,
podle kterého budeme R-matici oznacovat symbolem Rp2. Pti rozepisovani tohoto symbolu v in-
dexovém znaceni budeme psdt [Ri2]"j,%2;, = R%;,%,, pficemz dva spodn{ indexy u symbolu
R uzitého v maticovém znaceni oznacuji, které indexy médme uzit na prvni a na druhé dvo-
jici indexu R-matice v ptipadé, kdy uzijeme indexového znaceni. Spodni indexy jsou v mati-
covém znaceni zavedeny pro to, aby odliSovali rizné pary indexu, a vyskytne-li se stejny spodni
index vice nez jednou, pak budeme pfi rozepisovani do indexového znaceni postupovat tak,
jako by se jednalo o nasobeni matic. Vyraz tot;Rio tedy v indexovém znacCeni zapiSeme jako
(tot1Rio)';,%25, = ti2p,t0, R, *2. . Relace (I1.19) mizeme pomoci takto zavedeného znacenf
zapsat jako

tot1 R19 = Riatito. (H.QO)
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S uzitim tohoto znaceni je snadné ovérit platnost podminek (1.17), které zarucuji to, ze algebra
vznikld zavedenim podminek (II.20) je dobfe definovana. Pro podminky (II.20) dostdvame

€(toti Ri2 — Riatite) = €(t)e(t1)Riz — Ri2e(t1)e(te) = 9261 Ri2 — R120162 = Ri2 — Ri2 =0,
A(tat1Riz — Rigtita) = A(t2) A(t1)Ri2 — Ri2A(t1)A(te) = tat] @ tat; Rio — Riotity @ tito
= tot; ® Ryotity — tot1 R1o ® t1t2 =0,

pricemz jsme uzili (I1.20) a toho, ze R-matice je tvorena Cisly, a proto nezdlezi na tom, zda ji
napiSeme pfed nebo za tenzorovy soudcin.

II.4 Hopfova algebra Pol(SO(2,1))

V tomto odstavci vytvoiime dudlni Hopfovu algebru k algebie U(so(2,1)). Pti konstrukei této
Hopfovy algebry uzijeme aparatu maticovych bialgeber, popsanych v predeslém odstavci, a re-
prezentace p algebry U(so(2,1)), definované v odstavci 11.2, kterd bude vystupovat v definici
biline4rni formy zajistujici dualitu maticové bialgebry a bialgebry zavedené na univerzalni oba-
lujici algebie. O tomto postupu, ktery vyuzivd maticovou bialgebru, a reprezentace univerzalni
obalujici algebry pomoci matic, o které jsme se zminili v odstavci I1.2, je pojednano napiiklad
v [10, Kap 4].

Uvazujme bialgebru M zavedenou v predeslém odstavci, to jest bialgebru generovanou 9
prvky tij, i, 7 = 1,2,3 s kondsobenim a kojednotkou (I1.18). Pro prvky z této bialgebry a prvky
z Hopfovy algebry U(so(2, 1)), zavedené na univerzalni obalujici algebie Lieovy algebry so(2,1), se
pokusime definovat bilinedrn{ formu, ktera bude spliovat podminky (I.37). Budeme tedy uvazovat
bilinearni formu

(-,-y:U(s0(2,1)) ® M — C. (I1.21)
Tuto bilinedrni formu zavedeme tak, Ze pro prvky 1 a t’ j z bialgebry M a pro prvky X z Hopfovy
algebry U(so(2,1)), definujme
(X,1) = e(X),

(X,t) = p(X)';. (11.22)
kde € je kojednotka definovand vztahy (I1.10) a p je zobrazeni definované vztahy (I11.15), (I1.16),
pricemz indexy i, j urc¢uji prvek matice p(X). Bilinedrni formu uréenou témito vztahy muzeme
dodefinovat i pro zbyvapm prvky bialgebry M, a to tak, ze uzijeme druhé z vlastnosti (I.37). Pro
prvky tvaru tt; t?2;, .- -t%;  k=23,... z bialgebry M a prvky X z U(s0(2,1)) tedy vyéislime

Ik
bilinedrni formu pomoci vztahu
(X, ti1j1ti2j2 o 'tikjk> = AkilX tiljl ® ti2j2 Q- tik]'k>

(
= (X ®X(2>® C® Xy 67 @625, @ - @t y,)
=

; : (11.23)
X(l )s ><X(2)7t2j2>"'<X(k)atkjk>
= p(X0)" (X (2)) %5 - P(X (1) ™ -
Uzijeme-li maticového zapisu, zavedeného v predeslém odstavci, tak tento vztah zapiSeme jako
(X, tita. . ty) = p1(X(1))p2(X(2)) - - P (X)) (11.24)

kde spodni index u symbolu p urcuje, kterou dvojici mdexu bychom museh uzit pri vycislovani
matice pii uzit{ indexového znaceni. Protoze prvky 1, t%;,, £ £%2;,, t%1, t%2,,¢%,, ... tvoi{ bazi
v bialgebfe M, zavadi vztahy (I1.22) a (I1.24) blhnearm formu pro celou bialgebru M.
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Nyni uvazujme prvky f = tito---tg, g = ty/to - - -ty z bialgebry M a prvky X, Y z bialgebry
U(so(2,1)) a ovéfme pro tyto prvky prvni ¢tyfi axiomy z (1.37), které musi spliovat bilinedrni
forma definujici dualitu bialgeber. Pro prvni axiom dostdvame

<X, fg> = <X, tito - -tptyty - - tk/>
= p1(X1y)p2(X(2)) - - - pre(X () 1 (X (k1)) 2 (X hg2)) - ot (X (o)
= p(Xya))r2(Xwy@) - ee(Xwyw) e (X)) pr (Xe2)@) - o (X@)w))
= (X1, tta - te)(Xo), bty - tpr) = (X(1), [) (X (2),9) = (AX, f @ g),

kde jsme uzili koasociativity kondsobeni, to jest toho, ze plati AFHF' =1 X — (A1 @ Akl*l)AX.
Pro druhy axiom dostavame

(XY, f) = (XY, tita - - tg) = p1 (XY) (1)) p1 (XY ) (2)) - - o (XY ) (1))
= p1(X )1 (Y1) p2(X2))p2(Y(2) - - ok (X i) ok (Vi)
= p1(X(1))p2(X2)) - pe(X k)1 (Y1) p2(Yi2)) - oY)
= (X, tto - tp)(Vibito - t) = (X @Y, t1to by @ brto-- - tg)
= (XY, A(tite---t)) = (X @Y, Af).

V tiet{ rovnosti jsme uzili vlastnosti p(XY)!; = p(X)'p(Y)¥;, plynouci z definice (I1.16) zob-
razeni p, kterou v piipadé i-tého paru indexu zapiSeme v maticovém zapisu jako p;(XY) =
pi(X)pi(Y'). Ve &tvrté rovnosti jsme vyrazy preuspoiadali, pficemz toto preusporadani jsme pro-
vedli tak, aby zustalo zachovano poradi ndsobeni matic p;, které se pro kazdé: =1, ..., k vyskytuji
dvakrat. Zbyvajici dva axiomy jsou

(X, 1) = e(X),
<1,f> = <1,t1t2 s -tk> = pl(l)pg(l) N Pk(l) = 5152 e 5k = E(tltg s -tk).

Platnost prvniho axiomu plyne piimo z definice (I1.22) bilinedrni formy a platnost druhého axiomu
je dusledkem definice (II.15) zobrazeni p a definice (I1.17) kojednotky, pfi¢emz symbol ¢; znaéci
jednotkovou matici pro i-tou dvojici indexu. Definovand bilinedrni forma tedy spliiuje prvni ¢tyii
podminky z (1.37), které jsou nezbytné pro dualitu bialgeber.

Ziskand bilinearni forma neni nedegenerovand, a bialgebry M a U(so(2,1)) tudiz nejsou ne-
degenerované dudlni, ale jak vime z odstavce 1.6, 1ze z puvodnich bialgeber vytvorit nové bial-
gebry, které maji tu vlastnost, ze bilinearni forma zGzena na tyto bialgebry je nedegenerovand.
Tento postup je zalozen na tom, ze vezmeme jadra bilinearni formy, a vytvorime faktor bialge-
bry puvodnich bialgeber a téchto jader, ¢imz vytvoiime bialgebry, ze kterych budou odstranény
prvky, pro které je bilinedrni forma degenerovand, a bilinedrni forma zizena na tyto bialgebry
pak bude nedegenerovand. My si tento postup ponékud zjednodusime, a misto toho, abychom
hledali jadra bilinedrni formy, budeme v bialgebte M hledat vztahy (I1.6) spliujici (1.40), kterymi
snizime degeneraci bilinedrni formy (I1.21).

Pfi hledani vztahu (1.6) spliujicich (1.40), kterymi budeme snizovat degeneraci nasi bilinearni
formy vyuzijeme dvou vlastnosti, quasitriangularity Hopfovy algebry U(so(2,1)) a relace (I1.6).

Jak bylo uvedeno v odstavci 11.2, Hopfova algebra U(so(2,1)) je quasitrianguldrni s quasit-
rianguldrn{ strukturou (II.12). Z tfeti z defini¢nich podminek (I.53) quasitriangularni struktury
plyne, ze pro libovolny prvek X z Hopfovy algebry U(so(2,1)) plati

(rAX)R — R(AX) = 0,
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kde 7 je linedrni zobrazeni prehazujici ¢leny v tenzorovém soucinu. Pokusme se vy¢islit bilinearni
formu pro tuto podminku a pro prvky ti, to z bialgebry M.

0= <(TAX)R —R(AX),t1 ® ta)

<X(2 ® XyRP 41 @ t2) — (RWX 1) @ RD X (g), t1 @ to)

= (X)yRP, t2) (X RW, t1) — (RWX (1), 1) (RP) X3, 82)
= (X R(2> Ato) (X ) @ RW, Aty) — (RW @ X (1), At1)(RP @ X(g), Ata)
= (X(1) ® R £ ® t2)(X ()R, Aty @ t1) — (RW @ X1y, t1 @ t1)(R®) @ X9, 42 ® t2)
= (X1, b2)(R®), 82) (X2, t1)(RM), 1) = (RW, £1)(X (1), t1)(RP), 82) (X ), 1)
= (X1, b2) (X (), 81) (R, 41 )(R®) ) — (RW £1) (R, #2) (X 1y, 81) (X 3, t2)
= (AX,t2 @ t1)(R,t1 @ t2) — (R, t1 @ t2)(AX,t; @ t2)
= (X, tot1)Ri2 — Ri2(X, t1t2)
= (X, tat1 Rz — Riatito),
kde jsme oznagcili

Riz = (R, t1 @ t2) = p1(RW)py(RP). (I1.25)

Z posledniho vztahu je ziejmé, ze toti R1o — Riati1te = 0 spliuje (1.40), zavedeni této podminky
tudiz snizi degeneraci bilinedrni formy. V bialgebte M tedy zavedeme relace (I1.19), které muzeme
s uzitim indexového zapisu zapsat jako (I1.19), pficemz R je definovédno vztahem (I1.25), ktery
v indexovém zapisu zapiseme jako

Ri1j1i2j2 = <R>ti1j1 ® ti2j2> = p(R(l))iljlp(R(2))i2j2' (11'26)

Z toho, co bylo o maticové bialgebte napsano v predeslém odstavci je ziejmé, ze vztahy (II.18),
(I1.20) s R-matici (I1.25) definuji strukturu bialgebry.
V nasem piipadé je R-matice

R=|.1 .Jel|l. 1 . |=|. . . . 1. . . |, (11.27)

1

kde jsme R-matici R 1 02 j» zapsali pomoci 9 x 9 matice tak, ze fadky odpovidaji indextim 41, 2

a Sloupce indextim jla j2 v pOfadl’ (ila 7;2)7 (jlan) = (L 1)7 (17 2)7 (17 3)7 (27 1)a (27 2)7 (27 3)7 (37 1)7
(3,2), (3,3). Dosazenim této R-matice do vztahu (I1.19) dostavdame

1 602, — ti2,, 60 = [t1,,6%2,,] =0, (I1.28)

coz znamena, ze zavedend bialgebra je komutativni.
Dalsimi vztahy, které snizi degeneraci bilinearni formy jsou

tiy~lt =571, tnt? = 1. (11.29)
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Pro druhy z téchto vztahu ovéiime podminky (I1.17), nezbytné pro to, aby byla struktura bialge-
bry, zavedend vztahy (I1.17), dobife definovana i poté, co zavedeme tuto relaci.

e(tnt” —n) = e(t)ne(t) —n=0dnd —n=n—n=0,
Altpt? —n) = At)nAGRT) —nAQ) = teol)1ot)yletH(t' ®1) - o1
=toaettHtrel) —nmel=tol)nt’ 1) -n o1
=(tnt' ®1) —n1®1=0, (11.30)
kde jsme uzili toho, ze mtizeme psat At = (t®@t) = (t®1)(10t) a [AT)]}; = At); = t/, @tk =
(1eth) (/1) = [(1etT)(t7 ®1)]%;, a druhého vztahu z (11.29). Podobné bychom mohli ovérit
i platnost podminek (I.17) v pfipadé prvniho vztahu z (I11.29). Zavedeme-li tedy vztahy (I11.29),
tak bude struktura bialgebry stale dobfe definovana. Dédle musime ukazat, ze je splnéna podminka
(1.40), potiebnd k tomu, aby byla po zavedeni téchto vztahu dobfe definovéna i bilinedrni forma
(I1.21). Abychom ukézali, Ze podminka (1.40) je pro druhou z relaci (I1.29) splnéna, méli bychom
ukézat, ze bilinedrni forma je nulova, vycislime-li ji na této relaci a na libovolném z prvkua 1,
X, X1 X9, X1 X5X3, ... Hopfovy algebry U(so(2,1)), kde X, X3, X2, X3 jsou linedrni kombinace
prvka Py, Pi, N. Pro bilinedrni formu (II.21) vyéislenou na jednotkovém prvku a druhém ze
vztahu (I1.29) dostavame

L tnt" —n) = 1@ L tn@t") —n(1,1) =ms" —n=0.

Budeme-li vyé¢islovat misto na jednotkovém prvku na prvku X z Hopfovy algebry U(so(2,1)),
ktery je linearni kombinaci vektoru Py, P, N, pak dostaneme
(Xotpt" —n) = (X @1+10 X, tnet") —n(X,1) = p(X)nd" + énp(X)
= p(X)n+np(X) =0,
pricemz nulovost posledniho vyrazu je dusledkem toho, ze matice p(X) spliuje podminku (IL.3).

V pripadé zbyvajicich prvka X7 Xs, X1 X2X3, ... bude vypocet ponékud slozitéjsi, naptiklad pro
prvek X1Xs dostavame

(X1 X2, tnt" —n) = (X1 © Xo, A(tnt” — 1))

= (X19X,t@1)1et)1etH)t @1) —nl®1)

= (X1 ®Xo,(t® 1)1 @tntT)(tT ©1)) — (X1 @ Xp,71 ® 1)

= (X1, t(Xo, tntT)t?) — (X1 ® Xo,n1 ® 1)

= (X1, 6(X2, mt") — (X1 @ Xo,n1 @ 1)

= (X1 ® Xo, (t @ )n(tT 1)) — (X1 ® Xo,n1 @ 1)

<X1 ®X2,tntT®1—771®1> <X1,t7’]tT—77><X2,1> =0,

kde jsme uzili toho, ze (X, tnt?) = (X3,7) a vztahu (I1.29). Podobnym vypoctem bychom mohli
ukézat nulovost bilinearni formy i v pfipadé prvka tvaru X;X»Xjs, .... Analogicky k tomu, jak
jsme postupovali v piipadé druhé z podminek (I1.29) bychom mohli postupovat i v piipadé prvni
z podminek. Relace (I1.29) tedy spliuji podminku (I1.40), a jejich zavedeni tudiz snizi degeneraci
bilinedrni formy (II.21).

Vztahu (I1.29) muzeme vyuzit také k tomu, abychom definovali antipode, a to tak, ze pro
prvky t'; definujme antipode vztahem

S(t) =ntTy~t (I1.31)
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Jak vime z odstavce 1.4, musi byt pro to, aby tento vztah definoval antipode na celé algebie
generované prvky t';, splnén pro generujici prvky axiom (I.20). To, Ze je tomu tak, lze s uzitim
(I1.29) snadno dokazat

(S®@id)At = S(t)t = ntTn 't =~ = 16 = 1e(t)

11.32
= =tntTy ! = tS(t) = -(id ® S)At. (I1.32)

Aby byl antipode, zavedeny vztahem (I1.31) dobfe definovén i v piipadé, kdy zavedeme relace
(I1.28) a (I1.29), musi pro né byt splnéna podminka (1.25). Ovéfeni této podminky by se dalo
provést uzitim postupu podobnym tém, které jsme uzili napiiklad v (IL.32).

Hopfovu algebru generovanou prvky t ;j s kondsobenim, kojednotkou a antipodem zavedenymi
vztahy (I1.17), (I1.31), a s relacemi (I1.19), (I1.29) budeme znacit Pol(SO(2,1)). Duvod pro toto
oznaceni bude ziejmy z odstavce I1.6, ve kterém ukazeme, Ze tuto algebru lze zavést také jako
Hopfovu algebru definovanou na polynomech v prveich matic z SO(2,1).

Pro tuto Hopfovu algebru, to jest pro Hopfovu algebru generovanou prvky tij s relacemi
(I1.20), (I1.29) s konasobenim, kojednotkou a antipodem (II.18), (II.31), a Hopfovu algebru za-
vedenou na univerzalni obalujici algebie U(so(2,1)) Lieovy algebry so(2,1), jsme definovali bi-
linedrni formu (I1.21), (I1.22), (I1.23), ktera spliiuje podminky (1.37), a jejiz degeneraci se nam
podafilo snizit tim, ze jsme v maticové bialgebife M zavedli relace (I1.19) a (I1.29).

I1.5 Pol(SO(2,1))-komodul algebra

V tomto odstavci uzijeme maticové formy Hopfovy algebry Pol(SO(2,1)) k tomu, abychom
vytvorili analogii fadkovych vektoru a jejich ndsobeni matici, coz v jazyce Hopfovych algeber
popiseme pomoci struktury pravé Pol(SO(2,1))-komodul algebry. Zpusob zavedeni této komo-
dul algebry je ptikladem obecného postupu pro zavadéni komodul algeber v pripadé maticovych
bialgeber, ktery je popsén napiiklad v [10, Kap 4].

Uvazujme algebru generovanou tfemi prvky x;, i = 1,2,3. Z této algebry muzeme vytvorit
komodul algebru tak, ze pro prvky x; definujeme zobrazeni (3

Blxi) = x; @ t;. (I1.33)

7 odstavce 1.7 vime, Zze tyto vyrazy definuji komodul algebru tehdy, kdyz jsou pro prvky x;
splnény axiomy (1.42), to jest

(B@id)B(xi) = (B@id)(x; @ t);) = x, @ t*; @ t/; = (id © A)(xx © t¥;) = (id ® A)B(x:),
(id ® €)B(x;) = (id @ €)(x; ® t7;) = xje(t?;) = x;07 = x;.

Axiomy (I.42) jsou tedy pro generujici prvky x; splnény, vztahy (I1.33) tudiz definuji pravou
Pol(S0(2,1))-komodul algebru generovanou prvky x;.

V odstavci I1.3 jsme zavedli znaceni, podle kterého zapisujeme prvky tij jako 3 x 3 matici t.
Analogicky k tomu zavedeme znaceni, podle kterého budeme prvky t; zapisovat jako 1 x 3 matici
X, to jest jako radkovy vektor

X = (Xl X2 X3) .

Analogicky k tomu, jak jsme interpretovali ndsobeni matic t, budeme interpretovat i ndsobeni
fadkového vektoru x matici t. Vyraz x ® t tedy v indexovém znaceni zapiSseme jako (x ® t); =
x; ®t/;. Vztah (I1.33) definujici zobrazeni 8 tedy muzeme ve zkrdceném maticovém zapisu zapsat
vztahem

Bx) =x®t. (IL.34)
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V algebie generované prvky x; zavedeme relace
Xj2le leileiQ = )\X’ilxiza (1135)

kde R je R-matice definovand vztahem (I1.25) a kde A = 1. Vy¢islime-li v tomto vztahu A\ a R-
matici R (I1.27), tak dostaneme
KigXiy = X1 Xig, (1136)

tento vztah tedy fika, ze zavedend algebra je komutativni.

Abychom mohli pomoci maticového znaceni zapsat také vztahy obsahujici vice volnych indext,
zavedeme symboly x7, X3, ..., které budou mit vyznam fadkového vektoru, pficemz spodni index
bude znacit, ktery index musime uzit pfi rozepisovani do indexového znaceni. Vztah x1x5 pak
v indexovém znac¢eni zapiSeme jako (X7X3)ii, = Xi;Xi,. Pruh nad indexem budeme psat z toho
duvodu, abychom odlisili symboly x1, X2, x3, které zna¢i prvky algebry, od symbolt xi, x3, ...,
které maji vyznam fadkovych vektoru. Relace (I1.35) pak s uzitim tohoto znaceni zapiSseme jako

X3x7R12 = AX1X3. (I1.37)

Aby bylo zobrazeni § dobie definovano i poté, co zavedeme tyto relace, musi byt splnéna
podminka (1.47). V nasem piipadé tedy musime ovéfit nulovost vyrazu

BxaxiRi2 — Ax1x3) = B(x3)B(x1) R12 — AB(x1)8(x3)
= (x3 ® t2)(x1 ® t1 12 — A(X] ® t1)(x3 @ t2)
= X5X7] & tot1Rio — )\X1XQ X ti1to
= X5X7] ® Rioti1to — )\XTXQ X t1to
= (XQXleg — )\X1XQ) ®t1te =0,

kde jsme uzili vztahu (I1.19), vztahu (I1.37) a toho, ze R-matice Ri2 jsou ¢isla a nezdlezi tedy na
tom, zda je napiSeme pied nebo za tenzorovy soucin. Algebru generovanou prvky x; s relacemi
(I1.35) budeme znacit symbolem Pol(R3), a protoze je podminka (1.47) splnéna, zobrazen{ (I1.33)
vytvari z této algebry pravou Pol(SO(2,1))-komodul algebru.

Piestoze jsme ve vztahu (I1.35) polozili A = 1, je zfejmé, ze vztahy (I1.33), (I1.35) by zavadeéli
pravou komodul algebru i v piipadé, kdy by A bylo libovolné komplexni ¢islo. Napiiklad kdy-
bychom polozili A = —1, tak bychom ziskali algebru generovanou antikomutujicimi prvky x;.

V zavedené pravé komodul algebie Pol(R3) si jesté vsimnéme prvku x;n“x;, ktery v ma-
ticovém zapisu zapiSeme jako xnx’, kde n je matice zavedens v odstavci IL.1. Tento prvek je
zvlastni v tom, ze zobrazeni (8 aplikované na tento prvek déava nasledujici vysledek

B(xinx;) = Bxi)n" B(x;) = (xx @ t*))n" B(x; @ t';) = xpx; @ t¥in It

g (I1.38)
= XX ® (tntT)kl = XX ® nkl =xnx; ® 1.

Tento prvek je tedy zvlastni tim, ze si pii pusobeni zobrazeni 8 zachovava svij tvar.

I1.6 Interpretace Pol(S0O(2,1))

V tomto odstavci uvedeme jiny zpusob, ktery lze uzit k definici Hopfovy algebry Pol(SO(2,1)),
a ktery zduvodnuje jeji oznaceni. Nejdiive uvedeme definici Hopfovy algebry zavedené na funkcich
definovanych na obecné grupé G, a pak tento postup aplikujeme na piipad nasi grupy SO(2,1).
Také se zminime o alternativnim zpusobu definice bilinearni formy (II.21) a komodul algebry
Pol(R3). Tento zptisob definice Hopfovy algebry je uveden napiiklad v [12].
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Pro Lieovu grupu G uvazujme mnozinu C*°(G) vsech komplexnich nekonecénékrat diferen-
covatelnych funkci definovanych na této grupé. Uvazime-li, ze funkce z této mnoziny muzeme
nasobit komplexnim ¢islem a séitat, tak je zfejmé, ze tato mnozina je vektorovym prostorem.
Na tomto vektorovém prostoru zavedeme strukturu Hopfovy algebry tak, ze zavedeme néasobeni,
jednotku, konasobeni, kojednotku a antipode

(f @ h)(g9) = f(g)h(g),
1(g) =1,
A(f) (g1 ® g2) = f(9192), (11.39)
e(f) = fle),

S(f)(g) = flg™h),

kde f, h € C*(G), g, g1, g2 € G a kde e zna&i jednotkovy prvek grupy, gi1g2 ndsobeni v grupé
a g~ ! inverzi v grupé. Nésobeni na pravé strané prvniho vztahu mé vyznam nasobeni funkci,
druhy vztah 7ikd, Ze jednotkovym prvkem algebry je funkce identicka jedné. V definici kondsobeni
jsme misto prostoru C°(G) ® C*°(G) uzili prostor C*°(G x G) vech komplexnich nekone¢nékrat
diferencovatelnych funkei definovanych na mnoziné G x G. Ztotoznéni téchto prostoru je mozné
v pripadé kone¢né grupy, avSak v pripadé obecné grupy G je drobnym tskalim této definice.

Dale uvazujme Hopfovu algebru zavedenou na univerzalni obalujici algebie U (L) Lieovy alge-
bry L této grupy, kterou pro obecnou Lieovu algebru £ zavedeme analogickym zptsobem k tomu,
jak jsme definovali U(so(2,1)) v odstavci I1.2. Pro tuto Hopfovu algebru a algebru C*°(G) lze
zavést bilinearni formu definujici dualitu téchto Hopfovych algeber, to jest takovou, ktera spliuje
podminky (1.37)

071
_ th X toXo) - - tnXn ,  (I1.40
6.0, o (exp(t1X1) exp(toXa) ---exp(tnXn)) | ., (I140)
kde X; € £,i=1,2,...,n, f € C*°(G) a kde exp je exponenciélni zobrazeni z Lieovy algebry L
do grupy G.

V na8em piipadé uzijeme vyse zminénych definic k tomu, abychom zavedli Hopfovu algebru
na mnoziné Pol(S0O(2,1)) vSech polynomu s komplexnimi koeficienty v prvcich matice A z grupy
SO(2,1). Mnozinu Pol(SO(2,1)) je vhodné uvazovat misto mnoziny C*°(S0(2,1)) z toho duvodu,
ze ztotoznéni prostoru Pol(SO(2,1)) ® Pol(SO(2,1)) s prostorem Pol(SO(2,1) x SO(2,1)) je
mozné, zatim, co ztotoznéni prostoru C*°(S0O(2,1)) ® C*°(SO(2,1)) s prostorem C*°(SO(2,1) x
SO(2,1)) nelze provést. Strukturu Hopfovy algebry na tomto prostoru, to jest ndsobeni, jednotku,
kondsobeni, kojednotku a antipode, definujeme pomoci vztahu (11.39).

Nynf uvazujme funkce t*;(A) z Pol(SO(2,1)), které piifadi matici A € SO(2,1) prvek A;
této matice. Zapiseme-li vztahy (I1.39) pro tyto funkce, tak dostaneme

'(tiljl ® ti2j2)(A) = tilh (A)tizjé (A>7
1(A) =
A(t'j)(A® B) = tz J(AB) = ', (A)t*;(B) = (1'y © 1)) (A® B), (I1.41)
efti;) = t5(6) = 1,
S(t'5)(A) = t'5(A7Y) = 5 (nA ™) = 0™t (At = (™ k') (A),
kde A, B € SO(2,1). Déle pro funkce t'; plati
(tikn“tj — ) (A) = (AnAT — )Y =0,
(it — ;) (A) = (AT P A=)y =0, (I1.42)

(XiXo- Xy, f) =
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kde A € SO(2,1), coz plyne ze vztahu (II.1).

Polynomy z Pol(S0(2,1)), jsou funkce tvaru f(A) = ¢+ cijAé. oot 2A Ay 4 =
(L4t + i 713,72t 5 42,5, +- - - )(A), kde ¢, c7 ci, 14,72, . . . jsou komplexn{ koeficienty. Z tvaru
téchto funkei je vidét, ze na prvky Hopfovy algebry Pol(S0(2,1)) muzeme pohlizet také jako
prvky komutativn{ algebry generované prvky t';. Ze vztahu (I1.41), (I1.42) je ziejmé, Ze tato
algebra je totozna s algebrou zavedenou v odstavci I1.3 a I1.4, pficemz vztahy (I1.17), definujici
kondsobeni a kojednotku, jsou ekvivalentem druhého a tfetiho vztahu z (I1.41), vztah (I1.28) vy-
jadfujici komutativitu algebry je dusledkem prvniho ze vztahu (I1.41), vztahy (I1.29) jsou ekvi-
valentem vztahu (I1.42) a vztah (I1.31) definujici antipode je ekvivalentem posledniho ze vztahu
(I1.41). Hopfova algebra zavedend na mnoziné Pol(SO(2,1)) pomoci (I1.39) je tedy alternativnim
zpusobem definice Hopfovy algebry, kterou jsme vytvofili v odstavcich 11.3, I1.4.

Lze ukédzat ze bilinedrni forma (II.40) s exponencidlnim zobrazenim (II.4) je ekvivalentni
s bilinedrni formou (II.21), kterou jsme definovali vztahy (I11.22), (I1.23).

Podobnym zpusobem, jakym jsme postupovali v piipadé Hopfovy algebry Pol(SO(2,1)),
muzeme postupovat také v pripadé komodul algebry. V tomto piipadé budeme uvazovat pro-
stor polynomii Pol(R?) v R3, na kterém zavedeme strukturu algebry

(f @ h) (V) = f(¥)h(v),
1(9) = 1, (I1.43)

N
I

kde f, h € Pol(R?), 7 € R3, a kde nasobeni na pravé strané prvni z definic je ndsobenim po-
lynomu. Z této algebry vytvorime Pol(SO(2,1))-komodul algebru tak, ze definujeme zobrazeni

B
BT ® A) = f(TA), (11.44)

kde f € Pol(R3), v € R a A € Pol(SO(
Pol(SO(2,1)) s prostorem Pol(R? x SO(2,1)

Pro funkce x;(¥) = v; prifazujici vektoru ¢ jeho i-tou komponentu v;, muzeme vztahy (I1.43),
(I1.44) zapsat jako

2,1)), piicemz jsme ztotoznili prostor Pol(R?) ®
)-

(i ® 25) (V) = (V)2 (V),
1(0) = 1,
B(x:)(T® A) = 2;(TA) = 2;(0)t;(A) = (z; @ t/;) (T @ A). (11.45)

Stejnymi argumenty, jako v piipadé Pol(SO(2,1)), 1ze ukdzat, Ze tato komodul algebra je ekviva-
lentni komodul algebie zavedené v odstavci I1.5, pficemz vztah (11.36) vyjadiujici komutativitu
algebry je dusledkem prvniho ze vztahu (I1.45) a vztah (I1.34) je ekvivalentem tfetiho ze vztahu
(I1.45). Na vlastnost (I1.38) prvku xnx? pak miizeme pohlizet jako na disledek toho, ze vzdalenost
oo’ je invariantni pii transformacich vektoru ' definovanych maticemi z SO(2,1).

I1.7 Kontrakce

V tomto odstavci provedeme kontrakei Hopfovych algeber U(so(2,1)) a Pol(SO(2,1)) na Hop-
fovy algebry U(p(1,1)) a Pol(P(1,1)). Budeme postupovat zpusobem analogickym se zptisobem
kontrakce Lieovych algeber, popsaném v [9, Kap 1], a se zpusobem kontrakce ortogonalnich kvan-
tovych grup, popsaném v [11]. Tento postup se bude sklddat ze ti{ kroka. V prvnim kroku vybe-
reme podprostor pravé Pol(SO(2,1))-komodul algebry Pol(R3) uréeny podminkou xnx’ = —r2,
kde r bude kladny redlny parametr. V druhém kroku vySetiime chovani zobrazeni G, které defi-
nuje koakci, pro ruazné hodnoty parametru r, a jak se toto chovani projevi v Hopfovych algebrach
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Pol(S0O(2,1)) a U(so(2,1)). V tretim kroku provedeme limitu r — oo a uvidime, ze zobrazeni (3
bude na ziskaném podprostoru algebry Pol(R3) ptisobit tak, jako by se jednalo o Pol(P(1,1))-
komodul algebru Pol(R?). Limita r — oo nés tedy dovede k Hopfové algebte Pol(P(1,1)), kterou
bychom mohli ziskat také postupem uvedenym v odstavci I1.6 v piipadé grupy P(1,1), a k Ho-
pfove algebte U(p(1,1)), kterou bychom mohli ziskat také jako Hopfovu algebru zavedenou na
univerzalni obalujici algebie Lieovy algebry p(1,1) postupem analogickym k postupu uvedenému
v odstavci I1.2.

7 hlediska grupy SO(2,1) a jeji Lieovy algebry so(2,1) miizeme na podminku xnx!’ = —r
pohlizet jako na analogii podminky vnt! = —r2, ¥ € R3, kterd by v pifpadé vektorového pro-
storu R3 urcovala hyperboloid. Limita » — oo by pak odpovidala zvétsovani tohoto hyperboloidu,
a v pifpadé nekoneéné velikosti parametru r bychom dostali rovinu v R3, kterou mizeme iden-
tifikovat s R2. Na grupu SO(2,1) a Lieovu algebru so(2,1) miizeme pohlizet jako na struktury,
které definuji v R? linedrni transformace, vii¢i kterym tvoif body na hyperboloidu invariantni
mnozinu a v piipadé limity r — oo bychom tedy dostali struktury, které definuji transformace
roviny R?, a kterymi by v nasem piipadé byla grupa P(1,1) a Lieova algebra p(1,1).

V pravé Pol(SO(2,1))-komodul algebie Pol(R?) uvazujme pro kladny redlny parametr r relaci

xnx! = —r (I1.46)

2

Pro tuto relaci a zobrazeni  (11.34) muzeme ovérit podminku (1.47), to jest nulovost vyrazu
BxnxT +72) = B(xnx?) + (1) = xnxt @14+ 1101 = (xnx’ +r°) @1 =0,

kde jsme uzili (II.38) a (I1.46). Protoze je podminka (1.47) splnéna, zavadi zobrazeni 3 pravou
Pol(S0O(2,1))-komodul algebru i v pifpadé, kdy v algebie Pol(R3) zavedeme relaci (I1.46). Tuto
vzniklou pravou Pol(SO(2,1))-komodul algebru budeme znacit symbolem V. Prvek x; z této
algebry pak muzeme vyjadiit pomoci vztahu (I1.46) jako funkci prvku xa, x3. Pro tento ucel

budeme piedpokladat, ze x; = > > | xﬂ” a dosadime tento rozvoj do (11.46), ¢imz dostaneme

1 _
=1 = = (X X+ X1+ O(r)) 4 x5 - x

= —rx{ 1y = (XX + XX (1) — (11X + XX 11 + X(gy1)
+x3 —x3+ 0@,

Hodnoty vyrazii x(,); uréime tak, Ze porovname cleny se stejnou mocninnou 7 na obou stranach
rovnice. Pro nejvyssi mocniny v r pak dostaneme rozvoj

1
x1 =rl+ 2—(){% —x2) +0(r?). (I1.47)
r
Nyni budeme piedpokladat, Zze je nejen prvek x; z algebry V zapsdn pomocni mocninné rady, ale
ze jsou i prvky t'; z Hopfovy algebry Pol(SO(2,1)) zapsany pomoci mocninné fady, to jest

; (n)J
ti; =

o (I1.48)
n=0

Tyto rozvoje v mocnindch r dosadime do vztahu (I1.34) definujictho zobrazeni (3 a podivame se,
jakym zpusobem vystupuji v tomto vztahu prvky tén) ;j pro ruzné mocniny r. Dosazenim (I1.47)
a (I1.48) do vztahu (I1.34) dostdvame

B(x1) =Br1+0rF ) =rlel14+ 0%
== Xj ® tjl =rl & t%@)l + 1 &® th)l + Xa & t((lo)l + O(r_l)’
B(xa) =% @0 =11 @ tlpya + 1@ b1y + % @ty + O(r ), (I1.49)
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kde indexy a, b nabyvaji hodnot a, b = 2,3. Abychom nemuseli vypisovat, kterych hodnot
nabyvaji indexy i, j, k, [, ..., tak jsme v odstavci I1.3 zavedli konvenci, podle niz nabyvaji hodnot
1,2, 3. Abychom nemuseli vypisovat ani to, kterych hodnot nabyvaji indexy a, b, ¢, d, ..., tak za-
vedeme konvenci, podle které budou nabyvat hodnot 2, 3. Indexy ze za¢atku abecedy a, b, ¢, d, . ..
tedy budou nabyvat hodnot 2,3, zatimco indexy ¢, j, k, [, ... budou nabyvat hodnot 1,2, 3. Po-
rovname-li ve vztahu (I1.49) pro zobrazeni 3 vyéislené na prvku x; ¢leny se stejnymi mocninnami
r, tak vidime, ze t%o)l =1, t%l)l =0a t‘(lo)l = 0. Budeme-li navic pozadovat, aby zobrazeni 3
vy¢islené na néjakém prvku meélo vedouci ¢len spojeny se stejnou mocninou r jako prvek na
kterém bylo vyéisleno, tak z vyrazu (I1.49) pro zobrazeni 3 vy¢islené na prvecich x, dostaneme
t%o)a = 0. Dostavame tedy

toy =1, t(y1 =0, tf1 =0, t{gya = 0. (I1.50)

Dosadime-li tyto vztahy do vztahu (11.49) pro zobrazeni 3 vy¢islené na prvcich x,, tak pro nejvyssi
mocniny 7 dostaneme vyjadieni

B(xa) = 1@ t(1ya + % O t{gya + O(r ). (IL.51)

Nyni dosadime rozvoj (I1.48) a vztahy (I1.50) také do relaci (I1.28), (I1.29) zavedenych v Ho-
pfové algebfe Pol(SO(2,1)) a do vztahu (11.17), (I1.31) uréujicich konasobeni, kojednotku a an-
tipode. Ze ziskanych vztaht muzeme urcit relace mezi prvky tén) j a vztahy pro konasobenti,
kojednotku a antipode vyéislené na téchto prvcich. Pfi konkrétnim vypoctu se budeme zajimat
pouze o vztahy mezi témi prvky t%n) j» které tvori vedouci ¢leny rozvoju (I1.48) prvki tij v,
protoze ve vztazich, které ziskame provedenim limity r — oo, nebudou ostatni prvky vystupovat.
Budeme se tedy zajlmat pouze o vztahy mezi prvky t(o)b, (1 )1, (1)@ a t( )1 které tvoii vedouci

¢leny rozvoji prvka t? j» Pfitemz vztahy pro prvek t( 01 nebudeme uvadét, protoze je podle (I1.50)
roven jednotkovému prvku, a jeho chovani je tudiz jednoznaéné urceno definici Hopfovy algebry.
Dosazenim rozvoju (I1.48) do relace (I1.28) dostaneme

0= [t17t2] = [t(o)l + %t(l)l + %Qt( 21 + O( ) (0)2 + 1t( 1)2 —|— (2)2 + O(T73)]
= [t(oy1, toy2] + = ([b(0)1s tay2) + [E1)1s E(o)2])

+ %2 (It t2)2) + [b2)1, boye) + [by1s tayel) + O(r—).
01

Uvazime-li, ze kazdy s clent spojeny s mocninou 7, -

rovnice

a %2 musi byt roven nule, tak ziskame

[to)1: t0)2] =0,
[ty b2l + [tayis to)2] =0,
[to)1s t2)2] + [t)1s toy2] + [E)1, tay2] = 0.

Dosazenim vztahu (I1.50) do téchto rovnic ziskdme relace

t(1yb: o)l =0,
t{: tloy1] =0,

[t(2)a b (o oyl =0,

-

= =
et i oyl 0

[ -

[ | Jte (2)17 H )b] 0, (I1.52)



pticemz prvni vztah vyuziva prvni rovnice, dalsi dva vztahy druhé rovnice a zbyvajici vztahy
jsou dusledkem tfeti rovnice. Tyto vztahy ikaji, Zze prvky t?o)b, t‘(ll)l a t%l)a vzijemné komutuji.
Dale rozvoje (11.48) dosadime do vztahu (I1.29), é¢imz dostaneme

_ 1 PR 1 _
thy 7t = (t<0)+rt<1>+0(7“ 2)) n! <t<o>+rt<1)+0(r 2))
=t o T (bon ta) Ftan te) +O0T) =0,
T 1 O -2 1 1) ) T
tt” = to) + ta) + (=) ) { o) + )+ (r™)

1
T T —2

Uvéazime-li opét, Ze ¢leny spojené s mocninnami 70 a % musi byt nulové, tak ziskame rovnice
T -1 -1 T -1 T 1 _
ton toy=n, tioyn ta) Ftayn te) =0,
6(0)76(0) = 1 b)) + b)) = 0-

Dosazenim vyrazu (I1.50) do téchto rovnic pak ziskdme relace
<—1 | 0 )_ -1 0
0 | 0| Soyetea topp )
( —1 0 ) [ 1 0
0 nt B 0 t‘(lo)chdtl()o)d ’
1 ~14d
( 010 ) B | btaye 17 oy ,
0 by + toyatled t1 |

b 1 cdgb
0] 0Y)_ 0 | )1 T e gy (11.53)
0 _ta 1L ta cdtl ’ .
M1 T Yoy tyd \

pticemz v poslednich dvou rovnicich jsme nevypisovali vztahy obsahujici ¢leny t‘(ll)b, protoze
nejsou predmétem naseho zajmu.
Zbyva dosadit rozvoje (I1.48) a vztahy (I1.50) do vztahu (I1.17), (I1.31), uréujicich kondsobeni,
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kojednotku a antipode, ¢imz dostaneme

At = A (o + O ) = Aty + 007 = t% @ £y = 650 @ gy + O,

At =A (%t?l)l + O(T72)> = At 00T =t @ th
(bl @ty + 8 1) 002,

Atl, = A <%t%1)a + O(r*2)> =+ At

O@r?) =th ot
_ 1 1 b
—?<1®t(1) t(, b®t(0)) O(r=?),

)
€(t%) =€ (t?O)b + 0(7"71)) - (t%) ) +O6T) =4,
€(6%) = e (18l + 00 = fe (8o ) + O =0,
e(t'e) =< (3l + O 7) = e (thye) + 0079 =0
S(t%) =S (t%)b + O(r’l)) =5 (t“o)b> +O(r™h) =ty = 1" t{)eng, + O,
S (6%1) = S (271 + 007)) = 18 (1) + O 7) = e ! = Ity o + O
1

) = =l g tloen™ + O ?),
1 - - — — —
S(the) =5 (rt%na +0O0r 2)) = 18 (tlya) + 0072 = 0t = Ity + 002
= — {11, + O %) = =ty en 't ya + O ),

kde jsme uzili nékterych vztahu z (I1.53) k tomu, abychom upravili vyrazy pro antipode vy¢islené
na prvcich t?1) 1a t%l)a. 7 téchto vztaht muzeme urcit kondsobeni, kojednotku a antipode vycislené

na prvcich t‘(lo)b, t?1)1 a tél)a, které jsou
Aty = E{oye © top +O),
Aty =t @ ty1 + ) @ 1+ 00,
At(ll)a =1® t%l)a + t%l)b @ tl()o)a + O(T_l)v

(t(o)b) - 5b7
e(tfpy1) =
e(t a)
S(toyp) = Cndb +0(r 1),
S(tiy) = mde t( )b77 “+O>r Y,
S(t%l a) = ltb )c77 ( yd +O(r™ ol (I1.54)

Vztah —t%l)(ﬁ—tf )anc_dltfll)l = 0 uvedeny v (I1.53) umoznuje vyjadrit prvky t‘(ll)l, a = 2,3 pomoci
prvka t( )b & t( 1a- Misto prvku t?l)l tedy muzeme psat tf )anc_dl ?)1, a vztahy pro tyto prvky
pak muzeme ziskat ze vztahu pro prvky t( 0)b> t! (1)ar Napriklad kondsobeni vycislené na prvcich
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t?l)l muzeme urcit jako

At((11)1 = A(t((lo)cUCdth)d) = A(t((zo)c)ﬁCdA(tb)d)
= (t{p)e @ty A @ t1ya+ b1y @ tla) + O ™)
= oye © Eoyen by + oyebnys @ Eoyen™tlgya + O )
= toye @ t{uy1 + o)ty @1+ O0T
= t{)e ® 671+t en Tty @ 1+ 007
= t{ @ bl +tHy @1+ 00,

kde jsme uzili toho, Ze misto prvku t‘(ll)l muzeme psat t‘(jo)an;jltfl)l, vztaht pro kondsobeni
a kojednotku vy¢islené na prvefch t{ s, t%l)a a vztahu tfo)cn‘:dt{())d = n% z (11.53). Prvky t))1 tedy
muzeme povazovat pouze za oznaceni vyrazu tfo)an;llt?l)l. Tyto prvky tudiz nepiindsi zddnou
novou informaci, proto s nimi nebudeme v nasledujicich avahach pocitat.

Nyni pfistoupime k provedeni limity » — oo. Pro tento tcel zavedeme symboly g"”, g,..., A¥,,
h,, které budou znacit

v = n;—il-2,zx+27 g =R
1 +2 _ put2 T 1 _ 41
At = rhlgo tH V2 = t(O) V42, hli = rlirglo rt ut2 = t(l)lﬁ‘?’ (11.55)

kde p, v = 0,1. Podobné jako jsme zavedli konvenci pro indexy i, j, k, [,... a a, b, ¢, d, ..., tak
zavedeme konvenci, podle které budou fecké indexy u, v, «, (3, ... nabyvat hodnot 0, 1. Hodnoty,
kterych nabyvaji fecké indexy tedy nebudeme, pokud k tomu nebude néjaky zvlastni davod,
vypisovat. Relace (I1.52), (I1.53) a limitu r — oo vztahu (I1.54) pfepiseme pomoci tohoto znaceni
jako

[A*y, A%] =0, [A*,, h,] =0, [h,,h,] =0,
A®,905A", = g, AFog®PAY g = gh”,
AN, = Ay @ A%y, Ah,=1®h, +h, ® A,
e(AF)) = ok, e(h,) =0,
S(A*,) = g"aA’.gp,, S(hy) = —guwA”ag®’hg, (IL.56)

piicemz matice A*, a g,, jsou

Guv = (1 _'1) , g = <1 _‘1> . (I11.57)

Podobné, jako jsme v odstavcich I1.3 a I1.5 zavedli znaceni prvki tij a x; pomoci 3 x 3 matice
t a fddkového vektoru x, zavedeme pro symboly A¥, a h, znaceni pomoci 2 x 2 matice A
a tadkového vektoru h, to jest

A% A°
A= (Alg Ali) ) h = (hg hl) .

Pii rozepisovani vztahti v maticovém znaceni, to jest vztaht obsahujicich symboly A, h, do
indexového znaceni si budeme poc¢inat analogicky k tomu, jak bychom postupovali v pripadé
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matice t a fadkového vektoru x. Vicenasobny vyskyt symbolu A tedy budeme interpretovat jako
nasobeni matic a soucasny vyskyt symbolu h a A budeme interpretovat jako nasobeni radkového
vektoru matici. Vztahy (I1.56) pak s uzitim tohoto znaceni zapiseme jako

[AF,, A%] =0, [A¥), h,] =0, [ho, h;] =0,
ATgA =g, AgAT =g,
AA =A@ A, Ah=1®h+h®A,
e(A) =90, e(h) =0,
S(A) = gAyg, S(h) = —hgATyg,

Vzniklou Hopfovu algebru, to jest algebru generovanou prvky A#,, h,, u, v = 0,1 s relacemi,
kondsobenim, kojednotkou a antipodem (I1.56) budeme oznacovat symbolem Pol(P(1,1)).

Stejné tak, jak jsme provedli limitu r — oo v piipadé relaci (I1.52), (I1.53) a vztahu (I1.54),
které urcuji Hopfovu algebru Pol(SO(2,1)), provedeme také limitu r — oo v piipadé pravé
Pol(SO(2,1))-komodul algebry V. Pro tento tcel pieznacime x,,,2 — X, i = 0,1, coz znamena,
ze zménime zpusob indexovani prvka x; algebry V. Prvky, které jsme dosud znaéili jako xa, x3,
budeme nyni znacit symboly xg, x1. Prvku, kterému ve starém znaceni odpovidal symbol x1,
neni v novém znaceni pfifazen zadny symbol, protoze podle vztahu (I1.47) ho muzeme nahradit
vyrazem obsahujicim pouze prvky xo, x3, kterym v novém znaceni odpovidaji symboly xq, x;.
Relace (I1.36) a limitu zobrazeni § (I1.51) pfepiSseme pomoci tohoto znaceni jako

[x0,x1] =0,
B(x,) =1®h,+x, ®A”,. (I1.58)

Limitu Pol(SO(2,1))-komodul algebry V, to jest algebru generovanou prvky x,, u = 0,1 s re-
lacemi (I1.58) budeme znacit symbolem Pol(R?). Tato algebra je pravou Pol(P(1,1))-komodul
algebrou se zobrazenim (3 urcenym vztahem (I1.58). Stejné, jako jsme zavedli znaceni prvku h,,
pomoci fddkového vektoru h, zavedeme také znaceni prvki x, pomoci fddkového vektoru x,

X = (XO Xl).

Pfi rozepisovani vztaht v maticovém znaceni do indexového znaceni budeme v piipadé radkového
vektoru x postupovat stejné, jako bychom postupovali v pripadé fdadkového vektoru h. Vztah
(I1.58) definujici zobrazeni (3 tedy muzeme v tomto znaceni zapsat jako

B(x)=1h+x® A.
Nyni se pokusime vyjadrit bilinearni formu (I1.21), (I1.22), (I1.23), vy¢islenou na prvcich A*,
a h,,. Nejdiive ukdzeme, ze pro zadani bilinearni formy na Hopfové algebie U(so(2, 1)) a Hopfové
algebie Pol(P(1,1)) stac¢i zadat hodnotu vyrazu
(Pa, AM), (Pa,h), (N, A",), (N,h,). (I1.59)
Pro jednotkové prvky z Hopfovych algeber U(so(2,1)) a Pol(P(1,1)) musi podle (1.37) platit
(1,1) =1, (X,1) = e(X), (1,¢) = e(¢), (I1.60)

kde X € U(so(2,1)) a ¢ € Pol(P(1,1)). Protoze bilinedarni forma je bilinedrnim zobrazenim,
urc¢uji vyrazy (I1.59) hodnotu bilinedrni formy vyé¢islené na prvku z Hopfovy algebry U(so(2,1)),
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ktery je linedrni kombinaci prvka Py, Pi, N a na libovolném z prvka A*,, h, Hopfovy algebry
Pol(P(1,1)). Nyni ukazeme, jak lze tuto bilinedrni formu vy¢islit pro prvky z Hopfovy algebry
U(so(2,1)), které jsou tvaru X1 Xo--- X, k =2,3,..., kde prvky X;, Xo,..., X} jsou linedrnimi
kombinacemi prvka Py, Py, N, a pro prvky A*,, h, Hopfovy algebry Pol(P(1,1)).
(X1 Xy Xy A) = (X1 @ X0 ® - @ X, AP TTA) = (X1 0 X0 @ @ Xj, AQA® - @ A)
= <X17 A><X27A> T <ka A>a
(X1X5- - Xp,h) = (X1 @ Xo ® --- @ Xy, AF"1h)
:<X1®X2®"'®Xk,1®1®"'®1®h+1®1®"'®h®A+"'
+4+1h® - - ARA+hRIAR---RARA)
= (X1, 1)(X2,1) -+ (Xpp1, I( X, ) + (X3, 1)(X2, 1) -+ - (Xppoy, ) (X, A) +
+ (X1, 1)(Xo, h) -+ (Xpoq, AY (X, A) + (X0, h)(Xp, A) -+ (Xpy, AY(X, A)
— e(X1)e(Xa) - (X 1) (X h) + (X1)e(Xa) <+ (X1, B) (X, A) -
4 €(X0) (X, ) (X1, AN (X A) -+ (X0, 1) (X, A) -+ (i1, A) (X, A)
(X0 B (X A) - Xy A (X A), (IL61)
kde vyrazy (X;, A), (X;,h), i =1,2,...,k jsou urceny pomoci (II1.59), a kde jsme vyuzili toho,
ze podle (I1.10) €(X;) = 0. Protoze libovolny prvek Hopfovy algebry U(so(2,1)) lze vyjadiit jako
linearni kombinaci jednotkového prvku a prvkua tvaru X7 X5 - - - X, umoznuji tyto vztahy vyéislit
bilinedrni formu na libovolném prvku algebry U(so(2,1)) a na prvcich A*,, h, z Hopfovy algebry
Pol(P(1,1)). Libovolny prvek Hopfovy algebry Pol(P(1,1)) je mozno zapsat jako linedrni kom-
binaci jednotkového prvku a prvka tvaru A#t, A#?,, --- A#k, hy h,, - -hy, kde k, 1 =0,1....
Podaii-li se nam tedy urcit hodnotu bilinearni formy pro libovolny prvek z Hopfovy algebry
U(so(2,1)) a pro tyto prvky, pak bude bilinedrni forma definovdna pro vsechny prvky z Hop-
fovych algebrach U(so(2,1)) a Pol(P(1,1)). Pro prvek X z Hopfovy algebry U(so(2,1)) a prvek
tvaru A#1, AF2,, - AFR, Dy hy, - -hy, z Hopfovy algebry Pol(P(1,1)) dostavdame
(X, AR, AF2,, - APR ) Dy hy, - - hy,)
_ <Ak+l_1X, A'ul,/l ® 1&#2[/2 R ® Aﬂkyk ® ha1 ® ha2 R ® hal>
= <X(1) ® X(2) R ® X(k+l),A“1u1 A2, ® - ® A#kuk ®@hy, @hy, ®---® hal>
= (X(1), A (X (2), A2 05) - (X rys A% X (k1) Doy ) (X (k12), Do) -+ (X ()5 Dy )
(1I1.62)
piicemz hodnoty vyrazii (X(;), A*,,) a (X(;), ha;) 1ze urcit pomoci (IL.61). Vyrazy (I1.59) tedy
zadavaji bilinearni formu na Hopfovych algebrach U(so(2,1)) a Pol(P(1,1)).
Zkusme urc¢it hodnotu téchto vyrazu, to jest

<Paa AMV) = rh—>Igo<Paa tu+2u+2> =0,

<PO“ h#> - rh—>ngo<Po” Ttlu+2> - rlirgo TGop

(N,A*,)) = lim (N,t""2,5) =

T—00

(N, h,) = lim (N, rt!42) =0, (11.63)

)

1 pokud =1, v =0nebo u=0,v=1
0 jinak

kde jsme uzili (I1.55), (I1.22) a (I1.9). Je vidét, ze druhy vyraz obsahuje divergentni ¢len, bilinedrni
formu tedy nelze timto zpusobem definovat. Abychom odstranili tento divergentni ¢len, provedeme
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v Hopfové algebie U(so(2,1)) zdmeénu generujicich prvku Py, P, N za nové prvky Pj, Py, N’
tak, abychom do vyrazu (I1.63) zahrnuli parametr r zpusobem, ktery odstrani divergenci. Touto
zdmeénou bude

1 1
N' =N, Pl = =Py, Pl =-P, (11.64)
r r
Provedeme-li zdménu Py, Py, N za P}, P{, N', tak bychom méli pfepsat také relace (I1.6) a vztahy
(I1.10), které definuji kondsobeni, kojednotku a antipode. Napiiklad relaci [Py, P1] = —N pfepi-
Seme jako

_N/ = —N = [Po,Pl] :T2[%PO,%P1] :TQ[P[SvpllL

z ¢ehoz dostavame [Py, P{] = —T%N ’. Podobnym zpusobem piepiSeme i zbylé relace (I1.6) a vztahy
(I1.10), vyslednymi vztahy pak budou

[N', Pg] = Py, [N', Pl] = Iy, [Py, Pi] = == ',
APi=Py®1+1® P, AP[ =P/ ®1+1® P, AN'=N'@1+1® N/,
e(P}) =0, e(P]) =0, e(N') =0,
S(Ry) = —F, S(P) =P, S(N') = -N".
Srovname-li tyto relace a vztahy definujici kondsobeni, kojednotku a antipode s puvodnimi rela-
cemi a vztahy (I1.6), (I1.10), tak vidime, ze jedinym rozdilem je to, ze misto relace [Py, Pi| = —N
mame relaci [P, P{] = —T%N ’. Limitou r — oo dostaneme Hopfovu algebru generovanou prvky

Py, P{, N’ s relacemi, konasobenim, kojednotkou a antipodem

[N, Fo) = 1, [N, Pi] = Fo, [P, P1] =0,
AP, =Pi®1+1® P, AP[=P[®1+1® P, AN'=N'@1+1@ N/,
e(P)) =0, e(P]) =0, e(N") =0,
S(FPy) = —F, S(P)) = —P], S(N') = —N". (IL.65)

Tuto Hopfovu algebru budeme znacit symbolem U(p(1,1)).
Vy¢islime-li vyrazy (I11.59), ve kterych nahradime Py, Py, N za Pj, P/, N', tak dostaneme

<Po,m AMV) = rlirgo<%Pa> tﬂ+2y+2> =0,
(Py,hy) = rh—>rgo<%Pavrt1u+2> = Jop

(N, A",)) = lim (N, /2, ) =

T—00

)

1 pokud =1, v =0nebo u=0,v=1
0 jinak
(N, hy,) = lim (N, rt!i2) =0, (11.66)

kde jsme uzili (I1.55), (I1.64), (I1.22) a (I1.9). Jak je vidét, tyto vyrazy jiz neobsahuji divergentni
¢len a spolu se vztahy (I1.60), (I1.61) a (I1.62) definuji bilinedarni formu pro Hopfovy algebry
U(p(1,1)) a Pol(P(1,1)), a definuji tak jejich dualitu.

Pro Hopfovu algebru vzniklou kontrakei Hopfovy algebry U(so(2,1)) jsme zavedli znacen{
U(p(1,1)). Tento zpusob znaceni jsme uzili z toho duvodu, ze tuto Hopfovu algebru bychom
mohli ziskat také jako Hopfovu algebru zavedenou na univerzalni obalujici algebfe Lieovy algebry
p(1,1) pomoci postupu analogickému k tomu, jak jsme zavedli Hopfovu algebru na univerzalni
obalujici algebfe Lieovy algebry so(2,1) v odstavci I1.2. Pro Hopfovu algebru vzniklou kontrakei
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Hopfovy algebry Pol(SO(2,1)) jsme zavedli oznaceni Pol(P(1,1)). V tomto pfipadé bychom
mohli tuto Hopfovu algebru vytvofit postupem uvedenym v odstavci I1.6 tak, ze bychom misto
grupy SO(2,1) uvazovali grupu P(1,1). Vzniklou bilinedrni formu, definovanou na Hopfovych
algebrach U(p(1,1)) a Pol(P(1,1)) bychom pak mohli definovat vztahem (I1.40). Také vznikld
P(1,1)-komodul algebra Pol(R?) je analogii Pol(SO(2,1))-komodul algebry Pol(R?) popsané
v odstavci I1.5, pfi¢emz nasobeni vektoru matici bychom v tomto piipadé museli nahradit afinn{
transformaci, to jest ndsobenim fadkového vektoru matici a ndaslednym pfi¢tenim vektoru.

II1.8 *-struktura

Ackoliv je Lieova algebra p(1,1), kterou bychom uzili k zavedeni Hopfovy algebry U(p(1,1)),
a grupa P(1,1), kterou bychom uzili k zavedeni Hopfovy algebry Pol(P(1,1)), definovana nad
redlnymi ¢isly, Hopfovy algebry U(p(1,1)) a Pol(P(1,1)) jsou zavedeny nad komplexnimi ¢isly.
Tento nedostatek odstranime tim, ze zavedeme *-strukturu, o které je pojednano v odstavci 1.5,
a kterou lze uzit k vyjadreni reality Lieovy algebry p(1,1) a grupy P(1,1).

V piipadé Hopfovy algebry Pol(P(1,1)) zavedené na polynomech na grupé P(1,1) zavedeme
operaci x zpusobem uvedenym v [12], to jest tak, aby pro polynomy f z Pol(P(1,1)) platilo

f*(9) = f(9),
pro viechna g € P(1,1). V piipadé prvku A, a h, to znamena, ze
AT = AF,, h), =h,. (I1.67)
Jak vime z odstavce 1.5, vztahy urcujici operaci * na prvcich A#,, h, urcuji tuto operaci na celé
Hopfove algebie Pol(P(1,1)) tehdy, kdyz jsou pro tyto prvky splnény axiomy (1.29) a kdyz relace
zavedené v Hopfoveé algebie spliiuji podminky (1.33). Axiomy (1.29) vy¢islené na prvcich A*,, hy,
jsou
xx AP, = xA', = A",
(So#)?AH, = S* Sx AH, = S« SA*, = S x (¢"*AP ,g5,) = S("A"%55,)
= ¢"*S(A%0) 95, = 9" (9P A7 p900) 950 = 9" 900" o9 P g5, = O AT 0 = AP,
€(A")) = e(A") = 6} = e(AMy),
A(Au;) — A(A“V) — Aua ® Aau — (A,ua ® Ao‘y)*®* — (AA“V)*®*,
**h, =+h, =h,,
(Sox)*h, =SS xh, =SxSh, =5 *(—guwA”wg*"hg) = S(~Gwg* hGA";)
= S(_guugaﬁhﬁAya) = _guugaﬁs(Aya)S(hﬁ)
= _g,uugaﬁ(gypAUpgoa)(_gﬁ5A6797¢h¢) = (g;wgyp)Aap(gaagaﬁ)gBJAdfyg’w)hgb
= 55A6755955A679Wh¢ = (AougmAév)gw}% = gwg'y‘bhqg = 6ﬁh¢ = hy,
f(h;) = €(h,) =0 =e(hy),
A(hZ) =A(h,)=1®h, +h, ©AY, = (1@h, +h, ® Ayu)*®* = (Ahu)*®*a
piicemz pii tpravé vyrazi vzniklych vyéislenim axiomu (S o *)2 = id jsme uzili nékteré z relaci
(I1.56), konkrétné ATgA = g, AgAT = g, a dale toho, ze g"* a guv jsou realné symetrické
vzajemné inverzni matice. Nez se pustime do ovéfovani podminek (1.33), tak upravime vyraz pro
operaci * aplikovanou na komutator. Pro dva prvky X, Y z Hopfovy algebry dostavame

(X, V] = (XY —YX) =YV*X* - X*V* = —[X*, V"] (I1.68)
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S uzitim tohoto vztahu ovéiime podminky (1.33) pro prvni tii relace z (I1.56), to jest nulovost
vyrazi

[AFy, A% )" = =AM, A% = —[A¥), A%] =
[Auyaha]* = —[A“;ﬁ,hm = _[Auuaha] =0,
by h|* = —[h;,hj] = —[h,, h,] =0

Zbyva oveérit podminku (1.33) pro zbyvajici relace z (I1.56), to jest nulovost vyrazu

(AaugaﬁAﬂV - guu)* = Aﬂz*/@Aa; —Juw = Aﬁu.goeﬂAau — Guv = AaugaﬁAﬂ — Guv = 0,
(Afag®PA"s — ") = AV gAY — g7 = A g P Ao — g = AV g™ A5 — g = 0,

kde jsme uzili toho, ze g a g, jsou realné matice a toho, ze prvky A¥, mezi sebou komu-
tuji. Podminky (1.33) jsou splnény pro vsechny relace zavedené v Hopfové algebie Pol(P(1,1))
a splnény jsou také axiomy (I.29) pro prvky A*,, hy,, vztahy (I1.67) tudiz definuji na Hopfové
algebte Pol(P(1,1)) strukturu x-Hopfovy algebry.

Na Hopfové algebfe U(p(1,1)) uréime -strukturu tak, aby pro bilinedrni formu platila po-
sledni z podminek (1.37), to jest

(X,0%) = (5(X)*, ),
)). Pro prvek P} z Hopfovy algebry U(p(1,1)), jednotkovy

kde X € U(p(1,1)) a <Z>€P 1
vhaha, - he,, kde k, 1 =0,1,2,... dostdvame

I(r
prvek a prvky tvaru A#?,, - .- AH

(1,

<P67(A“1V1A'“2y2 o AM thalhaz "‘hal) > = <P(I),hj; thhZIAuk* . ‘AMQ;QAH1;>
_ <P0,,hal . ha2ha1A/"‘ka .. .AHQVQA/.L1V1>

= (Py1y-hay) -+ (Poays Do ) (Poagenys A 0) -+ (B gy A )

= (P A” n) (B 0(k)’ A”kvk><P/(k+1)7ha1> (B 0(k+l)’ o)

<P(’),A“1V1Al‘ ~- APk, hy hy, - h >

= (S(P))*, Ar, Ar2,, - AFk, o hy, - - hy,). (I1.69)

Ctvrta rovnost v druhém vztahu plyne z toho, ze AF=1 P} = P6(1) ®-- -®Pé(k+l) je soucet prvku
tvaru 1@ - 1 Pj®1®--- @1, pro které plati

1 ®19P/®1® - -@1Lh, @ - @A",)
= (1, hg;) - <1=hap+1><Pévhap><1’hap—1> (1AM
= (17A“1V1> T <1’hap71> <P6ahap> (17hap+1> T <17haz>
=1® - R1Pel® -®1,AM, @ - h,),

pricemz jsme uzili toho, ze plati
<17hlt> = <17hu>7 <P67hlt> = <P67hu>7 <17AMV> = <1ﬂAMV>7 <P6ﬂAMV> = <P67AMV>7

coz je vidét z (I1.66) a (I1.60).

Uvézime-li, ze libovolny prvek z Hopfovy algebry Pol(P(1,1)) lze vyjadiit jako linedrni kom-
binaci jednotkového prvku a prvku uvazovaného tvaru, tak je ziejmé, ze musi platit S(P})* = P.
Aplikujeme-li na obé strany této rovnice operaci *, tak dostaneme S(P))** = S(P}) = Pj* a tudiz
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Py = —P|. Stejnym zpusobem lze postupovat také v piipadé prvka P a N, a ve vysledku
dostavame

PJ = —P, P* = —Pj, N"™ = —-N". (I1.70)

7 toho, co bylo napsédno v odstavci 1.5 je zfejmé, ze tyto vztahy lze uzit k zavedeni x-struktury na
celé Hopfové algebte U(P(1,1)), pficemz axiomy takto zavedené s-struktury neni t¥eba ovérovat,
protoze je mozné ukédzat, ze jsou dusledkem vlastnosti (I1.37) bilinedrni formy a platnosti axiomu
s-struktury v Hopfové algebfe Pol(P(1,1)). Vztahy (I1.70) tudiz zavadéji na Hopfové algebie
U(p(1,1)) strukturu x-Hopfovy algebry. Abychom odstranili znaménka minus ve vztazich (I1.70),
provedeme zameénu prvka P}, P/, N’ za prvky Py, Pi, N, kterou bude

Py =iP;, P =iP], N =iN'".
Je tfeba upozornit, ze ackoliv jsme uzili stejného oznaceni, jako v piipadé prvku generujicich
Hopfovu algebru U(so(2,1)), jedna se o zcela jiné prvky, které nejsou totozné s prvky Py, Py, N
zavedenymi v odstavci I1.2. Relace a vztahy definujici konasobeni, kojednotku a antipode (I1.65)

v Hopfové algebre U(p(1,1)) vyjddiime pomoci novych prvku. Napiiklad relaci [N', P}] = P|
prepiseme nasledovneé

iPi = *P| = ®[N', Pj] = [iN',iF}] = [N, Py).

Podobnym zpusobem upravime i zbyvajici vztahy v (I1.65), ¢imz dostaneme

[N, Py =iPy, [N, Pi] = iPy, [Py, P1] =0,
AP =Py ®1+1® P, AP =P, ®1+1® P, AN=N®1+1®N,
e(Po) =0, e(P1) =0, e(N) =0,
S(Ry) = =Py, S(P) =—P, S(N) = —N,
P = Py, P =P, N*=N. (IL71)

Pod *-Hopfovou algebrou U(p(1,1)) tedy budeme rozumét Hopfovu algebru generovanou prvky
Py, P1, N s relacemi, kondsobenim, kojednotkou, antipodem a operaci * (I1.71).

Také vztahy (I1.66) urcujici bilinedrni formu vyjddiime s uzitim novych prvku. Napiiklad
vztah (P, h,) = ga, upravime na

1Jop = i<P<;ahu> = <Z'P<;ahu> = <Pa>hu>'

Analogickym zpusobem upravime i ostatni vztahy z (I1.66) a bilinedrni formu pak budeme urcovat
témito upravenymi vztahy, které jsou

<PaaA#1/> = 0,
<Pa7 hu> = igauv

<N’A#V> = {

(N,h,) =0, (IL72)

i pokud p=1,v=0nebo u=0,vr=1

0 jinak

Stejné, jako jsme zavedli *-strukturu na Hopfové algebie Pol(P(1,1)), muzeme zavést také
-strukturu na Pol(P(1,1))-komodul algebie Pol(R?). Pro polynomy f na R? tedy definujeme

[1(@) = f(9),
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kde ¥ € R?. Tato definice v piipadé prvki x,, generujicich tuto algebru znamena, ze

"= x,. (IL.73)

Aby byla timto predpisem definovéna #-struktura na Pol(P(1,1))-komodul algebie Pol(R?), tak
mus{ byt pro tyto prvky splnén prvni z axiomu (1.29) a pro relaci [xg,x1] = 0 musi byt splnéna
podminka (I.33), coz zajisti, ze vztahy (I1.73) definuji na algebie Pol(R?) *-strukturu, a déle
musi byt pro prvky x,, a zobrazeni § splnén axiom (I.44). Prvni z axiomu (1.29) a axiom (I.44)
vycisleny na prvcich x,, je

X

*ARXy =Ry = Xy,
Bx) = 1@ hy 43, ® A% = (1@ hy + 3 & A”)"" = B(x,,)"".
Zbyva ovéfit podminku (I1.33) pro relaci (I1.58), to jest nulovost vyrazu
[x0, x1]* = =[x, x]] = —[x0,x1] = 0.

Vztahy (I1.73) tedy zavadi *-strukturu na pravé Pol(P(1,1))-komodul algebie Pol(R?).

I1.9 U(p(1,1))-modul algebra Pol(RR?)

V odstavci 1.8 jsme ukézali, jak lze k pravé komodul algebie piitadit levou modul algebru. V nasem
pifpadé tedy piifadime k pravé Pol(P(1,1))-komodul algebie Pol(R?) levou U(p(1,1))-modul
algebru Pol(R?). Zobrazen{ >, které urcuje ptisobeni *-Hopfovy algebry U(p(1,1)) na x-algebru
Pol(R?) je definovano vztahem (1.52), to jest

Xbo=0vD(X 0,

kde X € U(p(1,1)) a v € Pol(R?). Dosadime-li za prvek X prvky Py, P;, N a za prvek v prvky
Xy, to jest v tom piipadé, kdy budeme prvky Py, P, N z x-Hopfovy algebry U(p(1,1)) piisobit
na prvky x,, z *-algebry Pol(R?), tak dostaneme

Po>xy = 1(Po,hy) + % (Pa, A1) = igayp,

1X1 pro u =20

Nox, =1(N,h,) +x,(N,A",) = { (IL.74)

1X0 prop=1"

Protoze je algebra Pol(R?) komutativni, mizeme libovolny prvek této algebry zapsat jako
linedrni kombinaci jednotkového prvku a prvku tvaru xgx7’, kde n, m = 0,1,2,.... Urcime-li
tedy jak pusobi prvky Py, Pi, N na tyto prvky, tak bude urceno, jak pusobi prvky Py, P;, N
na libovolny prvek algebry Pol(R?). Abychom vyéislili zobrazeni > pro tyto prvky, tak nejdiive
zjistime, jak vypadd toto zobrazeni vyéislené na prvcich Py, Py, N z Hopfovy algebry U(p(1,1))
a na prvcich xj; z algebry Pol (R2), to jest na mocninch prvki Xy

n—1
Py v XZ = (ch(l) > Xu)(Pa(Q) > XM) e (Pa(n) > XM) = Z(l > Xﬂ)k(Pa > XN)(]- > X#)n_l_k
k=0
n—1
= (Xu)k(igau)(xu)nilik = igaunxzilv
k=0
n—1
Nexp = (Nay>xu)(Ngy b xp) - (Nipy b xp) = Z(l >x,)F(N > x,)(1ex,) "
k=0
n-l X X ixinxy ! pro u =0
= (xu) (NDXM)(xu)nili = (NDXu)nxﬁil =9 . n_1 ;
=0 1XQNXy pro =1
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kde jsme uzili prvni z vlastnosti (I1.50) a druhé z vlastnosti (1.49), komutativity prvkia x, a toho,
76 A" 1Py =Pa®1® 91410 @1+ 41010 ®Paa A" IN=N®1®
1T+ 1IRN®--- Q@1+ 4+1®1®---® N. S uzitim téchto vztaht vycislime zobrazeni >
pro prvky Py, Pi, N a pro prvky 1, x3x7 z algebry Pol(R?), ¢fm# dostaneme

Pyv1=e(Py) =0,
Pirl1=¢P) =0,
Np>1=¢(N)=0,
Poo X = (Poyy & X8) (Pogay & X7) = (15X8) (P b x) + (By o x8) (16 x7)

o .0
= inx) X = i— (xhxT),

BXO
Pro>xpxy" = (P > x5)(Pyo) > x71") = (1o x0)(PL>x7") + (P exg) (1> x77)

= —imx{x" T = i (xhxT),

8x1
N xpxi' = (N >xp) (N > x1") = (1>x0) (N >x7") + (N> x5)(1>x7")
0 0
= ixinx{ x4 ixomx{x]" T = (ixlaxo + ixXo 6)(1) (xpxT"),
kde jsme vyuzili komutativity prvki x,, a vlastnosti (1.49), (I.50) zobrazeni >. Jak jsme v téchto
vztazich naznagili, pisobeni prvkia Py, P;, N na algebie Pol(R?) lze vyhodné zapsat pomoci
vztahti obsahujicich derivace. Budeme-li tedy na algebru Pol(R?) pohlizet jako na algebru poly-

nomt na R?, o které jsme se zminili v odstavci I1.6, tak budeme moci pro polynomy f z Pol(R?)
psat

0
Pyv f(x0,%x1) = ZaT(Of(XoaXl),

.0
Pl > f(XO,Xl) = _ZTmf(XO7X1))

0 0

N> f(Xo,Xl) = <iX0(3)(1 + iX1aX0) f(X(),Xl). (1175)

I1.10 Algebra operatoru

V tomto odstavci uzijeme apardtu zavedeného v odstavci 1.10 k tomu, abychom vytvorili z *-
Hopfovy algebry U(p(1,1)) a U(p(1,1))-modul algebry Pol(R?) %-algebru, a ukizeme, ze tato
algebra spliiuje pozadavky kladené na algebru operatoru popisujicich specialni teorii relativity.

Prirozenou algebrou generdtoru symetrie specidlni teorie relativity je univerzalni obalujici
algebra U(p(1,1)), to jest algebra, na které jsme vztahy (I1.71) zavedli strukturu Hopfovy algebry.
Tato algebra je algebrou generovanou prvky Py, Pi, N s relacemi

[N, Po] =P, [N, P]| =iPy, [Py, P1] = 0. (I1.76)
Tuto algebru bychom chtéli doplnit tak, aby obsahovala také operatory poloh. Vhodnymi kan-

didaty na operatory poloh by mohli byt prvky x, z algebry Pol(R?). Tato algebra je algebrou
generovanou prvky x,, s relaci (I11.73), to jest

[XO, Xl] =0. (1177)
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V algebie generatoru symetrie uvazujme prvek G, ktery je linedrni kombinaci prvka Py, P, N
s redlnymi koeficienty, to jest G = a1 Py + as Py + agN, a1, as, a3 € R. V kvantové mechanice
hraje vyznamnou roli prvek —i£G, & € R, ktery generuje infinitezimalni transformace a prvek
e %G ktery generuje konecné transformace.

My se nyni podivdme na zobrazeni > definujici pusobeni prvku Hopfovy algebry U(p(1,1))
na algebru Pol(R?), které jsme zavedli v predeslé kapitole, a ukdzeme, Ze prvky —ifG a e~%¢
generuji pozadované transformace prvki x,,.

Nejdiive budeme uvazovat prvky —i{G a ukdzeme, ze infinitezimdlni transformaci prvku x,,
na prvek X;A generovanou timto prvkem lze zapsat vztahem

X, =X, + (—i£G > x,) + O(£?). (I1.78)

Tento vztah vycislime pro prvky G = Py, Pi, N, ¢imz dostaneme

X, = Xy, + (—i6P, > %) + O(€%) = %, + £y + OE),
xo + &x1 + O(€?) pro pu=0
)

X, = X + (—iEN > x,,) + O) = {X1 + €xo + O(&?

prouzl’

kde jsme uzili vztahu (I1.74). Z téchto vztahu je vidét, ze vztah (I1.78) definuje infinitezimdlni
transformace prvki x,,, které bychom ocekavali v pripadé, kdy by reprezentovali operatory polohy.

Nyni budeme uvazovat prvky e ¢ a ukazeme, ze transformaci prvku X, na prvek X;L gene-
rovanou timto prvkem lze zapsat vztahem

/

_ _—itG
X,u =€

> Xy (I1.79)
Tento vztah opét vycislime pro prvky G = Py, P;, N. Pro prvky P, dostaneme
X;L = ¢ %M >x, = (1—-iP, — %szyZ + )Xy
= (1>x,) — (P, >x,) — %52(Pu> (Pyoxy)) + - =%Xu + &G,

kde jsme uzili vztaht (I1.74) a toho, ze P, > (P, >x,) = P, > (ig) = iguwe(FP,) = 0 a nulové jsou
samoziejmé také vSechny ¢leny obsahujici P, v mocniné vyssi nez druhé. Tyto vztahy popisuji
translace o £ a to ve sméru xg v pfipadé Py a ve sméru x; v pripadé P;. Prvky Py, P; tedy urcuji
vztahem (I1.79) transformace prvku x,, které bychom ocekavali v piipadé, kdy by tyto prvky
reprezentovali operdtory poloh. Zbyva vyjadfit vztah (I1.79) pro pfipad, kdy G = N. Abychom
tak mohli ué¢init, tak si vSimnéme, Ze muzeme psat

—iN > xg i 0 1 X0
—iN>xy/) \1 0)\x1)’
coz je vidét z (I1.74). S uzitim tohoto vztahu pak muzeme vztah
1
_i¢EN .
X, =€ N x, = Z mf"(—zN)” > X,
n=0
zapsat jako
X{ _ i ig” 0o 1\" xp\ _ [cosh§ sinh§ xp\ _ [cosh&xg + sinh £xq
x)) < n! 10 x1)  \sinh¢ coshé) \x;)  \sinh&xg+ coshéxy )
n=
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Tento vztah popisuje Lorentzovu transformaci. Také v piipadé G = N dostaneme vztahem (I1.79)
transformaci, kterou bychom ocekavali v ptipadé, kdy by prvky x, reprezentovali operatory
polohy. Vidime tedy, ze vztah (I1.78) urcuje infinitezimalni transformace a vztah (I1.79) uréuje
koneéné transformace.

V kvantové mechanice urcujeme transformaci operatoru x, na operator x,

o
&G jako

urcenou prvkem

< = e—i&G

" x,,e%¢. (I1.80)

Rozvojem tohoto vyrazu dostaneme vyjadieni pro infinitezimalni transformaci
“8Ox, €0 = (1 — G + O(€%))xu(1 +i€G + O(£2)) = x, — i€Gx,, + i€x,G + O(£?)
= x, — i[G,x,] + O(€7).

, —_—
xu-—e

(I1.81)

Nasim 1kolem bude vytvorit algebru, kterd bude obsahovat jak algebru generatoru symetrie
(I1.76) tak algebru poloh (I1.77) takovou, ze relace mezi prvky z téchto algeber budou zavedeny
tak, aby platilo

G, x,] = G>xy,
e 8 0%, e = 0 b x . (I1.82)
Relace mezi algebrou generdtoru symetrie a algebrou poloh tedy budeme chtit zavést tak, aby
vztah (I1.81) popisoval infinitezimdalni transformaci uré¢enou vztahem (I1.78) a aby vztah (I1.80)

urcoval transformaci (I1.79).
Uzijeme-li struktury Hopfovy algebry zavedené na algebie U(p(1, 1)), tak muzeme psat

G(l)X#S(G(Z)) = GX#S(I) + 1XuS(G) = GXM — X“G = [G,XM],
(e*igG)(l)xuS ((efigG)(Q)) = e*igaxuS(eﬂfG) = eiiécxueigc",

kde G(1) ® G2y = AG a kde jsme uzili toho, Ze

Ae—ifG:AooﬂG”:m( 5 (i )"
nE—:O n! nZ—O n=0
:i(_i@nzﬂ:<>(c;®1) 1®G)" i —K)7__n {(GF @G
= n! — k ~ n!  kl(n—k)
e (R ¢! Gl _ i€G o pitC
_Zzik'l' G'eG = ® = ®e "7,
k=0 =0 o k=0

pricemz jsme uzili toho, ze vyrazy (G ® 1) a (1 ® G) spolu komutuji a v paté rovnosti jsme
zameénili index n za k + [, a ddle jsme uzili toho, ze

n=0 n=0 n=0

Vztahy (I1.82) tedy muzeme zapsat jako



Tento vztah koresponduje se vztahem (1.59), platnym v bicrossproduct algebie s kterou jsme se
setkali v odstavci 1.10. Bicrossproduct algebra Pol(R?) x U(p(1,1)) je tudiz hledanou algebrou
operatoru.

Bicrossproduct algebra prifazend k x-Hopfové algebie U(p(1,1)) a U(p(1,1))-modul algebie
Pol(R?) je *-algebrou, kterou budeme znacit symbolem B, zavedenou na tenzorovém souéinu
Pol(R?)®U(p(1,1)) tak, Ze pro prvky tvaru v ® h, kde v € Pol(R?) a h € U(p(1,1)), je nésoben{
urc¢eno vztahem (1.54), to jest

(v®@h)(u®g) = v(ha)>u) ® heg, (I1.83)

kde h(1) ® h(g) = Ah. Pro *-algebry U(so(2,1)) a Pol(R?) dale definujeme injektivni homomor-
fismy (1.55), (I.55) do x-algebry B

v 1,
1® h,

) )

kde v € Pol(R?) a h € U(p(1,1)). Tyto homomorfismy identifikuji *-algebry U(p(1,1)) a Pol(R?)
jako podalgebry algebry B. P
Dosazenim do definice (I1.83) miizeme uréit vyrazy pro nasobenf mezi prvky Py, Pp, N a prvky
X,., které jsou
=

x,P,=(x,®1)(1®P,) =x,(1>1)®1P, =x,® P,,

Px,=1®P,)(x, ®1) =1P,1)>Xu) ® Pyl = (P, >x,) @1+ (1>%x,) ® P,
=igul®1l+x,® P,

N =(x,01)(1®N) =x,(1>1) @ 1N =x, @ N,

N, = (1@ N)(x,®1) = 1(Nyy>x,) @ Nyl = (Npx,) @1+ (1bx,) @ N

X1 ®1 pro =20

=x, QN + )
a {ix()@l prou=1

kde jsme uzili (I1.74), a toho, ze plati axiomy (1.49), (I1.50). Tyto vyrazy vedou ke komutdtorum

—

[)/(\uapy] = )/(\MPZI - PV)/(\M = _ig,uw

[N.X1] = Nxi - %N = i,
které spolu s relacemi (IL.71) z algebry U(p(1,1)) a relacemi (I1.58) z algebry Pol(R?) uréuji
strukturu algebry B.

Hledanou algebrou B, ktera je algebrou operatoru specidlni teorie relativity, je tedy algebra
generovand prvky Py, P, N, Xg, X1 s relacemi

N, Po] =Py, N, ] = iR, (Po, P1] =0,
[)/(67 XAl] =0,
%0, ) = ~iguw, [N, %] = ixy, [N, %) = ixy. (I1.84)

Protoze Hopfova algebra U(p(1,1)) je x-Hopfovou algebrou a algebra Pol(R?) je x-algebrou,
bude vznikld algebra operatorii B #-algebrou. Operace x bude v této algebfe uréena vztahy
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(I1.71) uréujicimi operaci * v x-Hopfové algebie U(p(1,1)) a vztahy (I1.73) urc¢ujicimi operaci *
v algebie Pol(R?), to jest vztahy

A=, A= V=
=% (IL.85)

Fyzikdlné bychom mohli operaci * interpretovat Jako operaci, kterd prifazuje operatoru OeB
adjungovany operator O* operatory Pg, Pl, N X0, X1, které reprezentuji fyzikalni veliciny jsou
pak samoadjungované.

V odstavci 1.10 jsme se zminili o tom, Ze pro bicrossproduct algebru lze reprezentovat na modul
algebfte, kterou jsme uzili pfi jeji definici. V nasem piipadé tedy muzeme definovat reprezentaci
algebry B = Pol(R?) x U(p(1,1)) na vektorovém prostoru Pol(R?), to jest na prostoru vsech
polynomu na R?. Tato reprezentace je definovdna vztahem

(v@h)»u=uvh>u),

kde (v®h) € B au € Pol(R?). Dosadime-li do tohoto vztahu prvky Py, P1, N, X5, X1 a polynomy
f z Pol(R?) tak dostaneme

X W f(x0,%1) = (%, @ 1) » f(x0,%1) = xu(1 > f(x0,%1)) = %, (%0, %1),

B Jx0.x0) = (16 Bu) » f(x0,5x1) = LBy f (50, x0)) = i (x0,50)

v

~

N » f(Xo,Xl) = (1 ®N) | 2 f(Xo,Xl) = l(NDf(X(],Xl)) = <ZXOai + X3 8?(0) f(Xo,Xl),
(IL.86)

kde jsme uzili vztahu (I1.75). Tato reprezentace je zndmou soufadnicovou reprezentaci.
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IIT Uziti Hopfovy algebry pri konstrukci dvojité specialni teorie
relativity

V této kapitole bude uzito stejného postupu jako v kapitole IT k tomu, aby bylo na jednom piikladé
ukézéno, jak lze uzit struktury Hopfovy algebry k doplnéni algebry generdtoru dvojité specidlni
teorie relativity s jednou ¢asovou a jednou prostorovou dimenzi o operatory polohy a vytvoreni
algebry operdtoru popisujici dvojitou specidlni teorii relativity.

V odstavci II1.1 zavedeme Hopfovu algebru Ugy(so(2,1)), kterd je g-deformovanou Hopfovou
algebrou vytvofenou postupem, ktery zavedl Drinfeld a Jimbo. V odstavcich II1.2 az II1.5 za-
vedeme Hopfovu algebru SO,4(2,1) dudlni k této algebie a pravou SO,(2,1)-komodul algebru.
V odstavci I11.6 pak z téchto Hopfovych algeber a komodul algebry vytvoiime Hopfovy algebry
Uqs(p(1,1)), Py(1,1) a pravou FPy(1,1)-komodul algebru. V odstavci II1.7 doplnime tyto Hopfovy
algebry a komodul algebru o *-strukturu a v odstavci II1.8 uzijeme duality Hopfovych algeber
Uy(p(1,1)) a Py(1,1) k tomu, abychom z pravé P,(1,1)-komodul algebry vytvofili také levou
Uq(p(1,1))-modul algebru. V odstavci II1.9 vytvoiime z Hopfovy algebry U,(p(1,1)) zavedené
na algebfe generatoru symetrie dvojité specidlni teorie relativity a z levé Uy (p(1,1))-modul alge-
bry, kterd bude predstavovat algebru operdtoru poloh, algebru, kterd bude algebrou operatoru
popisujici dvojitou specialni teorii relativity.

ITI.1 Hopfova algebra U,(so(2,1))

V odstavci I1.1 jsme zavedli Lieovu algebru so(2, 1), ktera byla tvofena tfidimenzionalnim vekto-
rovym prostorem s bazovymi vektory Py, P;, N a Lieovou zavorkou uréenou vztahy

[N, Py = P, [N, Py = P, [Py, Pi] = —N. (I11.1)

V této Lieové algebie provedeme zménu baze a misto vektoru Py, P;, N budeme uvazovat vektory
H, X, X_ zavedené vztahy

H = 2P, Xy =NFP, (I11.2)

S uzitim matic muzeme tuto zménu béze spolu s inverzni zménou zapsat jako

H L2 N N .3 N\ /H
X, =11 . -1||R], Pl=(3 - .][x:]. (I11.3)
X_ 1. 1)\~ Py - i) \XC

Lieovy zévorky pro nové bazové vektory H, X, X_ urc¢ime pomoci Lieovych zavorek (I11.1) pro
pivodni bazové vektory

[H,X1] = [2Py, N ¥ P1] = 2([Po, N| F [P, P1]) = 2(—=P1 = N) = £2(N ¥ P) = £2X,
[X+,X_] = [N—Pl,N-i-Pl] = [N,N]—F[N,Pl]—[Pl,N} — [Pl,Pl] =P+ F=2P=H.

Vytvotenou Lieovu algebru, kterd je totoznd s puvodni Lieovou algebrou so(2,1) budeme znacit

jako sl(2), protoze prvky H, X, X_ tvoii standardni volbu béze v Lieové algebie sl(2) tvorené

2 x 2 maticemi s nulovou stopou .

'Prvktm H, X, X_ v Lieové algebfe sl(2) odpovidaji matice

n=(! ). xe=(1), =i )
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Postupem popsanym v odstavci I1.2 bychom mohli pro Lieovu algebru si(2) zavést Hopfovu
algebru definovanou na univerzalni obalujici algebie U(sl(2)), kterd by byla Hopfovou algebrou
generovanou prvky H, X, X_ s relacemi, kondsobenim, kojednotkou a antipodem

[H, X+] = £2X3, (X, X_|=H,
AH=H®1+1®H, AX:=X1®1+1® Xg,
e(H) =0, €(X1) =0,
S(H)=—H, S(Xi) =—Xs. (IIL.4)

Quasitriangularni strukturu pro tuto Hopfovu algebru bychom mohli definovat nasledovné
R=1®1. (IIL.5)

Jinou moznosti, jak pfitadit Lieové algebie s relacemi (III.1) Hopfovu algebru, je uziti po-
stupu, ktery zavedl Drinfeld a Jimbo. Tento postup, o kterém je pojednano napiiklad v [10, Kap
3], prifazuje kazdé polojednoduché Lieové algebie £ a nenulovému komplexnimu parametru g
Hopfovu algebru U,(L). V naSem piipadé tedy pfifadime k Lieové algebie sl(2) Hopfovu alge-
bru Uy (sl(2)), ktera je [10, Kap 3] Hopfovou algebrou generovanou prvky H, X, X_ s relacemi,
konasobenim, kojednotkou a antipodem

¢ —q7"
[H7 X:l:] = :|:2X:t, [X+7X—] = ﬁv
AH=H®1+1®H, AX. = X4 ®q7 + ¢ 7 ® Xy,
e(H) =0, e(X1) =0,
S(H)=—H, S(X4) = —¢' Xy, (I11.6)
kde ¢ je néjaky nenulovy komplexni parametr. Aby méli vyrazy qi%, ¢ néjaky smysl, bu-

deme parametr g zapisovat jako ¢ = e2 a vyrazy obsahujici ¢ pak budeme interpretovat pomoci
H
mocninného rozvoje. Napiiklad vyraz ¢*2

‘ “&x(z) (+3)

Pro Hopfovu algebru U,(sl(2)) existuje také quasitrianguldrni struktura [10, Kap 3]

rozepiseme jako

H _H
R = g i ator b an

kde g-exponencidla e,—2 je definovana vztahy

— " 2 2 2 2 R e
T 2N — e 121 e R
€q—2 —ngo [n;q_g]!a [nvq ]_ [naq Hn L;iq ] [Lq ]7 [nvq ] - 1_q_2 :
Prvnimi ¢leny v rozvoji této g-exponencialy jsou
2 3
T T

eto=1+z+ - +O(z). I11.8
“’ v T ar ettty O (L)
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Provedeme-li zaménu prvka H, X, X_ za prvky Py, P1, IV, to jest ziménu inverzni k zaméné
(IT1.2), kterou jsme provedli v piipadé prechodu od bazovych prvku Py, P;, N k bdzovym prvkum
H, X, X_, tak ziskdme vztahy

1 q2P0 _ q72P0
[N,PO]:Pl, [N7P1]:§W7 [P07P1]:—N7
APy=Py®1+10F, AP =Pe¢?+¢"ePm, AN=N@¢? +¢ PN,
e(Po) =0, e(P1) =0, e(N) =0,
—1 ] 1 -1
S(Py) = —Py, S(P)=-4—P =N, S(N)=-"—P - N

(I11.9)

Hopfovu algebru generovanou prvky Py, P, N s uvedenymi s relacemi, konasobenim, kojednotkou
a antipodem budeme znacit symbolem U, (so(2,1)).

Lze ukéazat, ze provedeme-li ve vztazich (IIL.6), (IIL.7) limitu ¢ — 1 (A — 0) tak ziskdme
vztahy (II1.4), (IIL.5) a podobné, provedeme-li ve vztazich (II1.9) limitu ¢ — 1 tak ziskdme vztahy
(IL.6), (I1.10). Na Hopfovy algebry U, (sl(2)), Uy(s0(2, 1)) tedy muzeme pohlizet jako na deformace
Hopfovych algeber U(sl(2)), U(so(2,1)), pficemz mira deformace je uréena parametrem ¢ ().

V dalsich vypoétech budeme potiebovat vyraz pro kondsobeni vyéislené na prveich ¢=10, to
jest

+P, 1 N\, 1A n o= 1 /A" "

n=0 n=0 n=0
_ZH i§ Z k (o) (1o R)" Zzn|k|n_ i§ 0 ® 5o
n=0 k=0 n=0 k=0
1 A\ k R +P, =Py
=0 k=0 k=0

kde jsme uzili toho, ze prvky (Py® 1) a (1 ® Py) spolu komutuji.

III.2 Reprezentace algebry U,(so(2,1))

V odstavci I1.4 jsme vytvorili Hopfovu algebru duélni k Hopfové algebie U(so(2,1)) jako mati-
covou bialgebru a pfi definici bilinedrni formy jsme uzili reprezentace algebry U(so(2,1)) pomoci
3 x 3 matic. Abychom mohli postupovat stejnym zptsobem i v pripadé konstrukce Hopfovy alge-
bry dudlni k Hopfové algebfe U,(so(2,1)), budeme potiebovat reprezentaci této algebry pomoci
3 X 3 matic.

Tuto reprezentaci zavedeme stejnym zpusobem jako v piipadé U(so(2,1)). Pro jednotkovy

prvek definujeme
p(1) =9, (IT1.10)

kde 0 je jednotkova matice, pro prvky z Uy(so(2,1)), které jsou linedrnimi kombinacemi prvki
Py, P1, N uréime reprezentaci p tak, ze zaddme matice

p(PO)v IO<P1)7 p(N)7 (IIIll)

a pro prvky z Uy(so(2,1)), které jsou tvaru X1 Xo--- Xy, kde k =2,3,... a X3, Xo,..., X} jsou
linedrni kombinace prvku Py, P, N vy¢islime zobrazeni p vztahem

p(X1 X2 -+ Xpp) = p(X1)p(X2) - - p(X), (IIL.12)
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kde nasobeni na pravé strané je nadsobenim matic. V kapitole I1.2 jsme ukazali, Ze takto zavedené
zobrazeni p je definovano pro celou algebru generovanou prvky Py, P, N.

Pti urc¢ovani vztahu (II1.11) zkusime vyuzit toho, ze algebra U, (so(2, 1)) je podobnd s algebrou
U(so(2,1)), a budeme ptedpoklddat, ze také matice (III.11) budou podobné s maticemi (IL.9).
Budeme predpokladat, ze

Sl . LA L
pP)=1(1 . .|, p)=|. . .|, o=|. . ], (IIL.13)
. B . . . D

kde A, B, C, D jsou néjakd, zatim neurcend ¢isla. Reprezentaci prvni a tieti relace z (IIL.9)
ziskame rovnice

S 1. .. =C .. —A
[P(N), p(Po)] = AN ON I I S =|. . . )1=1. . .| =pPF),

N .. -A S e
p(Po),p(P)l= (|1 . |, - - =|. . “A|l=1|. . =C|=p(=N).
B . . .—B . . =D

Aby bylo zobrazeni p dobfe definovdno i poté co zavedeme tyto relace, musi byt tyto rovnice
splnény, musi tedy platit C = A, D = B. Reprezentaci zbyvajici relace z (I11.9) ziskdme rovnici

. .. —A . AB
oo = | [l [ )= (4B
B . B
1 n
1g*0 — g2 1 — 1 /A\" '
(35 ) — e o (3) T
2 q-g¢ 20 —q7") Fmgnt \2 '
_ sinh (23) 1 ! _ata [ !
Cg—q! )2
Aby byla splnéna i tato rovnice tak musi platit AB = %. Zvolime A = B = %. Prvky
Py, P1, N pak budou reprezentovany maticemi
o1 — (- . —1 — (-
p(Po)y= (1 . .|, p(P)=yZL|. . .|, p(N)=yTL-|. . 1]. (1IL14)

1

Tyto matice spolu se vztahy (II1.10), (III.12) definuji reprezentaci algebry Ug,(so(2,1)). Je videét,
ze limitou ¢ — 1 bychom z téchto matic ziskali matice (I1.9), které jsme v odstavci I1.2 uzili
k definici reprezentace algebry U(so(2,1)).

Protoze quasitriangularni strukturu R mame vyjadienu pomoci prvka H, X, X_, budeme
potiebovat také reprezentaci téchto prvku. Prvky H, X, X_ zavedené vztahy (II1.2) jsou repre-
zentovany maticemi

pH) =2 . ], p(Xy) =/ S, p(X_) =/ - C 1. amas)



IT11.3 R-matice

Pii konstrukci Hopfovy algebry dudlni k Hopfové algebie U(so(2,1)) jsme uzili R-matice, ktera
je reprezentaci quasitriangularni struktury R = RM @ R?), definované vztahem

R ;™5 = (R, @ t2) = p(RW)1 5 p(RE)™,. (IL.16)

V piipadé konstrukce Hopfovy algebry dualni k Hopfoveé algebie U,(so(2,1)) budeme tuto matici
také potiebovat, a protoze narozdil od jednoduché quasitrianguldrni struktury (I1.12) v piipadé
me vypoctu R-matice zvlastni kapitolu.

P1i vypoétu R-matice budeme postupovat tak, ze oddélené vypocteme reprezentaci prvni ¢asti

H H
s (o 1 o - (o —¢ )X41q2®q 2 X_
quasitrianguldrni struktury ¢z7®H a druhé ¢4sti quasitriangularni struktury e(q,Qq JX4a2 €q

a R-matici pak ziskdme vyndsobenim matic vzniklych reprezentaci téchto vyrazu.
Pro prvni ¢ast quasitriangularni struktury dostavame

n n

1 /A 1

p(qéH®H>—Zn‘<2> =12 - ] ®f2
1 "
1
[ee] n 1
1 /A
:Z;<2> 2" 1
= nl
(IT1.17)
?+q 2 ?—q 2
5 ) . } 5
612+2<f2 . q2—2q*2
1
?—q~2 4q2
2 : 2
= | 2—q2 a?4q~2 ,
2 : 2 :
. 1 .
1 .
1 .
1

pricemz jsme uzili zdpisu R-matice pomoci 9 x 9 matice, stejného jako v piipadé R-matice (I1.27).
Pri vypoctu druhé ¢ésti quasitriangularni struktury budeme potfebovat zndt reprezentaci

H
prvki ¢T 2, to jest

n

i?) =32 (2) = [1
p(q > <2> (+1)
n=0 .
cosh% :tsinh% . q+‘2171 :i:q_g1
= :l:sinh% cosh% 1 = iq*gﬂ ‘1+‘2171
1
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H
2

.y , . . . . _H o,
S uzitim tohoto vyrazu muzeme urcit reprezentace mocnin prvka X,q2, ¢~ 2 X_ vystupujicich

v g-exponencidle. S uzitim tohoto vztahu a (II1.15) dostdvame

. 1 —q
p(X+q%> L= A p(q‘%XJ =/ q],
gt ¢! 1 1 0
a (g+q~") B -4 2 qlgta™) .
p(X+q2) =3, 1 ; p(q QXf) =" 1 ,
H 3 H 3
p(X:a¥) =0, p(a¥x.) =0

Reprezentace tietich a tedy i vyssich mocnin prvka X+qg, q_%X_ jsou rovny nule, pfi vypoctu
reprezentace druhé ¢asti quasitriangularni struktury tedy bude stacit, kdyz budeme uvazovat
rozvoj (II1.8) g-exponencisly pouze do élenu obsahujiciho z2.

< (—¢ ) X1qT ®g~ T X >
P\ € -2 - )=

q

_ —1\2
=p <1 +(@—q HXeg? ®q X+ (qlfqg)()ﬁqg ® qu—)2>

. " _u (q—q')? Hoo _H oo
=p(1)®@p(1)+(¢—q )p(X+q?) @ plq 2X7)+Tq_gp(X+q2) ®plg 2 X")

1 1 . 1 —q

g+
(.1 Jel. 1 . |+@-¢Hl 2q . 1] ® . g
1 1 gt ¢! 1 10
-1 1 -1 -1
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III.4 Bialgebra SO,(2,1)

P1i konstrukei Hopfovy algebry dualni k Hopfové algebte U, (so(2, 1)) budeme postupovat stejné,
jako jsme postupovali v piipadé konstrukce duédlni Hopfovy algebry k Hopfové algebie U(so(2,1)).

Zavedeme maticovou bialgebru M, generovanou prvky t';, ¢,7 = 1,2,3 s kondsobenim a kojed-
notkou

At=t®t,
e(t) = 4, (I11.19)

to jest stejnym zpusobem, jako v piipadé maticové bialgebry zavedené v odstavci I1.3. Déle
definujeme bilinearni formu

(-, : Ug(s0(2,1)) ® M — C, (IT1.20)
kterou urc¢ime vztahy
<X7 1> = E(X)7
(X, t'5) = p(X)'5,

kde p je reprezentace algebry U,(so(2,1)) zavedend v odstavci II1.2. Tato bilinearni forma je
zavedena stejnym zpusobem, jako bilinedrni forma (I1.21) definovand v odstavci I1.4 pomoci
vztahu (11.22), (I1.24).

Abychom postupovali v souladu s postupem uzitym ke konstrukci dualni Hopfovy algebry
k Hopfove algebie U(so(2,1)), méli bychom nyni najit relace v maticové bialgebte M, které
snizuji degeneraci bilinedrni formy (II1.20), to jest relace spliujici podminku (1.40).

Protoze je Hopfova algebra U,(so(2, 1)), stejné jako Hopfova algebra U(so(2, 1)), quasitrian-
gularni, muzeme v bialgebie M zavést relace

tot1 Ri2 = Rigtito, (I11.22)

kde R-matice
Riy = (R, t1 ® ta) = p1(RM)pa(R), (I11.23)

je R-matici spoctenou v odstavci I11.3. To, ze po zavedeni této relace zustane kondsobeni a kojed-
notka dobte definovana bylo ukdzano v odstavci I1.3, a to, ze tato relace snizi degeneraci bilinearni
formy, to jest, ze spliuje podminku (1.40) bylo ukdzéno v odstavci I1.4.

struktufe Hopfovy algebry U,(so(2,1)) tak snadnym tkolem, jako v piipadé Hopfovy algebry
U(so(2,1)), a z tohoto duvodu identifikujeme nasi bialgebru s Hopfovou algebrou SOg(2,1), pro
kterou jsou tyto relace znamy.

III.5 Hopfova algebra SOg(N)

Standardni kvantova grupa SOg(N) [10, Kap 4], [11] je definovana nasledujicim zptsobem.
Oznacme celo¢iselnou ¢ast vyrazu % jako M, ¢drkované indexy zavedme jako i’ = N +1 — i,
a pro 1 <4 < M definujme ¢isla p

N -
pi=— =i pr==pi  pus1 =0 (prolichd N).
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Daéle oznacme e;; matici s 1 v i-tém fddku a j-tém sloupci a s nulami na ostatnich pozicich. Pro
nenulovy komplexni parametr ) definujme R-matici R

N N N
R=Q) ei®ei+ Y ei®e;+Q ') emdey;

i i,J51#7,9" i
& X (I11.24)
+(Q-Q ) ej®e; —(Q-Q 7)) QF Pie; ®epy
i>j 1>]

dd
+%enr1, M1 ® enr1,M41,

kde +°% znamend, Ze tento ¢len je piftomen pouze pro lichd N. Déle definujme N x N matici

N
H=> Qe
i=1

Standardn{ kvantovou grupou SOq(N) je Hopfova algebra generovand N? prvky fij, i,j =
1,2,..., N s relacemi, kondsobenim, kojednotkou a antipodem

tit’ =1, thy =0
At =tot,
e(t) =9,
St) =ntlnt, (IT1.25)

Je

=5
I
|

<
D=

Q.
|

N

n=nt=. 1 . |. (IT1.26)

Je vidét, ze Hopfova algebra SOg(3) je zavedena stejnymi vztahy, jako Hopfova algebra
Pol(SO(2,1)) zavedend vztahy (I1.18), (I1.20), (I1.29) a (I1.31), pouze s jinou R-matici a jinymi
maticemi n, n7!.

Déle muzeme zavést pravou SOg (N )-komodul algebru generovanou N prvky x;, i =1,..., N
s relacemi a zobrazenim [

)Aq)A(Q(PRlQ — Q)(PRH - Q_2) =0,
B(x) =x®t, (IIL.27)
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kde P = Pjy = P je permutaéni matice definovans vztahem P% j1i2j2 = 6;;5;? Také tato
komodul algebra je zavedena podobnym zpusobem, jako pravd Pol(SO(2,1))-komodul algebra
Pol(R3), zavedena vztahy (11.34), (I1.37), coz je vidét zv1asté tehdy, kdyz piepiSeme vztah (I1.37)
do tvaru Xix3(PR12 — A) = 0. Podobné, jako jsme ovéfili podminku (1.47) pro relaci (I1.37),
muzeme tuto podminku ovéfit také pro relaci (II1.27), to jest nulovost vyrazu

B (ki%2(PR - Q)(PR - Q%)) = %1%y ® bifa(PR12 — Q)(Pz — Q72)

= %1%3 @ (PRi2 — Q)t1t2(PR12 — Q%) = %1%3 @ (PR12 — Q)(PRia — Q ?)tsto
)A(i)A(Q(PRu — Q)(Pﬁm — QiQ) &® £1£2 =0,

kde jsme uzili toho, ze

tito(PRy — k) = (Ptat1 P)PRyy — ktito = P(tati1 Ryp) — ktito = P(Riotity) — kit
= (PRya — k)t1ts,
kde jsme uzili identit P? = id a Ptot, P = t;ty. Podminka (I1.47) je splnéna a zobrazeni (3 je tedy
definovano i poté, co v algebie generované prvky x; zavedeme tuto relaci, vztahy (II11.27) tudiz
definuji pravou SOq(IV)-komodul algebru.

Nyni uvazujme zaménu generujicich prvku t';, X; za prvky t*;, x;, definované pomoci regularni
3 x 3 matice M jako

t'; = MYt (MY, x; = %, M7,
coz s uzitim maticového znaceni zapiSeme pomoci vztahu
t = MtM !, t =M 1tM,
x=%xM"1, % =xM. (I11.28)

Tyto vztahy dosadime do vztahu (II1.25) urcujicich relace, kondsobeni, kojednotku a antipode,
¢imz dostaneme

M My Yoty My My Ryg = Ryp M My Y1t My M,
= tQtl(MlMgﬁflng_lMQ_l) = (M1M2R12M1_1M2_1)t1t2,

M= MaMTeT M= =5 = t(MAaMTHT = MaM T,
MTtTM—lTﬁ—lM—ltM _ ﬁ_l = tT(M_lTﬁ_lM_l>t — M_lTﬁ_lM_l,
AM M) = M~ tM @ M~ 't M = At=tat,
e(M~%M)=M"'6M =6 = €(t) =9,
S(M~YM) =aMTtT M~ p~t =  Sit)=MaMHtT (M Tyt Y,
Oznac¢ime-li v téchto vztazich
Riz = My MaRyoM; MY,
n=MHiMT, nt=M"Ty (I11.29)
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tak je budeme moci zapsat jako

tot1 Ri2 = Riotita,

tnt” =, t'p e =n""
At=t®t,
e(t) =4,
S(t) =ntTn~t. (I11.30)

Je vidét, ze tyto definiéni vztahy pro prvky t ;j jsou totozné se defini¢nimi vztahy pro prvky t j
(II1.25), piicemz matice R, n a n~ ! je tieba transformovat pomoci vztaht (I11.29).
Transformace (I11.28) dosadime také do vztahu (II1.27) definujicich pravou komodul algebru,
¢imz dostaneme
XiMlXQMQ(PRlQ — Q)(PRH — QiQ)
= xyx3 My My (PRys — Q)M ' My ' My My(P Ry — Q%)M ' My ' My M,
= x1%5[(M1 M2 P)Ryg — My MyQ| M My [(My My P) Ry — My MoQ ™2 My My My My
= x7x3[P(My My Rip My My ) — QI[P(My My Rap My My ) — Q% My My = 0,
B(xM) =xM @ M~ 'tM,

kde jsme vyuzili toho, ze
(PMLMa) 1o = G55 M M, = M2 M, = My, M 58268 = (VoM P) 1
= (M1 M2P)" j1" o,
to jest toho, ze Mj My komutuje s permutacni matici P. S uzitim oznaceni (II1.29) tyto vztahy
zapiSeme jako
xix3(PR12 — Q)(PR12 — Q_Q) =0,
B(x) =x®t. (IT1.31)

Dosadime-li za parametr @) ve vyrazech (II1.26) pro R-matici R a matice A, H 1 hodnotu
Q = ¢?, a provedeme transformaci (I11.29) definovanou maticemi

1 9 L1 1 _1
M = —25 0 -7 | ML= O1 O1 —i|, (I11.32)
0 i 0 ~-% ~»5 0
tak ziskdme R-matici (II1.18) a matice
R e atq”t  g—q”!
B _2—1 +2—1 0 -1 B _2—1 +2—1 0
n=| -4 atg o l, = - g |- (II1.33)
0 0 -1 0 0 -1

Protoze jsme dostali R-matici totoznou s R-matici uzitou v definici bialgebry zavedené v odstavci
I11.4, dosazeni Q = ¢? a provedeni transformace (II1.28) definované maticemi (I11.32) identifikuje
standardni kvantovou grupu SOg(3) s touto bialgebrou. Hopfovu algebru generovanou prvky tij
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s relacemi, kondsobenim, kojednotkou a antipodem (I11.30), kde R-matice je (II1.18) a matice 7,
n~1 jsou (II1.33), budeme znaéit symbolem SO, (2,1).

Abychom uréili relace v pravé komodul algebte, tak spocteme matici (PRia—q?)(PRia—q %),
kterou je

q : —q . : : q(q*>—1)
Hq'+1) sd*=1) ¢ :
r —q : 7 : —q(¢*—1)
¢+ 5(¢*=1) : - 3(g*+1) : —q
—q? : . s(@*+1) —3(¢* 1)
. ) . . o =¢¢ =3t —1) (¢*+1)
a1 . —q(-1 . : : (*—1)

Vy¢islenim relaci (I11.31) pak ziskdme 9 linedrnich rovnic v proménnych x;x1, x1X2, X1X3,
X9X1, XoX9, XoX3, X3X1, X3X9, X3X3, pricemz kazdému sloupci odpovida jedna linedrni rovnice
a prvky v téchto sloupcich tvoii koeficienty u téchto proménnych. Tyto rovnice nejsou linedrné
nezavislé a lze je upravit na systém tfi linedrné nezavislych rovnic

gx1X2 — qxox1 + (¢ — 1)x3x3 = 0,
¢*x1%3 + ¢*XoX3 — X3X] — X3X2 = 0,

X1X3 — XoX3 — °X3X] + ¢°X3X2 = 0. (I11.34)

Algebru generovanou prvky x; s témito relacemi budeme znacit symbolem V. Tato algebra je
pravou SO,(2, 1)-komodul algebrou se zobrazenim (3 definovanym vztahem (I11.31). Tato komodul
algebra se od komodul algebry zavedené v odstavci I1.5 1isi pouze R-matici. Taktéz pusobeni
zobrazeni 3 na prvek xn~'x’, to jest (I1.38), je stejné, jako v pifpadé komodul algebry zavedené
v odstavci I1.5.

I11.6 Kontrakce

V tomto odstavci provedeme kontrakci Hopfovych algeber SO4(2,1) a Uy(so(2,1)) na Hopfovy
algebry P,(1,1) a Uy(p(1,1)). Uzity postup bude téméi stejny jako postup uzity pii kontrakci
Hopfovy algebry Pol(SO(2,1)) a U(so(2,1)), popsané v odstavci II.7. Aby probéhla kontrakce
pozadovanym zpusobem, budeme pii provddéni limity spoleéné se zvétSovanim parametru r
zmenSovat hodnotu parametru A. To znamenad, Ze za parametr A dosadime

)\/

A 111.35
o (I11.35)

kde X je n&jakd konstanta. Vyraz ¢ tedy nebudeme rozepisovat jako ¢ = e? ale jako ¢ = e

Diisledkem této zamény bude to, ze R-matice a matice 1, ! budou zavislé na parametru r, coz

Pol(SO(2,1)), U(so(2,1)).

Pro dalsf vypoéty budeme potiebovat rozvoj R-matice a matic 7, n~!. Budeme psat
1 00
Rn)

E 77( L) — § (”) III 3

_ 1 _ _

77 7«.7’1 ) n /r” ’ R == 4 . ( . 6)
n=0 n=0 n=0
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Pti konkrétnich vypocétech budeme potiebovat rozvoje az do druhého fadu v %, kterymi v jsou
piipadé (II1.18) a (II1.33) rozvoje

-1 | -1
. DY 1 A2 3
n=mn "= 1 _.1 +r2 -1 . . +r28 1 +O(r ),
1 | -1
1 1 . 1
1 . 11
1 ) 1 -1
R= 1 +=N 1 : 1
1 " . 11
1 1 -1
1 -1 1
1 -1 -1 11
(I11.37)
2 1 -1 -1 1
~1 11 -1
R -1 1
+55 | -1 -l 12 ~1[+00™?)
1 1 . -1 -1

Pro kladny redlny parametr r» budeme v pravé SOg4(2, 1)-komodul algebfe V' uvazovat relaci

-1
xnxT = —7“27(1 —|—2q .

(I11.38)
Stejnym zpusobem, jako v piipadé podminky (I1.46) zavedené v odstavci I1.7 muzeme ukézat, ze
tato relace spliuje podminku (1.47), coz znamend, ze algebra vznikld z algebry V' zavedenim této
relace je rovnéz pravou SO,(2,1)-komodul algebrou. Tuto algebru budeme znacit symbolem V'.
Tato podminka se od podminky xnx! = —r? zavedené v odstavci I1.7 lisf pouze faktorem %
ktery je v limité r — oo roven jedné.

Prvek x; z této algebry muzeme vyjadfit pomoci vztahu (II1.38) jako funkei prvku xg, x3.

Pro tento cel budeme predpoklddat, ze x1 =Y o xjﬂ’;ﬂ a dosadime tento rozvoj do (II1.38),
¢imz dostaneme

)

—r? =g = =Xy — XX + XX

2 N2 2
— (XX + XanX(n1 + Xy + FX(-1)1)
N N 2 2 -1
— TX2X(-1)1 + TX(—1)1X2 + x5 — X3+ O(T ),
Hodnoty vyrazii x,); ur¢ime z této rovnice tak, Ze porovname cleny se stejnou mocninnou r na

obou stranach rovnice. Pro nejvyssi mocniny v r pak dostaneme rozvoj

1
x1 =rl+ 2—T(X§ —x3) +0O(r7?). (I11.39)
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Je videét, ze pro tyto nejvyssi rady je ziskany rozvoj totozny s rozvojem (I11.47), ziskanym v odstavci
11.7.
Stejné jako v piipadé kontrakce Hopfovy algebry Pol(SO(2,1)) budeme piedpokladat, ze také

prvky tij tvori rozvoje v r, to jest
o0

T
t'; =
n=0

tn)d
rn

(I11.40)

Tyto rozvoje a rozvoj (I11.39) bychom nyni méli dosadit do vyjddieni pro zobrazeni 3 (I11.31)
a vySetfit, jak se toto zobrazeni chova pro ¢leny spojené s ruznymi mocninnami r. Protoze je
zobrazeni (3 totozné se zobrazenim (3 (I1.34), uzitym v piipadé Hopfovy algebry Pol(SO(2,1)),
a rozvoje (II1.39), (II1.40) jsou pro nejvyssi mocniny totozné s rozvoji (I1.47), (11.48), dospéli
bychom ke stejnym vysledkim jako v odstavci I1.7, to jest k tomu, ze musi platit

tgr =1, t(y1 =0, to1 =0, t(o)a = 0, (I11.41)
coz znamena, ze zobrazeni 3 je tvaru
B(xa) = 1@ t{1ya + % © t{gya + O(r ). (I11.42)

Nyni dosadime rozvoje (II1.40) také do vyraza (II1.30) urcujicich relace, kondsobeni, ko-
jednotku a antipode. Stejné jako v piipadé kontrakce Hopfovy algebry Pol(SO(2,1)) popsané
v odstavci I1.7 se budeme zajimat pouze o vztahy pro vedouci ¢leny rozvoju (I11.40), to jest pro
prvky t‘(lo)b, t‘(’“l)l, t%l)a a t%o)l, pricemz vyrazy pro prvek t%0)1 nebudeme uvadét, protoze je roven
jednotkovému prvku, ¢imz je jeho chovani jednoznaéné urceno.

Dosazenim rozvoju (I11.40) do relaci t'n=1t = n~! a tnt? = 5 dostaneme

€071 = [t + by + O o) + ) + Ol )ltg + by + O

— it + 7oyt + thygitio + it + 06~
=) + %n(ﬁ +0(r7?),

ent" = [to) + %tu) +O(r™ )]l + %77(1) +O(r~*)lt(o) + %t(l) + O )T
= t(0)71(0)t{0) + %[Woﬂ?(mta) +tymo)to) + b nmbe)l + O

1 _
=10) + 1) + O(r).

Porovname-li ¢leny spojené s mocninnami 7° a % tak ziskdme rovnice
T 1 _ -1 T 1 T -1 T, —1 _ -1
0)7(0) t0) = (o) b0)0) t(1) T t(1)(0) E(0) F T(0)1) E(0) = (1)
600t (0) = o) t@0 () + 40t o) + bt = M0)-
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Dosazenim vztaht (I11.41) a vyrazi 7)), 77(_0;, nay a 77(_5 uvedenych v (II1.37) ziskdme
-1 0 \ (-1 0
( 0 | ’7(_(3@1’) N ( 0 | t{g)atng)eat{oy ) ’
-1 ] 0 -1 0
( 0 [ ) ( 0 | tfo)enfs)tioy > ’

-)-
< 0 §5§> _ ( -0 — - (1>b+ z (o>b+t< >1’7<o>cdt< >b>
—30% | 0 —tl1ya — Ft{oye + Eoyalio)catiiy1 | <1>a”<o>cdt< o+ toyaTlg)edt{yo

< S %ﬁg) = ( e " |ttt 2t(0)2+t(1 C”(o 0>d>
—30% ] 0 61— o2 + Eloyeniyblna | (s tloya + 6oyen(f)ta
(I11.43)
Vztahu — ‘(1)1 — )‘—/ ?)2 + t?) (Cd) %1) = —55)‘7/ uvedeného v posledni rovnici muzeme vyuzit

k tomu, abychom prvky t? 1 vyjadrili jako funkce prvkua t( oy @ t( 1ya- Prvky t((ll)l tedy muzeme

chapat pouze jako oznaceni vyrazu — )‘ ( 02 T t(o)cn(o) (1yd T (527, a vztahy pro tyto prvky pak

muzeme ziskat ze vztahu pro prvky t(O)b, % ar & nebudeme je proto uvadét.
Dosazenim rozvoju (I11.40) do relace tot1 Ri2 = Rjotite dostaneme

1 1 1 1 _
{ 2 T -tz + 5t + o(r~ )] [t(on +otapn gt t O(r 3)} X
1 1 s
X | Royi2 + ;R(1)12 + ﬁR(2)12 +O(r™)
1 1 s
= | Rz + ;R(l)lz + ﬁR(Q)H +O(r )| x

X [t(on + %t( i+ ! st + O(r™ )] |:t(0)2 + %t(l)z + %t(g)z + (’)(r—?’)] :
Porovnanim ¢lenti spojenych s mocninnami 7°, % a %2 ziskdme rovnice
t)2t(0)1 R0)12 = R(0)12t(0)1t(0)2:
t1)2t(0)1 0)12 + to)2t(1)1 R (0)12 + t(0)2t(0)1 LB (1)12
= Ryi2t(0)1t)2 + Royi2t)1to)2 + Bayi2to)1to)2;
t2)2t(0)1 R0)12 + t(0)2t(2)1 B(0)12 + t(0)2t(0)1 B (2)12 + t(1)2t(1)1 R (0)12
+ t()2to)1 R1)12 + to)2t )1 B(1)12
= Ryi2t(0)1t@2)2 + Royi2t@)1t0)2 + Re)i2to)1to)2 + Royi2ta)it)2
+ R(1y12t0)1t(1)2 + B(1)12t1)1t(0)2-

Tyto rovnice mizeme déle zjednodusit, pokud si uvédomime, ze prvni ¢len v rozvoji (II1.37) R-

matice je roven jednotkové matici, to jest Rzl) 12, = (5;15;3 Dosazenim tohoto vyrazu upravime
tyto rovnice do tvaru

[t(0)1 t(0)2] =0,
[toy1s ty2] + [Ey1, toy2] =to)2to)1 B2 — Rayzto)ito)2
[to)1> t2)2]l + [t2)1s toy2] + [E)1s b2l =tz toy Rayiz + tozta)i Bz + to)to)1 Re)e
—Ry12to)1tyz—Rmy2ta)itoz — Be)2to)1to):2- (I11.44)
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Pii konkrétnim dosazovéni do téchto vztahu vyuzijeme toho, Ze pro prvky matic R)12 a R2)12
plati

Ryt =0, Ripyita =0, Ripya'1 =0,
1 1 —1 1 1 N2 -1
R(l)a b= )‘/n(o)abu R(Q)a b— — 2 77(0)ab7
Rfya's = N6 (65 — 1), R{yyas = No5(1 = &), (I11.45)

coz je mozné urcit z rozvoje R—matice (IT1.37). Prvni rovnice z (II1.44) uzijeme k tomu, abychom
urcili komutédtory mezi prvky t? © 0ybr & t( )bz Dosazenim (I11.44) a (I11.45) dostaneme

[0 00 £02)0,] = 0. (IIL.46)

Druhé rovnice z (I11.44) uzijme k tomu, abychom uréili komutatory mezi prvky t?o)b a t%l)C' Po
dosazeni (II1.44) a (II1.45) dostaneme

[t{0)e: t1ye] = —[t?nbvt% 0yl + toyit{oyn Rine' e — Rinyk'1t(o)pto)e

_ ta d
= t{o)aR{1yp'c = Riyya' et{oyptio)e
= NG — V)tfgya — N2 (55 — Doy ptl)e

=N (63(61‘,1 — Dtfgya+ (1 — 53)'5?0)17'5?0)6) :

Vyéislenim tohoto komutdtoru pro konkrétni hodnoty indexu a, b, ¢ ziskdme

(I11.47)

[t0)2: b1)2] = A'to)2t (02, [t ?oﬁ‘wth) J =Xt ?o>3t? 0)2:
[t0)2: t1y2) = A't{o)2t(0)2; [t0)3: t1y2) = N't(o)stioy2;
672, th1ya) = X (s + toy2tleys) [t0)3: t1)3] = (—t? 12+ tloyatiys )
[67)2: tlrys] = X (—tioys + thy2th0ys) 6703 th1y) = X (—toy2 + tyatioys)

Posledni rovnice z (I11.44) uzijeme pii vypoctu komutdtoru mezi prvky t%o)a, t%l)b. Po dosazeni
(II1.44) a (II1.45) dostaneme
[t(1)a: t(1y6] =~ [t{0)as b)) — [Ezyar toye] + by )lt%owRﬁ)alb + {0yt (RRi1ya's + toyito e Rzya's
1 1 .k l k [
= Riy't6(o)at(nyp — Riyyk 1(1yat{op — Rizpk ' 1t{oyat (o)
_ 1 1 c 1 1
= t(1)c1R{1)a’s + 1t()cRfpya’s + 11R(5a's
1 1 1 .k c
= Riye' it{oyat(nyy = Binyk' ctiyat{op — Rizye atfoatioys

= NS3(1 - 65t : + N85 — 1)ty — %n(‘o)ab

—1 —1 —1 c
= Nigyeat{oyatiiye — Xnig)edt{yatioys + 25 mio) edtfo)at{oys

= X ((65(1 = 65) + 65 (65 — 1)) t (e
+ A2 1 + -1 td — N (t¢ -1 td + -1 td
2\ Thoyab T Yoya'l0)cd®(0)b (0)a"l)ed®(1)b T t(1)all(g)ed®(0)b
= X (05(1 = 65) + 6555 — 1)) t{1ye
kde jsme uzili vztahu z prvni a tfeti rovnosti v (II1.43) k tomu, abychom zjednodusili vysledny

vyraz. Konkrétni hodnotu tohoto komutatoru ziskame, vycislime-li indexy a, b pro a = 2, b = 3,
¢imz dostaneme

[t{ny2: t{ya] = —Nt{1y3. (IT1.48)
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Zbyvé dosadit rozvoj (II1.40) a vztahy (II11.41) do vztahu (II1.30) uréujicich kondsobeni, ko-
jednotku a antipode, ¢imz dostaneme

Aty = A () + O] = Aty + O(7) = t% @ £, = 50 @ gy + O(r ),
Atle = A (Lo + O0) = LAthu + 062 =t @ ¢,

_ 1 1 1 b —2
=5 (1®t(1)a+t(1)b®t(0)a) +O(7’ )7

€ (£%) = e(tfyyp + O 1) = (o) + O =4,

(0] = (2o + 0 ) = e (thye) 00~
S (%) = S(t{oy + or1))=s (t‘(lo)b) + 0™ = U?()C)t‘(io)cn(fﬁdb Lo,
S (t') = 5 (Ltlya + 067 = 15( 2) +0(™?)

= 16ty yas + ( (04" o>’m+ 03y 6y3ioyka + 1) <>ﬂ7<_ﬁ'f@> +0(r™?)

)
= "7(11) db + = (77(1 (0 yea T 77( ) (1)177(0;17 Mo )t(o)m(_l%l“) + 0(7"_2)

S =

)\2 (0) 277 O)ba 77( ) (1 )177(0;ba +77( 0) %0)1/\?/6a> + O(T’72)
Ytloy2 =ty = 502) nghsa + O( )

1
b1y eT1(0) toyangyba + O(r2),

=+(
:7{g

pficemz vyrazy pro antipode vyéislené na prvcich t', jsme upravili s uzitim vztaht z posledni
matice z (I11.43) tak, aby obsahovaly pouze prvky t?o)b a t%l)a. Z téchto vztahu muzeme urcit

vyrazy pro kondsobeni, kojednotku a antipode vyéislené na prveich t2,, a tlh 4, které jsou
(0) 1)

Atfoyp = t{oye ® topp + O ),
At%l)a =1 & t%l)a + t%l)b & tl()())a + 0(7”_1),
(t((lo)b) = 5(?7

e(t(1ya) =
S(top) = 77(0 077( Ja+ O,
S(tye) = at{oyeo) bryd + O ™). (I11.49)

Nyni provedeme v ziskanych vztazich limitu r — oco. Pro tento tcel zavedeme symboly A*,,
h,, g a g", u, v = 0,1, stejné jako v odstavci IL.7, to jest

im 7, o - +2,0+2
uv = hm 7]”41.2 2 = n(0§u+2,u+2, gt = Tlggo 77“+27V+2 — 77?0) v 7
+2
At = rllm thT z/+2 = t?o) v+2; h, = Tlggo rt! p+2 = t( 1) a+2s (I11.50)
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Relace (II1.43), (II1.46), (I11.47), (II1.48) a limitu r» — oo vztahu (II1.49) pak zapiSeme jako

(A%, A% =0, [ho, hu] = —\'hy,
[A*) h] = X (65005 — 1)A*, — (84 — 1)AP,ALL)
A®u90s N’y = g, Alog® PN g = g,
AA*, = A*, @AY, Ah, =1®h, +h, ® AY,,
e(A",) = o, e(hy) =0,
S(A*) = g"* AP ogs., S(hy) = —guwA”ag*hg, (IIL51)

kde matice g, a g*” jsou

G = <1 _'1> , g = <1 _‘1> : (I11.52)

Vzniklou Hopfovu algebru, to jest Hopfovu algebru generovanou prvky A*, a h, s relacemi,
kondsobenim, kojednotkou a antipodem (II1.51) budeme znacit symbolem P, (1,1).

Stejné jako jsme provedli limitu r» — oo a ziskali tak z Hopfovy algebry SO,(1,1) Hopfovu
algebru P,(1,1), provedeme limitu r — oo také v pifpadé SO4(2,1)-komodul algebry V'. Pro
tento tcel dosadime rozvoj (I111.39) do relaci (I11.34) zavedenych v komodul algebte V', ¢imz
dostaneme

= [([x2, x3] + X'x3)x3 + x3([x2, X3] + N'x3)] + O(r=?)
[x2,%3] + Nx3 + O(r™1)
—[x9, %3] = Nx3 4+ O(r™ 1)

0,
0,
0.

Provedeme-li pfeznaceni x,,12 — X, coZ znamena, Ze misto symbolu x3 budeme psat x¢ a misto
symbolu x3 budeme psat x;, pak muzeme limitu  — oo téchto relaci a vztahu (I11.42) urcujiciho
zobrazeni 3 zapsat jako

[X07Xl] - _)\/Xla
B(x,) =1®@h, +x, ®A”,,. (IT1.53)
Vzniklou algebru, to jest algebru generovanou prvky x,, = 0,1 s relacemi (II1.53) budeme
znacit symbolem W. Tato algebra je pravou P, (1, 1)-komodul algebrou se zobrazenim ( uréenym
vztahem (II1.53). V odstavci I1.7 jsme ukézali, ze pro to, abychom mohli vyéislit bilinedrni formu
pro libovolny prvek z Hopfovy algebry U(so(2,1)) a z Hopfovy algebry Pol(P(1,1)) sta¢i zadat
vyrazy

(Poy A, (Payhy), (N, A", (N,h,). (I11.54)

Také v piipadé bilinedrni formy definované pro Hopfovy algebry U, (so(2,1)) a P,;(1, 1) staci zadat
tyto vyrazy, a pro ostatni prvky ji vycislit s uzitim vztahu (I11.60), (I1.61) a (I1.62), to jest

(1,1) =1, (X,1) = e(X), (1,¢) = €(9),
(X1Xo- - Xk, A) = (X1, A) (X2, A) - -+ (Xi, A),
<X1X2 - X, h> = (Xl, h><X2, A)--- <Xk,1, A)(Xk,A>,
<X, AP, A2, - -A“’“Z,khoqha2 e hal> (HI.55)
= (X(1), A"y (X2, A2 05) -+ (X (rys A0 ) (X (1) Doy (X (r2) Bag) - (X(gery hay),
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kde X € Uy(s0(2,1)), ¢ € Py(1,1), k,1 = 2,3,..., X; znacf linedrni kombinace prvku Py, Pi, N
pro které jsou vyrazy (X;, A¥,) a (X;, h,) uréeny vztahy (II1.54) a kde X(;) ® -+ ® X(jqp) =
AFH=1X Kdybychom se pokusili vyéislit vyrazy (II1.54), tak bychom ziskali

<Paa AMV) = rh—>rgo<Paa tu+2u+2> =0,

<Pou h,u> = rh_{go<Pou Tt1u+2> = Tll}rgo T9au,

(N,A*)) = lim (N,t""2,5) =

T—00

)

1 pokud =1, v =0nebo u=0,v =1
0 jinak

(N,h,) = lim (N,rt!,2) =0,
r—00

kde jsme uzili vztahu (I11.21), (II1.14) a (II1.40). Protoze reprezentace (II1.14) je v limité r — oo
totozna s reprezentaci (11.9), ziskané vztahy jsou totozné se vztahy (I1.63), které jsme ziskali pro
Hopfovy algebry U(so(2,1)) a Pol(P(1,1)). Je vidét, ze nékteré z vyrazu (P,,h,) jsou diver-
gentni. Abychom odstranili tento nedostatek, provedeme v Hopfové algebie Ugy(so(2,1)) zdménu
generujicich prvka Py, Py, N za nové prvky Pj, Pj, N, definované vztahy

1 1
N =N, Fy =P, Pl="P.

Provedeme-li tuto zdménu, tak bychom méli pomoci novych prvka P}, P/, N’ piepsat také relace
a vztahy pro kondsobeni, kojednotku a antipode (II1.9) v Hopfové algebie U,(so(2,1)). Témito
relacemi a vztahy budou

NPy _ NP

[N’,Pé]:Pll, [N,’P{]: 2N —l—O(T_l), [P[;’P{]:—T%N”
AR,=Py®1+1®P), AP=Per+e3lop,,  AN'=Ng@ez%+e3laN,
G(P(’))zo, e(P])=0, e(N")=0,
S(Py)=—Py, S(P))=-P{+0O(r 1), S(N)=—N' - 3P +0@1).

Provedenim limity r — oo ziskdme z téchto relaci a vztahu

[N/,Pé] :Pl/’ [N/’PII] = ﬁ(expé _e—A’Pé)’ [P(;’PII] =0,
AP, = Bl©1+1®F), APl =Ploecsh +c¥BoP], AN = N'oe3h +c3HgN,
e(Py) =0, e(P)) =0, e(N') =0,
S(Fy) = —Fy, S(Py) = -1, S(N')=—-N'—4P/.  (IIL56)

Tuto Hopfovu algebru, to jest Hopfovu algebru generovanou prvky Pj, Py, N’ s relacemi, ko-
nasobenim, kojednotkou a antipodem (II1.56) budeme znacit symbolem U,(p(1,1)). Duvodem
pro toto oznacenf je to, ze limitou A’ — 0 bychom ziskali relace (I1.65) definujici Hopfovu algebru
zavedenou na univerzalni obalujici algebfe Lieovy algebry P(1,1), Hopfovu algebru U,(p(1,1))
tedy muzeme povazovat za deformaci Hopfovy algebry U(p(1,1)), pficemz mira deformace je
urcena parametrem \'.
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Vyéislime-li nyni vyrazy (II11.54) tak dostaneme

(Pas Afy) = lim (1P, t7%2,40) = 0,

r—00

(P(;, h#) = rli{go<?Pa? Tt1u+2> = Gop,

(N',A*)) = lim (N, t*2,5) =

T—00

i

1 pokud p=1,v=0nebo u=0,vr=1
0 jinak

(N, hy,) = lim (N, rt!,0) =0, (IT1.57)

kde jsme uzili vztaha (I11.21), (I11.14) a (II1.40). Tyto vyrazy definuji spolu se vztahy (II1.55)
bilinearni formu pro Hopfovy algebry U,(p(1,1)) a P,(1, 1), ktera urc¢uje dualitu téchto Hopfovych
algeber.

IT1.7 x-struktura

s-strukturu na Hopfové algebte P,(1,1) se pokusime zavést stejnym zpusobem jako na Hopfové
algebie Pol(S0O(2,1)), to jest tak, ze pro prvky A*, a h, zavedeme operaci * jako

AP = AF,, h' = h,,. (I11.58)

To ze takto zavedend operace * spliuje pro prvky A*,, h, axiomy (1.29) lze ukdzat stejnym
zpusobem jako jsme uéinili v odstavci I1.8. Vztahy (I11.58) tudiz zavadéji operaci * na Hopfovée
algebie generované prvky A*,, h,. Rovnéz podminku (1.33) pro relace AgAT = g a ATgA = g je
mozné oveéfit stejnym zpusobem jako jsme uéinili v odstavei 11.8. Zbyvé ovéfit podminku (1.33)
pro zbyvajici relace z (II1.51), to jest nulovost vyrazu

[AF,, A" = —[AM5, A%5] = —[A*,, A%] =0,
([A¥), o] = N (05(80 — 1)A*, — (65 — 1)A?,AL,))"
—[A¥S B = N (64(68 — DA — (6% — 1)APFA"Y)
—[A¥,, ] = N (64(65 — D)A*, — (5% — 1)AP,AY,) =0,
(ho, hy] + )\’hl) = —[h}, hi] + ¥hi = —[hg, hy] + Xh; = 0.

Je vidét, ze tyto rovnice budou splnény pravé tehdy, kdyz N = —), to jest tehdy, kdy bude
parametr \' imaginarni.

Na Hopfove algebie Uy(p(1, 1)) zavedeme operaci * stejnym zptsobem jako jsme zavedli ope-
raci * v pripadé Hopfovy algebry U(so(2,1)), to jest tak, aby byla splnéna posledni z podminek
(1.37), to jest podminka

(X, 0%) = (S(X)*, 9), (II1.59)

kde X € Uy(so(2,1)) a ¢ € Py(1,1).
Ze vztahu (II1.55) a (II1.57) definujicich bilinearni formu je ziejmé, ze plati
<17hll»> = <17hH>7 <P67h#> = <P(S7hlt>7 <P{7hu> = <P1/7hlt>7 <N/7hu> = <N,ahu>7
<17 AMV) = <]-7 A'ul/>a <P(gv AMV> = <P67A'u1/>7 <P{7Auv> = <P1/7 A'ul/>7 (N/7AM1/> = <N/a A'ul/>-
(I11.60)

Pro prvek P} muzeme postupovat stejnym zpusobem jako v odstavci IL.8, protoze vyraz pro
kondsobeni vycislené na tomto prvku je stejny jako v piipadé Hopfovy algebry U(so(2,1)).

76



Vypoctem (I1.69) bychom tedy ukdzali, ze musi platit plati S(P))* = P, z ¢ehoz plyne, Zze
Py=3S (Pé) —PO Pro prvky P| a N’ bude vypocet o néco slozitéjsi. Nejdiive si vSimnéme, ze

pro prvek e* Py a prvek A*, plati
A A 2
(et 0A“):<1:|:%P6—|—%(%) P24 AM)

= (1,A",) + 2 (P AF L(XN P AR V(P AS)Y +
_<7 V> 2(0’ V>+2 2 <O’ Oé>< 0> V>

/ ! 2
= (L AR) F (R AR + 3 () (Bh A (P A%

=17 )\P/ (/\2’) P2+ Ar,)

— (eF¥F, AR,

kde jsme uzili toho, ze N = —)\ a vztahii (I11.60). Nahradime-li v tomto vypoétu prvek A#,
prvkem h,,, tak uvidime, Ze plati také

/ - 7 .
(5370, h,) = (€757, h,).

X pr X pr X pr
S uzitim téchto vztaht muzeme ukézat, ze pro prvky tvaru e 20 ®- . .@e~ 210 ®P1’®67P0 X --®

ez 7 Hopfovy algebry U, (p(1,1))k*! a prvky A¥1,, @ --- ® h,, z Hopfovy algebry P,(1,1)k+
kde k, 1 =1,2,... plati

<e_)\7p(g®---®6_%P6®P{®€%P6®~--®6%P(l),hal®--~®A’“V1>

X pr

= <677P07 haz> e <67%P67 ho‘p+1><P{7 hap><€%P67 hap—l) e <6%P67 AMV1>

N pr N pr

— <e*%'P6,Au1V1> . <e*%/P6, hap_1><P1’, hap><e7P0,hap+1) ... <67P07 h,,)

— <e*'\7pé ®...®6*’\7P6 ®P1/®@)‘7P6 ®‘-~®6%P6,A“1,,1 ® - @ hg,).
Uvézime-li, ze prvek A*+ P/ je souétem prvkii tvaru e R e T 5®P1’®€ 70 ®. - ®67P,
tak muzeme pro prvek P z U,(p(1,1)), jednotkovy prvek a prvky tvaru A#1, AH2, ... Ab*k,
h, h,, ---h,, z Hopfovy algebry P,(1,1) psat

(P1,17) =(P[,1) = e(P]) = 0 = e(P() = (P[,1) = (S(P))*, 1),
<pl/7<Au1V1AM2V2...A thalhaz...hal)*>

=(P,hg, - hg by AMED o AT AT
Pl, ap - hayhg AFE, o ARZ, AR

> (P ha ><P’<l+1 M) Py A )

(
7

<P o) By A ) Py o) - (Bl B
< o)

5

Pl,A’“ulA“Q Ak, g By, - -h
(PI)*, Ak, Al2,, - Al hy he, - hy,).

pricemz posledni rovnost plyne z podminky (II11.59). Protoze libovolny prvek z Hopfovy algebry
P,(1,1) muzeme zapsat jako linearni kombinaci jednotkového prvku a prvki tvaru
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AF, AF2, o AFR, D hy, - Dy, must platit S(P)* = Py, atedy Pi* = S(Py) = —P}. Stejnym
zpusobem muzeme postupovat i v piipadé prvku N’; ¢imz bychom dostali N™* = S(N') = N’ —
’\%Pl’. Na Hopfové algebie Uy(p(1,1)) tedy operaci * zavedeme pomoci vztahu

P*=—p), P*=_pl, N"*=_-N'-2p|. (I11.61)

Abychom ziskali prvky, které zustanou nezménény pii pusobeni operace * a abychom mo-
hli misto imagindrniho parametru )\ uvazovat redlny parametr A\ provedeme zdménu prvku
P}, P{, N’ a parametru X za nové prvky Py, Pi, N a parametr \ definované vztahy

)\l

Py =iP,, P, =ie 3Hop, N =ie~ s BN, A= —i). (I11.62)

Ackoliv jsme pro nové prvky generujici Hopfovu algebru U,(p(1, 1)) uzili stejného oznaceni jako
pro prvky generujici Hopfovu algebru U,(so(2,1)), zavedené v odstavci III.1, nemaji spolu tyto
prvky nic spoleéného. Taktéz parametr A nema nic spole¢ného s parametrem A zavedenym v od-
stavei II1.1. Vztahy (II1.56) a (II1.61) pomoci téchto novych prvku zapiseme jako

V.1 =i, N, B = (1 )~ 3P, (R, Py =0,
ARy=P®1+1®P, AP =P el+ecMep, AN=N®@1l+e M gN,
e(Py) =0, e(P) =0, e(N) =0,
S(Po) = —Fo, S(Py) = —eMopy, S(N) = e (=N —i\Py)
P =D, Pr=n, N*=N. (I11.63)

Vztahy (II1.51) a (II1.58) zapiSseme jako

[A*,, A%g] =0, [ho, h;] = —iAhy,
Ay ] — 00 (BL(6E— DA% (5% — AP, AL,).
AaugaﬁABy = Guv; AuagaﬁAyﬁ ——rg
AAY, = AP, ® Aay, Ah,u =1R® h“ +h,® AV,U,,
E(A‘U‘y) = 557 6(hu) — 0’
S(A“u) = gﬂaAﬁagﬁm S(hu) _ _guuAVagaﬂhg,
Auz = Auya h:; e h‘u' (11164)

Vztahy (II1.57) definujici bilinedrni formu pfepiSseme jako

<Pa7A'ul/> = O,
<Pa7 hu> = igau:

<N7A'ul/> = {

(N,h,) = 0. (111.65)

i pokud p =1,y =0nebo pu=0,v=1

)

0  jinak

Stejnym zpusobem jako jsme zavedli operaci * na Hopfové algebie P,(1, 1) zavedeme i operaci

* na algebfe W, ktera je pravou Py(1,1)-komodul algebrou. Pro prvky x,, generujici tuto algebru
uréime operaci * pomoci vztahu

X, = X, (I11.66)
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to jest stejnym vztahem jako (I1.73), ktery jsme uzili v piipadé pravé Pol(SO(2,1))-komodul al-
gebry Pol(R?). Aby tyto vztahy zavadéli operaci *, musi byt pro relaci (II1.53) splnéna podminka
(I.33), to jest nulovost vyrazu

([x0,x1] + Nx1)" = =[x, x]] + Nx} = —[x0,x1] — N'x;1 = 0.

Vztah (I11.66) tedy zavadi operaci * na algebfe W a vytvaii z ni x-algebru. Relaci (I11.53)
zavedenou v této algebfe pfepiSeme pomoci nového parametru A jako

[X(),Xl] = —i)\Xl. (11167)

I11.8 Modul algebra

V tomto odstavci provedeme s Py (1, 1)-komodul algebrou W to stejné, co jsme provedli v odstavci
I1.9 s pravou Pol(P(1,1))-komodul algebrou Pol(R?), coz znamen4, ze k pravé P,(1,1)-komodul
algebfe W prifadime levou U,(p(1,1))-modul algebru. Touto levou modul algebrou bude algebra
W, pficemz zobrazeni > které urcuje pusobeni x-Hopfovy algebry U,(p(1,1)) na x-algebru W
definujeme vztahem (1.52), to jest

Xbov=0vD(X 0, (I1L.68)

kde X € Uy(p(1,1)) a v € W. Vy¢islime-li tento vztah pro prvky X = Py, P, N z *-Hopfovy
algebry Uy(p(1,1)) a prvky x, z x-algebry W tak ziskdme vztahy

P, >X, = 1<Pa, h#> + Xy<Pom AVu) = igoz,m

X1 pro p =20

Nvx, =1(N,h,) +x,(N,A",) = { (111.69)

X0 prop=1"

V dalsich vypoétech budeme jesté potiebovat védét, jak ptisobi prvky et z «-Hopfovy algebry
Uq(p(1,1)) na prvky x, z x-algebry W, to jest

6:t>\PODXu:(1:|:)\P0—|—%)\2P02:|:-'-)I>X#

e (II1.70)
= 1I>XM:E/\(P0\>XM) + 5)\ (Pol>(Pol>Xu)) +--- :Xuiig()u.

II1.9 Algebra operatortu

V tomto odstavci zkusime uzit stejného postupu, jako jsme uzili v odstavci 11.10, k tomu, abychom
z x-Hopfovy algebry U,(p(1,1)) a levé Uy(p(1,1))-modul algebry W vytvorili algebru operédtoru.
Stejné jako v odstavci I1.10 uzijeme bicrossproduct algebry zavedené v odstavci 1.10.

Bicrossproduct algebra B = W x U,(p(1,1)) je algebrou zavedenou na tenzorovém soucinu
W @ Uy(p(1,1)) s ndsobenim urc¢enym vztahem (I1.54), to jest vztahem

(1) & h)(u & g) = U(h(l) > u) & h(Q)g,

kde v,y € W a h,g € Uy(p(1,1)). Pro x-algebry U,(p(1,1)) a W definujeme injektivni homomor-
fismy (I.55) (1.56)

v 1,
1® h,

> )
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kde v € W a h € Uy(p(1,1)). Tyto homomorfismy identifikuji x-algebry U,(p(1,1)) a W jako
podalgebry algebry B. PR
Dosazenim do definice (II1.9) muzeme uréit vyrazy pro ndsobeni mezi prvky Py, Pi, N a prvky
X, které jsou
P, =(x, 1) (1® P,) =x,(161)® 1P, =x, ® P,,
Py, = (1@ Ry)(x, ©1) = 1(Pyy b x,) @ Pygyl = (Bobx,) © 1+ (1x,) © By
=igoul ® 1 +x, ® Py,
P, = (1® P)(x, ©1) = 1(Pi1) b x,) @ Pygyl = (Prox,) @ 1+ (e Mo x,) © Py
=111 ®1+x,® P —iAgoul ® Py,
N =(x,©1)(1®N) =x,(1>1)® 1N =x, ® N,
N%, = (1®N)(x,®1) = 1(Ny)>x,) @ Nyl = (Nox,) @1+ (e Mpx,) @ N
X1 ®014+Xg QN —iA1 QN pro =20
:{ixo®1+X1®N propu=1"
kde jsme uzili (II1.69), (IIL.70) a toho, ze plati axiomy (I1.49), (1.50). Tyto vyrazy vedou ke
komutatorim
%, ) = %Py — PuX; = —igu +iASOL Py,
[N, %3] = NXg — %N = iXj — iAN,
[N, xi] = Nxi - xiN = ix3,
které spolu s relacemi (II1.63) z algebry U, (p(1, 1)) a relacemi (I11.67) z algebry W urcuji strukturu

algebry B. P
Vzniklou algebrou operatori B je tedy algebra generovand prvky Py, Pi, N, Xg, X1 s relacemi

e~ - APy a2l o o
[N>P0]:ZP1’ [N,Pﬂ:z%(l—e QAPO)_Z%PI ’ [PO,Pl]:O,
[0 Pyl = —iguy +iMS0LPL, [N, %] = ix1 — iAN, [N, %] =%, (IIL71)

pficemz parametru A, ktery ma rozmeér délky, pfifadime prdvé hodnotu Planckovy délky L,,.
Tato algebra je dvojdimenzionalni verzi algebry operdtoru uvedenou napiiklad v pracich [6], [8]
a v pracich [4], [5], [7], ve kterych ovSem nejsou uvedeny vsechny relace pro prvek N. Snadno
bychom mohli pro tuto algebru ovérit to, ze limitou A — 0, ktera odpovida limité malych hybnosti
a velkych rozméru, ziskdme algebru operédtoru (I1.84), kterd popisuje specidlni teorii relativity.

Hopfova algebra Uy(p(1,1)) je *-Hopfovou algebrou a algebra W je x-algebrou, vznikld bi-
crossproduct algebra B je tudiz *-algebrou, pfiCemz operace * je v této algebie urcena vztahy
(II1.63) urcujicimi operaci * v *-Hopfove algebfe U,(p(1,1)) a vztahy (II1.66) urcujicimi operaci
* v *x-algebfe W, to jest vztahy

~

Py :PO, E*:ﬁv N*:N7
X, =X, (I11.72)
Stejnym postupem, kterym jsme vytvofili reprezentaci algebry operatortu specidlni teorie re-
lativity, bychom mohli vytvofit také reprezentaci této algebry operdtoru. Pomoci vztahu (1.61)

a levé modul algebry, zavedené v odstavci I11.8 bychom tedy mohli zavést reprezentaci algebry
operatoru dvojité specidlni teorie relativity na algebie W.
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Zaveér

V praci jsme uzili struktury Hopfovy algebry k tomu, abychom doplnili algebru generatoru
symetrie specidlni teorie relativity o operatory polohy a ziskali tak algebru operatoru (I1.84),
ktera popisuje specialni teorii relativity v jedné ¢asové a jedné prostorové dimenzi. Tuto algebru
operdtortu jsme doplnili o operaci * (I1.85), pfifazujici operatoru operdtor k nému adjungovany.
Uzity postup ndm navic umoznil sestrojit reprezentaci (I1.86) této algebry na prostoru polynomu
v soutradnicich.

Stejného postupu jako pii konstrukei algebry operatort specidlni teorie relativity jsme uzili
také pii konstrukei algebry operdtoru dvojité specidlni teorie relativity. Algebru generdtoru sy-
metrie jsme doplnili o operdtory polohy a vytvorili jsme tak algebru (II1.71), kterd by mohla byt
na algebrou operatoru popisujici dvojitou specidlni teorii relativity. Stejné jako v pfipadé alge-
bry operatoru specidlni teorie relativity jsme tuto algebru doplnili o operaci * (II1.72), kterd
pfifazuje operatoru operator k nému adjungovany. Rovnéz jsme naznacili, jakym zpusobem
bychom mohli vytvofit reprezentaci této algebry, kterd by byla analogii reprezentace, kterou
jsme zavedli v piripadé specidlni teorie relativity.

Vytvofena algebra operdtorii dvojité specidlni teorie relativity je dvojdimenziondlni verzi
algebry operdtoru uvedené napiiklad v pracich [4], [5], [6], [7], [8]. Ziskand algebra operatoru je
pouze jednou z mnoha algeber operatort spliujicich pozadavky dvojité specidlni teorie relativity.
Neni tedy jedinym FeSenim, ale pouze piikladem takové algebry operatoru.
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