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Abstrakt

Koherenčńı zrnitost vzniká při rozptylu koherentńıho světelného svazku na st́ıńıtku s drs-
ným povrchem. V prostoru před st́ıńıtkem se projevuje v podobě složité struktury jasných
a tmavých skvrn. S t́ımto jevem velmi úzce souviśı tzv. fázové singularity, které obecně
vznikaj́ı v mı́stech, kde docháźı k destruktivńı interferenci vln. Tato diplomová práce se
věnuje předevš́ım teoretické analýze vlastnost́ı jevu koherenčńı zrnitosti a s ńım souvi-
sej́ıćıch fázových singularit. Některé teoreticky źıskané výsledky týkaj́ıćı se jevu koherenčńı
zrnitosti jsou srovnány se závěry provedených experiment̊u.

Abstract

The speckle pattern is created when a coherent optical beam is scattered off a rough
surface. In front of the rough surface a very complicated structure of bright and dark specks
can be observed. This effect is closely related to the existence of phase singularities which
generally occur at points of destructive interference of waves. This Diploma thesis deals
with theoretical analysis of properties of the speckle effect and related phase singularities.
Some theoretically achieved results that apply to the speckle effect are compared with
conclusions of realized experiments.
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3.3.2 Šroubová singularita . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

3.4 Interference rovinných vln . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
3.4.1 Talbot̊uv jev . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
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4.3 Vyšš́ı módy laserového svazku . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

iv



OBSAH v
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Kapitola 1

Úvod

Koherenčńı zrnitost je zaj́ımavý fyzikálńı jev, ke kterému docháźı při rozptylu kohe-
rentńıho světelného svazku na st́ıńıtku s drsným povrchem. Body st́ıńıtka osvětlené do-
padaj́ıćı vlnou se podle Huygensova-Fresnelova principu stávaj́ı zdroji sekundárńıch ku-
lových vln, které se š́ı̌ŕı do okolńıho prostoru. Jestliže jsou změny ve výšce povrchu st́ıńıtka
větš́ı než vlnová délka dopadaj́ıćıho světla, budou mı́t jednotlivé sekundárńı vlny náhodný
fázový posun a před osvětleným st́ıńıtkem d́ıky interferenci vznikne tzv. pole koherenčńı
zrnitosti. Umı́st́ıme-li pobĺıž osvětleného st́ıńıtka ještě druhé, budeme na něm pozorovat
rovinný řez pole koherenčńı zrnitosti v podobě složité struktury jasných a tmavých skvrn.

Jev koherenčńı zrnitosti byl p̊uvodně při optickém zobrazováńı považován za parazitńı,
v posledńı době však nacháźı stále větš́ı uplatněńı ve vědě i pr̊umyslu. Existuje např́ıklad
souvislost mezi tenzorem malé deformace osvětleného povrchu a změnou pole koherenčńı
zrnitosti, čehož se využ́ıvá při bezkontaktńım měřeńı deformace těles. Metodou korelace
poĺı koherenčńı zrnitosti je možné měřit daľśı mechanické charakteristiky stavu těles,
např́ıklad rotaci, posunut́ı či vibrace ve směru normály k povrchu. Své využit́ı nalezl jev
koherenčńı zrnitosti také v lékařstv́ı. Pomoćı něj je možné odhalit některé vady lidského
oka, jako jsou např. krátkozrakost, dalekozrakost či astigmatismus.

S jevem koherenčńı zrnitosti velmi úzce souviśı tzv. fázové singularity, které mohou
vznikat při interferenci vln, tedy i v poli koherenčńı zrnitosti. V mı́stech, kde docháźı
k destruktivńı interferenci, je amplituda výsledné vlny nulová. Fázi v takových bodech
nelze definovat, proto se hovoř́ı o fázových singularitách. Tento velmi zaj́ımavý jev rovněž
našel své uplatněńı, a to předevš́ım v experimentálńı laserové optice.

Ćılem této práce je prostudovat známé vlastnosti jevu koherenčńı zrnitosti a v určitých
směrech se pokusit o podrobněǰśı popis, než jaký je běžně podáván v literatuře. Platnost
některých teoreticky źıskaných výsledk̊u bychom také chtěli ověřit experimentálně. Daľśı
hlavńı oblast́ı našeho zájmu budou zmı́něné fázové singularity. V této části práce bychom
rovněž kromě studia známých vlastnost́ı rádi dosáhli nových poznatk̊u, které dosud v li-
teratuře diskutovány nebyly.

Text práce je rozdělen do pěti kapitol. Po tomto krátkém úvodu se v druhé kapitole
budeme zabývat samotným jevem koherenčńı zrnitosti. Nejdř́ıve podrobněji poṕı̌seme
podmı́nky, za jakých pole koherenčńı zrnitosti vzniká. Následně uvedeme základńı po-
znatky týkaj́ıćı se statistických vlastnost́ı veličin, které budeme při jeho popisu použ́ıvat.
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KAPITOLA 1. ÚVOD 2

Dále se budeme věnovat výpočt̊um a odhad̊um středńı velikosti zrn, která pole koherenčńı
zrnitosti tvoř́ı, a to jak v př́ıčném, tak podélném směru. Přitom využijeme některých
postup̊u podrobně zpracovaných v [1]. Výsledky plynoućı z teoretického popisu také
srovnáme s vlastńımi provedenými experimenty. V posledńı části této kapitoly se budeme
věnovat princip̊um odhalováńı vad lidského oka pomoćı jevu koherenčńı zrnitosti.

Ve třet́ı kapitole se budeme zabývat fázovými singularitami. V prvńı části poṕı̌seme
jejich základńı vlastnosti, přitom budeme většinou vycházet z [8]. Následovat bude část
týkaj́ıćı se interference malého počtu rovinných vln, kdy body s fázovou singularitou lež́ı
na tzv. singulárńıch křivkách, jejichž tvar lze alespoň kvalitativně odvodit z parametr̊u in-
terferuj́ıćıch vln. Podobných výsledk̊u, jaké jsou uvedeny v p̊uvodńı práci [22], dosáhneme
pomoćı vlastńıho poč́ıtačového programu, který pro zadaný soubor rovinných vln najde
numerickou cestou body se singularitou fáze. Tohoto programu využijeme i při vlastńı po-
drobné analýze problému kř́ıžeńı singulárńıch křivek v př́ıpadě interference čtyř rovinných
vln se stejnou amplitudou. V posledńı části třet́ı kapitoly se budeme zabývat chováńım
skalárńı komplexńı funkce, která popisuje výslednou vlnu, v bĺızkosti fázové singularity.
Základńı vlastnosti jsou odvozeny v [16], pro podrobněǰśı vlastńı diskusi konkrétńıch
př́ıklad̊u nám opět poslouž́ı zmiňovaný výpočetńı program.

Čtvrtá kapitola se bude týkat svazk̊u laserového světla, které obsahuj́ı fázovou sin-
gularitu. Konkrétně nám p̊ujde o tzv. Laguerrovy-Gaussovy módy, které jsou řešeńım
paraxiálńı vlnové rovnice. Po jejich odvozeńı pomoćı [32] a [33] se budeme předevš́ım
věnovat analogii mezi paraxiálńı vlnovou rovnićı a kvantovou Schrödingerovou rovnićı pro
volnou částici ve dvou dimenźıch. Na konci této kapitoly poukážeme ještě na úzkou souvis-
lost mezi funkcemi popisuj́ıćımi Laguerrovy-Gaussovy módy a funkcemi, které představuj́ı
řešeńı Schrödingerovy rovnice pro dvourozměrný harmonický oscilátor.

V posledńı závěrečné kapitole shrneme dosažené výsledky a zhodnot́ıme, nakolik se
podařilo naplnit stanovené ćıle.



Kapitola 2

Koherenčńı zrnitost

2.1 Vznik pole koherenčńı zrnitosti

Uvažujme koherentńı, tj. lineárně polarizovanou a monochromatickou, světelnou vlnu do-
padaj́ıćı na st́ıńıtko s drsným povrchem. Body st́ıńıtka osvětlené primárńı vlnou se podle
Huygensova-Fresnelova principu stávaj́ı zdroji sekundárńıch kulových vln, které se š́ı̌ŕı
do okolńıho prostoru. Jestliže jsou změny ve výšce povrchu náhodné a zároveň větš́ı
než vlnová délka dopadaj́ıćıho světla, źıskaj́ı jednotlivé sekundárńı vlny při odrazu od
st́ıńıtka náhodný fázový posuv s rovnoměrným pravděpodobnostńım rozděleńım na inter-
valu 〈−π, π〉. Budeme také předpokládat, že sekundárńı vlny z̊ustávaj́ı koherentńı. V pro-
storu před prvńım st́ıńıtkem docháźı k interferenci sekundárńıch vln, vzniká tzv. pole
koherenčńı zrnitosti (anglicky speckles). Rovinný řez pole koherenčńı zrnitosti můžeme
pozorovat na druhém st́ıńıtku, umı́stěném rovnoběžně s prvńım, v podobě složité struk-
tury světlých a tmavých skvrn.

Jestliže se světlo mezi prvńım a druhým st́ıńıtkem š́ı̌ŕı volně, což je př́ıpad popsaný
výše, hovoř́ıme o tzv. objektivńıch speckles. Jejich struktura je ovlivněna pouze parametry
dopadaj́ıćıho svazku zářeńı, vlastnostmi drsného povrchu prvńıho st́ıńıtka a vzájemným
geometrickým uspořádáńım st́ıńıtek a zdroje zářeńı. Pokud se mezi st́ıńıtky nacháźı op-
tický systém, např. spojná čočka, hovoř́ıme o subjektivńıch speckles. Jejich struktura za-
chycená na druhém st́ıńıtku záviśı nav́ıc na vlastnostech optického systému. Schématicky
je vznik obou typ̊u speckles zakreslen na obrázku 2.1.

Obrázek 2.1: Vznik a) objektivńıch speckles, b) subjektivńıch speckles.
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Jako zdroj zářeńı pro experimentálńı vytvořeńı speckles lze nejlépe použ́ıt laser, ne-
bot’ laserové světlo dobře splňuje podmı́nku koherence. Zároveň lze při experimentováńı
využ́ıt faktu, že pole koherenčńı zrnitosti vznikne také po pr̊uchodu koherentńı světelné
vlny prostřed́ım s rychle se měńıćım indexem lomu či propustnost́ı. Př́ıkladem takového
prostřed́ı je tenká igelitová fólie. Fotografický záznam experimentálně vytvořených objek-
tivńıch a subjektivńıch speckles je na obrázku 2.2.

Obrázek 2.2: Fotografický záznam a) objektivńıch speckles zachycených na druhém
st́ıńıtku, b) subjektivńıch speckles vzniklých při zobrazeńı osvětlené oblasti prvńıho
st́ıńıtka na detektor fotoaparátu pomoćı jeho optické soustavy.

2.2 Základńı statistické vlastnosti

Postupem podrobněji popsaným v [1] lze odvodit základńı statistické charakteristiky pole
koherenčńı zrnitosti. Zde ve stručnosti uvedeme pouze nejd̊uležitěǰśı výsledky týkaj́ıćı se
pravděpodobnostńıho rozložeńı intenzity a fáze v bodech druhého st́ıńıtka.

Na prvńım a druhém st́ıńıtku nejdř́ıve zavedeme dle obrázku 2.3 kartézské soustavy
souřadnic (x, y) a (x′, y′). Osa z je kolmá na obě st́ıńıtka, přičemž prvńı st́ıńıtko lež́ı
v rovině z = 0, druhé v obecné rovině z > 0.

Protože jsme předpokládali, že světelná vlna je před i po dopadu na prvńı st́ıńıtko
koherentńı, přejdeme k popisu vlny pomoćı skalárńı teorie světla (polarizaćı vlny se v této
práci nebudeme zabývat). K matematickému popisu vlny tedy budeme použ́ıvat skalárńı
komplexńı funkci ψ(r, t), závislou na polohovém vektoru r a čase t, která muśı být řešeńım
skalárńı vlnové rovnice

∇2ψ(r, t) =
1

c2
∂2ψ(r, t)

∂t2
, (2.1)

kde c je rychlost š́ı̌reńı vlny. Dále se omeźıme pouze na prostorovou část ψ(r) funkce
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Obrázek 2.3: Zavedeńı soustav souřadnic na prvńım a druhém st́ıńıtku.

ψ(r, t) předpokladem
ψ(r, t) = ψ(r)e−iωt , (2.2)

kde ω je úhlová frekvence. Výslednou vlnu v bodě P′ druhého st́ıńıtka označ́ıme ψ′ =
ψ(x′, y′). Můžeme ji rozepsat pomoćı reálné části ξ′ a imaginárńı části η′ nebo pomoćı
amplitudy �′ a fáze χ′ vztahy

ψ′ = ξ′ + iη′ = �′eiχ′
. (2.3)

Pomoćı statistických výpočt̊u uvedených v [1] lze ukázat, že funkce ξ′ a η′ jsou spojité
náhodné veličiny s normálńım (Gaussovým) pravděpodobnostńım rozděleńım se středńı
hodnotou nula. Toto tvrzeńı lze zd̊uvodnit pomoćı fázorového diagramu. Fázor výsledné
vlny v bodě P′ druhého st́ıńıtka je dán součtem velkého počtu fázor̊u, které odpov́ıdaj́ı
vlnám pocházej́ıćım z r̊uzných bod̊u osvětlené oblasti prvńıho st́ıńıtka. Tyto fázory maj́ı
téměř stejnou velikost a jejich orientace ve fázovém diagramu je dána rovnoměrným
pravděpodobnostńım rozložeńım na intervalu 〈−π, π〉. Funkce ξ′, resp. η′ jsou tedy dány
součtem velkého počtu nezávislých náhodných proměnných, kterými jsou reálné, resp.
imaginárńı části fázor̊u odpov́ıdaj́ıćıch jednotlivým vlnám. Tzv. centrálńı limitńı věta pak
ř́ıká, že pokud je sč́ıtaných náhodných veličin dostatečný počet a je-li vliv každé z nich na
součet přibližně stejný, má takový součet rozděleńı bĺıž́ıćı se asymptoticky k normálńımu
rozděleńı. Tedy funkce ξ′ a η′ jsou veličiny s normálńım rozděleńım.

Hodnota fáze χ′ odpov́ıdá natočeńı fázoru výsledné vlny ve fázorovém diagramu.
Protože hodnoty fáze jednotlivých vln přicházej́ıćıch z osvětleného st́ıńıtka jsou určeny
rovnoměrným pravděpodobnostńım rozděleńım na intervalu 〈−π, π〉, bude toto rozděleńı
splňovat i výsledná fáze χ′. Pro intenzitu I ′ = ψ′ψ′∗ potom dostaneme exponenciálńı
pravděpodobnostńı rozděleńı, tj. hustotu pravděpodobnosti

p(I ′) =
1

〈I ′〉e
− I′

〈I′〉 , (2.4)

kde 〈I ′〉 je středńı hodnota intenzity v rovině druhého st́ıńıtka.
Uvedené základńı statistické vlastnosti veličin popisuj́ıćıch pole koherenčńı zrnitosti

nyńı využijeme při stanoveńı středńı př́ıčné velikosti skvrn (zrn), které můžeme pozorovat
na druhém st́ıńıtku.
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2.3 Středńı velikost zrn v př́ıčném směru

2.3.1 Objektivńı speckles

Rovinný řez pole koherenčńı zrnitosti je tvořen strukturou světlých a tmavých skvrn,
jejichž tvar, velikost a uspořádáńı je na prvńı pohled zcela náhodné. V této části odvod́ıme
pro objektivńı speckles podobným postupem, jaký je uveden v [1], středńı velikost jednoho
zrna v př́ıčném směru, tj. v rovině druhého st́ıńıtka.

Obrázek 2.4: Na prvńım st́ıńıtku je osvětlena kruhová oblast o poloměru R.

Uvažujme tedy dvě rovnoběžná st́ıńıtka v uspořádáńı popsaném v předchoźı části.
Kromě kartézských souřadnic (x, y) zavedeme v rovině prvńıho st́ıńıtka také polárńı sou-
řadnice (ρ, ϕ) vztahy

x = ρ cosϕ , y = ρ sinϕ . (2.5)

Na prvńım st́ıńıtku je dopadaj́ıćı vlnou osvětlena kruhová plocha o poloměru R (viz
obrázek 2.4). Při odrazu od st́ıńıtka źıská vlna v každém bodě P[x, y] osvětlené oblasti
náhodnou fázi φ(x, y). Vlnu v bodě P zaṕı̌seme ve tvaru

ψ(x, y) = A exp [iφ(x, y)] , (2.6)

kde A je konstantńı amplituda, nezávislá na souřadnićıch bodu P. Ze znalosti funkce
ψ(x, y) můžeme vypoč́ıtat středńı hodnotu intenzity na osvětlené ploše prvńıho st́ıńıtka

〈I(x, y)〉 = 〈ψ(x, y)ψ∗(x, y)〉 =

∫∫
ψ(x, y)ψ∗(x, y) dx dy∫∫

dx dy
=

R∫
0

2π∫
0
A2ρ dρ dϕ

R∫
0

2π∫
0
ρ dρ dϕ

= A2 . (2.7)

Jak již bylo uvedeno dř́ıve, body lež́ıćı v osvětlené oblasti prvńıho st́ıńıtka se stávaj́ı
zdroji sekundárńıch kulových vln, které se š́ı̌ŕı do okolńıho prostoru. Ze znalosti vlny
ψ(x, y) v těchto bodech můžeme vypoč́ıtat výslednou vlnu v bodě P′[x′, y′] druhého
st́ıńıtka. Z teorie difrakce dostáváme

ψ(x′, y′) =
1

iλz

∫∫
ψ(x, y) exp [ikr] dx dy , (2.8)



KAPITOLA 2. KOHERENČNÍ ZRNITOST 7

kde λ je vlnová délka, k = 2π/λ velikost vlnového vektoru a r vzdálenost bod̊u P a P′.
Z geometrického uspořádáńı dostáváme pro vzdálenost r výraz

r =
√

(x′ − x)2 + (y′ − y)2 + z2 ≈ z +
(x′ − x)2 + (y′ − y)2

2z
, (2.9)

přičemž přibližný vztah plat́ı, pokud vzdálenost st́ıńıtek z je o hodně větš́ı než jejich
př́ıčné rozměry. Následuj́ıćı výpočet tedy bude platit pro bĺızké okoĺı osy z. Situaci, kdy
se od osy z vzdáĺıme natolik, že již nebude možné použ́ıt přibližné vyjádřeńı vzdálenosti
r z rovnice (2.9), budeme diskutovat na konci této části. Dosazeńım z rovnice (2.9) do
(2.8) dostaneme pro vlnu na druhém st́ıńıtku výraz

ψ(x′, y′) =
1

iλz

∫∫
A exp [iφ(x, y)] exp [ikz] exp

[
ik

(x′ − x)2 + (y′ − y)2

2z

]
dx dy . (2.10)

Ze znalosti funkce ψ(x′, y′) můžeme určit středńı hodnotu intenzity na druhém st́ıńıtku,
obecně ji zaṕı̌seme

〈I(x′, y′)〉 = 〈ψ(x′, y′)ψ∗(x′, y′)〉 . (2.11)

V části 2.2 bylo uvedeno, že funkce ψ(x′, y′) je náhodná komplexńı veličina, tj. jej́ı reálná
a imaginárńı část jsou náhodné veličiny, konkrétně s normálńım rozložeńım a středńı
hodnotou nula. Proto lze rovnici (2.11) přepsat

〈I(x′, y′)〉 =
1

(λz)2

∫∫∫∫
〈A exp [iφ(x1, y1)]A exp [−iφ(x2, y2)]〉 ×

× exp

[
ik

(x′ − x1)
2 + (y′ − y1)

2

2z

]
exp

[
−ik

(x′ − x2)
2 + (y′ − y2)

2

2z

]
dx1 dy1 dx2 dy2.(2.12)

Nyńı je třeba v integrandu upravit výraz se středńı hodnotou. Budeme předpokládat, že
hodnoty fáze v sousedńıch bodech osvětlené oblasti prvńıho st́ıńıtka spolu nekoreluj́ı, jsou
tedy zcela nezávislé. Protože fáze φ(x, y) je náhodná veličina s rovnoměrným rozděleńım
na intervalu 〈−π, π〉, bude platit

〈A exp [iφ(x1, y1)]A exp [−iφ(x2, y2)]〉 = A2δ(x1 − x2, y1 − y2) , (2.13)

kde δ je dvourozměrná Diracova δ-funkce. Tuto úpravu můžeme podrobněji vysvětlit
následovně. Středńı hodnotu výrazu A2 exp [i(φ(x1, y1) − φ(x2, y2))] poč́ıtáme v principu
tak, že pro všechny možné dvojice bod̊u osvětlené oblasti urč́ıme jeho hodnotu, všechny
tyto hodnoty sečteme a poté vyděĺıme jejich počtem. Pro každou takovou dvojici bod̊u,
pro kterou plat́ı x1 = x2 a y1 = y2, je diskutovaný výraz roven A2. Tedy pro soubor všech
takových dvojic bod̊u je středńı hodnota daného výrazu rovna A2. Pro zbývaj́ıćı soubor
dvojic bod̊u, z nichž jsou oba body r̊uzné, můžeme tento výraz rozepsat na reálnou a
imaginárńı část. Ty však podle sekce 2.2 maj́ı normálńı pravděpodobnostńı rozložeńı se
středńı hodnotou nula. Tedy středńı hodnota diskutovaného výrazu je pro tento soubor
dvojic bod̊u rovna nule. Po dosazeńı vztahu (2.13) do rovnice (2.12) dostaneme

〈I(x′, y′)〉 =
1

(λz)2

∫∫∫∫
A2δ(x1 − x2, y1 − y2) exp

[
ik
x2

1 − x2
2 + y2

1 − y2
2

2z

]
×
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× exp

[
−ik

x′(x1 − x2) + y′(y1 − y2)

z

]
dx1 dy1 dx2 dy2 =

1

(λz)2

∫∫
A2 dx dy =

=
A2

(λz)2

R∫
0

2π∫
0

ρ dρ dϕ =
πR2A2

λ2z2
, (2.14)

Abychom mohli určit středńı velikost jednoho zrna v rovině druhého st́ıńıtka, je třeba
vypoč́ıtat tzv. autokorelačńı funkci rozděleńı intenzity na druhém st́ıńıtku. Tato funkce
je definována vztahem

Γt(x
′, x′ + a, y′, y′ + b) = 〈I(x′, y′)I(x′ + a, y′ + b)〉 (2.15)

a popisuje vzájemný vztah (korelaci) intenzity v bodech druhého st́ıńıtka, jejichž vzdá-
lenost ve směru x′ je a, ve směru y′ je b. Středńı velikost zrna v př́ıčném směru pak
ztotožńıme se vzdálenost́ı, na ńıž autokorelačńı funkce nabývá svého prvńıho minima.
Dosazeńım z rovnice (2.10) dostaneme pro autokorelačńı funkci výraz

Γt(x
′, x′ + a, y′, y′ + b) =

1

(λz)4

∫
8×

〈ψ(x1, y1)ψ
∗(x2, y2)ψ(x3, y3)ψ

∗(x4, y4)〉 ×

× exp

[
−ik

x′(x1 − x2) + y′(y1 − y2) + (x′ + a)(x3 − x4) + (y′ + b)(y3 − y4)

z

]
×

× exp

[
ik
x2

1 − x2
2 + y2

1 − y2
2 + x2

3 − x2
4 + y2

3 − y2
4

2z

]
dx1 dy1 dx2 dy2 dx3 dy3 dx4 dy4.(2.16)

Úprava výrazu se středńı hodnotou i jej́ı zd̊uvodněńı bude analogická úpravě zapsané
v rovnici (2.13). Středńı hodnota diskutovaného výrazu bude rovna A4, jestliže bude
platit jedna ze dvojic rovnic x1 = x2, x3 = x4 nebo x1 = x4, x3 = x2. Výraz pro středńı
hodnotu z rovnice (2.16) tedy můžeme přepsat

〈ψ(x1, y1)ψ∗(x2, y2)ψ(x3, y3)ψ∗(x4, y4)〉 =
= 〈ψ(x1, y1)ψ∗(x2, y2)〉〈ψ(x3, y3)ψ∗(x4, y4)〉 + 〈ψ(x1, y1)ψ∗(x4, y4)〉〈ψ(x3, y3)ψ∗(x2, y2)〉 =
= A4[δ(x1 − x2, y1 − y2)δ(x3 − x4, y3 − y4) + δ(x1 − x4, y1 − y4)δ(x3 − x2, y3 − y2)] . (2.17)

Po dosazeńı tohoto vyjádřeńı do rovnice (2.16) źıskáme pro autokorelačńı funkci vztah

Γt(x
′, x′ + a, y′, y′ + b) =

A4

(λz)4

∫∫∫∫ {
1 + exp

[
−ik

a(x2 − x1) + b(y2 − y1)

z

]}
×

× dx1 dy1 dx2 dy2 =
A4π2R4

(λz)4

⎧⎪⎨
⎪⎩1 +

∣∣∣∣∣∣
∫∫

exp
[

ik
z

(xa + yb)
]
dx dy

πR2

∣∣∣∣∣∣
2
⎫⎪⎬
⎪⎭ . (2.18)

Nyńı v tomto vztahu zbývá dopoč́ıtat posledńı integrál. Při jeho řešeńı budeme postu-
povat stejně, jako se postupuje při výpočtu difrakčńıho integrálu při difrakci na kruhovém
otvoru. Zavedeme-li nové proměnné ρ′, ϕ′ vztahy

a = ρ′ cosϕ′ , b = ρ′ sinϕ′ , (2.19)
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můžeme tento integrál dopoč́ıtat pomoćı Besselových funkćı prvńıho typu Jn(α), tedy

∫∫
exp

[
ik

z
(xa + yb)

]
dx dy =

R∫
0

2π∫
0

exp

[
ik

z
(ρρ′ cosϕ cosϕ′ + ρρ′ sinϕ sinϕ′)

]
ρ dρ dϕ =

=

R∫
0

2π∫
0

exp

[
ik

z
ρρ′ cos (ϕ− ϕ′)

]
ρ dρ dϕ = 2π

R∫
0

J0

(
kρρ′

z

)
ρ dρ =

2πzR

kρ′
J1

(
kρ′R
z

)
. (2.20)

Výsledný výraz pro autokorelačńı funkci potom je

Γt(a, b) =
A4π2R4

(λz)4

⎧⎨
⎩1 +

[
2J1 (kρ′R/z)
kρ′R/z

]2
⎫⎬
⎭ . (2.21)

Přitom jsme použili zkrácené označeńı Γt(a, b), nebot’ výsledná funkce záviśı prostřednic-
tv́ım parametru ρ′ pouze na vzdálenostech a, b a nikoli na souřadnićıch x′, y′ konkrétńıch
bod̊u druhého st́ıńıtka.

Z výrazu (2.21) je vidět, že autokorelačńı funkce definovaná rovnićı (2.15) neńı obecně
normovaná. Proto je výhodné zavést tzv. koeficient korelace γt(x

′, x′ + a, y′, y′ + b), který
normovaný je. Jeho obecnou definici můžeme pro veličinu s exponenciálńım rozděleńım,
kterou je v našem př́ıpadě intenzita, přepsat do tvaru

γt(x
′, x′ + a, y′, y′ + b) =

〈I(x′, y′)I(x′ + a, y′ + b)〉 − 〈I(x′, y′)〉〈I(x′ + a, y′ + b)〉
〈I(x′, y′)〉〈I(x′ + a, y′ + b)〉 . (2.22)

Přitom středńı hodnota 〈I(x′, y′)I(x′ + a, y′ + b)〉 je shodná s definičńım vztahem (2.15)
pro autokorelačńı funkci. Dále středńı hodnoty 〈I(x′, y′)〉 a 〈I(x′ +a, y′+ b)〉 jsou si rovny,
jejich vyč́ısleńı je provedeno v rovnici (2.14). Z výsledku (2.21) pro autokorelačńı funkci
tedy můžeme rovnou napsat vztah pro koeficient korelace

γt(a, b) =

[
2J1 (kρ′R/z)
kρ′R/z

]2

. (2.23)

Pr̊uběh obecné funkce γt = [2J1(α)/α]2 je vykreslen na obrázku 2.5, jej́ı hodnoty se
nacháźı na intervalu 〈0, 1〉. Tvar křivky pro korelačńı koeficient a autokorelačńı funkci
jsou shodné, rozd́ılné je pouze jejich škálováńı a posunut́ı v grafu. Koeficient korelace
s výhodou využijeme až později při výpočtu středńı velikosti zrn v podélném směru.

Autokorelačńı funkce (2.21) nabývá minima, pokud

[
2J1 (kρ′R/z)
kρ′R/z

]2

= 0 . (2.24)

Jej́ı hodnota v minimu je rovna kvadrátu středńı hodnoty intenzity na druhém st́ıńıtku, viz
rovnice (2.14). Prvńımu minimu odpov́ıdá hodnota argumentu Besselovy funkce kρ′R/z =
1,22π. Označ́ıme-li pr̊uměr osvětlené plochy na prvńım st́ıńıtku D = 2R, po úpravě
dostáváme středńı hodnotu velikosti zrna v př́ıčném směru

ρ′ = 1,22λ
z

D
. (2.25)
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Obrázek 2.5: Pr̊uběh funkce γt = [2J1(α)/α]2 v závislosti na parametru α.

Podotkněme, že zcela stejný vztah plat́ı pro poloměr Airyho disku, který vzniká při
difrakci světla na kruhovém otvoru. Poloměr Airyho disku zároveň určuje mezńı rozlǐsovaćı
schopnost čočky, čehož o něco později využijeme při zd̊uvodněńı středńı velikosti zrn
v př́ıčném směru pro subjektivńı speckles.

K řádově stejnému výsledku, jaký je uveden v rovnici (2.25), se můžeme dostat na
základě jednoduchého odhadu. Z osvětlené plochy o pr̊uměru D vyberme dva body, je-
jichž vzdálenost je ρ, a uvažujme interferenci pouze dvou sekundárńıch kulových vln, které
se š́ı̌ŕı z těchto bod̊u. V takovém př́ıpadě bychom na druhém st́ıńıtku pozorovali sou-
stavu rovnoběžných interferenčńıch proužk̊u, nebot’ situace vlastně odpov́ıdá Youngovu
dvoǰstěrbinovému experimentu. Vzdálenost dvou sousedńıch minim intenzity ve směru
kolmém na směr proužk̊u je λz/ρ. Pro pevně zvolenou vlnovou délku λ a vzdálenost
st́ıńıtek z bude prostorová perioda proužk̊u nejmenš́ı pro maximálńı možnou vzdálenost
ρ, ta je ρ = D. Středńı velikost zrna v př́ıčném směru ρ′odhad tedy odhadneme jako nejmenš́ı
možnou prostorovou periodu interferenčńıch proužk̊u

ρ′odhad = λ
z

D
. (2.26)

Tuto metodu odhadu středńı př́ıčné velikosti speckles můžeme použ́ıt i pro zrna za-
chycená na druhém st́ıńıtku daleko od počátku souřadné soustavy (x′, y′), pro něž neplat́ı
přibližný vztah (2.9). Zvolme tedy na ose x′ bod P′, jehož vzdálenost od počátku soustavy
souřadnic (x′, y′) neńı zanedbatelná v̊uči vzdálenosti st́ıńıtek z. Střed osvětleného kruhu
na prvńım st́ıńıtku označ́ıme jako bod S, počátek soustavy souřadnic (x′, y′) jako bod S′.

Uvažujme nejdř́ıve situaci, kdy je druhé st́ıńıtko v bodě P′ natočeno tak, že je kolmé na
př́ımku určenou body P′ a S. Přitom jsou spolu s druhým st́ıńıtkem natočeny i souřadné
osy x′, y′. Po této rotaci z̊ustávaj́ı osy y, y′ rovnoběžné, osy x, x′ se natoč́ı o úhel β, který
rovněž sv́ırá osa z s př́ımkou danou body P′ a S. Pr̊umět osvětlené oblasti prvńıho st́ıńıtka
do roviny natočeného druhého st́ıńıtka má tvar elipsy, jej́ıž hlavńı osa je rovnoběžná s osou
y′ a má délku D, vedleǰśı osa je rovnoběžná s osou x′ a má délku D cosβ. Nejmenš́ı
prostorová perioda interferenčńıch proužk̊u ve směru y′ tedy bude shodná s výrazem
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(2.26). Pro směr x′ však muśıme v tomto výrazu nahradit parametr D součinem D cosβ,
čemuž odpov́ıdá zvětšeńı středńı př́ıčné velikosti zrn nepř́ımo úměrně faktoru cosβ.

Nyńı otočme druhé st́ıńıtko tak, aby bylo znovu rovnoběžné s prvńım. Ve směru osy y′

z̊ustane nejmenš́ı prostorová perioda interferenčńıch proužk̊u nezměněná a rovna výrazu
(2.26). Ve směru osy x′ však dojde k jej́ımu opětovnému protažeńı nepř́ımo úměrně faktoru
cosβ. Ve výsledku tedy bude pro středńı velikost speckles ve směru osy x′ platit

ρ′odhad = λ
z

D cos2 β
. (2.27)

Výše uvedený postup lze zobecnit pro libovolný bod P′ druhého st́ıńıtka. Jednoduše
lze ř́ıct, že se vzr̊ustaj́ıćı vzdálenost́ı bod̊u P′ a S′ se bude středńı velikost zrn v radiálńım
směru zvětšovat dle vztahu (2.27), přičemž úhel β je určen př́ımkami P′S′ a SS′. Tohoto
efektu si lze při experimentálńım zkoumáńı speckles všimnout i pouhým okem.

2.3.2 Subjektivńı speckles

Jestliže mezi prvńı a druhé st́ıńıtko vlož́ıme spojnou čočku, interferenčńı obrazec pozoro-
vaný na druhém st́ıńıtku bude záviset na parametrech čočky. Vztah pro středńı velikost
jednoho zrna v př́ıčném směru bude shodný s rovnićı (2.25), avšak veličiny D a z budou
mı́t jiný význam než v předchoźı části – D bude pr̊uměr čočky a z vzdálenost hlavńı
roviny čočky od druhého st́ıńıtka. Toto tvrzeńı lze zd̊uvodnit následuj́ıćım zp̊usobem.

Využijeme faktu, že každá čočka má určitou mezńı rozlǐsovaćı schopnost zp̊usobenou
difrakćı světla na jej́ım okraji. Při zobrazeńı osvětlené oblasti prvńıho st́ıńıtka pomoćı
čočky na druhé st́ıńıtko budou mı́t nejmenš́ı rozlǐsené detaily zobrazené na druhém st́ıńıtku
velikost ρ′ určenou vztahem (2.25). Ta je zároveň rovna poloměru Airyho disku, který
vzniká při difrakci světla na kruhovém otvoru. Na škále menš́ı než je velikost rozlǐsených
detail̊u ρ′ je intenzita dobře korelovaná, na škále rovné této vzdálenosti již korelovaná neńı.
Velikost subjektivńıch speckles zachycených na druhém st́ıńıtku je tedy dána rozměrem
nejmenš́ıch rozlǐsených detail̊u.

2.3.3 Experiment

K ověřeńı vztahu (2.25) popisuj́ıćıho středńı velikost zrn v př́ıčném směru ρ′ jsem pro
objektivńı speckles realizoval následuj́ıćı experiment. Pro konstantńı vlnovou délku λ a
vzdálenost z jsem měřil závislost velikosti ρ′ na pr̊uměru D osvětlené oblasti prvńıho
st́ıńıtka. Uspořádáńı experimentu je schématicky zachyceno na obrázku 2.6.

Svazek laserového světla dopadá na prvńı st́ıńıtko, v němž je kruhový otvor pr̊uměruD.
Přes otvor je natažena tenká igelitová fólie, d́ıky ńıž světelná vlna źıská v r̊uzných bodech
náhodný fázový posuv. Interferenčńı obrazec pozorujeme na druhém st́ıńıtku ve středńı
vzdálenosti z od otvoru. Hlavńı rovina čočky fotoaparátu použitého k záznamu interfe-
renčńıho obrazce je umı́stěna rovnoběžně s druhým st́ıńıtkem. Kv̊uli dosažeńı co největš́ı
velikosti zrn na druhém st́ıńıtku byla vzdálenost z několikrát větš́ı než vzdálenost foto-
aparátu od druhého st́ıńıtka. Aby na fotografii nebyl st́ın fotoaparátu, musely být prvńı
a druhé st́ıńıtko v̊uči sobě mı́rně skloněny (rovnoběžné z̊ustávaj́ı osy x, x′). Vzájemným
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Obrázek 2.6: Uspořádáńı experimentu.

nakloněńım st́ıńıtek samozřejmě zapř́ıčińıme jistou chybu měřeńı, avšak ta nebude př́ılǐs
velká. Jej́ı diskusi se budeme podrobněji věnovat ńıže.

Objektivńı speckles jsem vytvořil a zaznamenal fotoaparátem (digitálńı zrcadlovka
Nikon D50) pro pět r̊uzných kruhových otvor̊u, výřezy použité k daľśımu zpracováńı jsou
na obrázku 2.7. Jejich rozměry jsou 500 × 500 pixel̊u, což na st́ıńıtku odpov́ıdalo čtverci
o straně 68,2 mm. Zároveň jsem poř́ıdil fotografie difrakčńıho obrazce vzniklého při difrakci
světla na samotném otvoru, tj. bez igelitové fólie. Ty posloužily k určeńı pr̊uměru každého
z otvor̊u. Přitom byl využit vztah pro poloměr Airyho disku pozorovaného při difrakci
světla na kruhovém otvoru, který je shodný se vztahem (2.25) pro středńı velikost zrn
v př́ıčném směru.

D [mm] 1/D [1/mm] ρ′dif [mm] ρ′exp [mm]

1,00 ± 0,03 1,00 ± 0,03 2,39 ± 0,07 2,52
0,82 ± 0,02 1,22 ± 0,03 2,90 ± 0,07 2,98
0,71 ± 0,01 1,40 ± 0,03 3,34 ± 0,07 3,50
0,68 ± 0,01 1,46 ± 0,03 3,48 ± 0,07 3,55
0,62 ± 0,01 1,62 ± 0,03 3,85 ± 0,07 3,89

Tabulka 2.1: Výsledky měřeńı.

Poloměry Airyho disk̊u ρ′dif byly určeny pomoćı grafického editoru, výsledky jsou
včetně chyb shrnuty v tabulce 2.1. Skutečné pr̊uměry otvor̊u D a př́ıslušné chyby pak
byly dopočteny pro hodnoty použité vlnové délky λ = (652, 17 ± 0, 01) nm a vzdálenosti
z = (299,0 ± 0,5) cm.

Středńı velikosti zrn byly určeny z fotografíı uvedených na obrázku 2.7 pomoćı de-
finičńıho vztahu (2.15) pro autokorelačńı funkci. Protože byl použit kruhový otvor, měla
by autokorelačńı funkce být rotačně symetrická. Jej́ı pr̊uběh v závislosti na parametrech
a, b je pro fotografii př́ıslušnou pr̊uměru otvoru D = 0,71 mm vykreslen na obrázku 2.8a.
Jednotkou parametr̊u a, b je jeden pixel. Pro a = b = 0 nabývá autokorelačńı funkce
maxima, pro zvyšuj́ıćı se vzdálenost

√
a2 + b2 klesá do minima a následně opět roste.

Z obrázku 2.8a je však vidět, že ne v každém radiálńım směru je minimum jednoznačně
rozpoznatelné.
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Obrázek 2.7: Fotografie speckles vytvořených pro r̊uzné pr̊uměry otvoru v prvńım st́ıńıtku.
Se zmenšuj́ıćım se pr̊uměrem otvoru se středńı velikost zrn zvětšuje.

Obrázek 2.8: Pr̊uběh autokorelačńı funkce a) v závislosti na parametrech a, b, b) pro b = 0.
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Obrázek 2.9: Pr̊uběh závislosti středńı velikosti zrn v př́ıčném směru ρ′ na převrácené
hodnotě pr̊uměru otvoru 1/D.

Protože ve směru osy x′ druhého st́ıńıtka z̊ustala př́ıčná velikost zrn stále stejná bez
ohledu na natočeńı st́ıńıtek, byly použity pouze takové body autokorelačńı funkce, pro
něž b = 0. Řez autokorelačńı funkćı rovinou b = 0 je znázorněn na obrázku 2.8b. K nale-
zeńı bodu, v němž autokorelačńı funkce nabývá minima, je třeba body vykreslenými na
obrázku 2.8b proložit vhodnou funkci. Zvolen byl polynom sedmého stupně. Pr̊uběh křivky
dobře odpov́ıdá pr̊uběhu vyplývaj́ıćımu z rovnice (2.21), jenž je vykreslen na obrázku 2.5.
Po nalezeńı polohy lokálńıho minima byla dopočtena skutečná středńı velikost zrn ρ′exp na
druhém st́ıńıtku, výsledky jsou shrnuty v tabulce 2.1. Chyby určeńı těchto hodnot nejsou
v tabulce uvedeny, nebot’ jejich výpočet by byl poměrně obt́ıžný, nav́ıc je k následuj́ıćımu
vyhodnoceńı experimentu př́ılǐs nepotřebujeme.

Výsledky měřeńı v podobě grafu závislosti veličiny ρ′exp na poměru 1/D jsou vyne-
seny na obrázku 2.9. Experimentálně źıskanými body je proložena př́ımka procházej́ıćı
počátkem, hodnota směrnice je (2,45 ± 0,02) mm2. Dále je tenkou přerušovanou čarou
vykreslena př́ımka určená rovnićı (2.25). Jej́ı směrnice je tedy dána výrazem 1,22λz =
(2,380±0,004) mm2. Na této př́ımce jsou pomoćı kř́ıžk̊u označeny body odpov́ıdaj́ıćı hod-
notám poměru 1/D uvedeným v tabulce 2.1. Z grafu je vidět, že naměřené body lež́ı
poměrně bĺızko teoreticky źıskané závislosti. Velmi dobře si odpov́ıdaj́ı také č́ıselné hod-
noty směrnice př́ımky proložené experimentálně źıskanými body a směrnice př́ımky určené
teoreticky.

Jeden zdroj př́ıpadných chyb jsme již zmı́nili – vzájemné nakloněńı prvńıho a druhého
st́ıńıtka. Kv̊uli němu vznikl pro body lež́ıćı na zpracovávaných fotografíıch nahoře a dole
rozd́ıl vzdálenosti od otvoru v prvńım st́ıńıtku. Ten však dosahoval pouze hodnoty 1,5 cm,
což by ve velikosti zrn zp̊usobilo nanejvýš p̊ulprocentńı rozd́ıly. Daľśım parametrem,
který může ovlivnit tvar zrn, je struktura igelitové fólie. Největš́ım zdrojem chyb však
pravděpodobně byl tvar samotných otvor̊u vytvořených v prvńım st́ıńıtku. Neostré okraje
či tvar odlǐsný od dokonalého kruhu mohly výrazně ovlivnit tvar a velikost zrn.
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2.4 Středńı velikost zrn v podélném směru

2.4.1 Objektivńı speckles

Pokusme se nyńı vlastńım postupem, přesto však s využit́ım některých krok̊u z části 2.3.1,
určit pro objektivńı speckles středńı velikost zrn v podélném směru, tj. ve směru osy z.
Přitom budeme poč́ıtat autokorelačńı funkci rozděleńı intenzity př́ımo na ose z, čemuž
odpov́ıdá hodnota souřadnic x′ = 0, y′ = 0. Tato volba výrazně zjednoduš́ı výpočty a
zároveň pro středńı velikost jednoho zrna v podélném směru dostaneme výsledek, který
bude možné považovat za platný i pro bĺızké okoĺı osy z.

Výslednou vlnu v bodě P′[0, 0] druhého st́ıńıtka umı́stěného ve vzdálenosti z od prvńıho
st́ıńıtka označ́ıme ψ(z). Dosazeńım x′ = 0, y′ = 0 do rovnice (2.10) pro ni dostaneme výraz

ψ(z) =
1

iλz

∫∫
A exp [iφ(x, y)] exp [ikz] exp

[
ik
x2 + y2

2z

]
dx dy . (2.28)

Posuneme-li druhé st́ıńıtko do vzdálenosti z+ h, bude mı́t výsledná vlna ψ(z+ h) v bodě
P′[0, 0] tvar

ψ(z + h) =
1

iλ(z + h)

∫∫
A exp [iφ(x, y)] exp [ik(z + h)] exp

[
ik
x2 + y2

2(z + h)

]
dx dy . (2.29)

Nejdř́ıve se budeme zabývat př́ıpadem, kdy vzdálenost z � h. Potom ve jmenovateli
zlomku před integrálem (2.29) stač́ı nahradit z+h ≈ z. Ve fázových členech však muśıme
použ́ıt přesněǰśı aproximaci. Pro zlomek 1/(z + h) lze napsat přibližný vztah

1

z + h
≈ 1

z
− h

z2
. (2.30)

Pro vlnu ψ(z + h) potom dostaneme

ψ(z + h) =
1

iλz

∫∫
A exp [iφ(x, y)] exp [ik(z + h)] exp

[
ik
x2 + y2

2z

]
exp

[
−ikh

x2 + y2

2z2

]
dxdy .

(2.31)
Autokorelačńı funkci rozděleńı intenzity na ose z zaṕı̌seme analogickým vztahem jako
v části 2.3.1, tedy

Γl(z, z + h) = 〈I(z)I(z + h)〉 = 〈ψ(z)ψ∗(z)ψ(z + h)ψ∗(z + h)〉 . (2.32)

Po dosazeńı z rovnic (2.28) a (2.31) dostaneme pro autokorelačńı funkci výraz

Γl(z, z + h) =
A4

(λz)4

∫
8×

〈exp [iφ(x1, y1)] exp [−iφ(x2, y2)] exp [iφ(x3, y3)] exp [−iφ(x4, y4)]〉×

× exp

[
ik
x2

1 − x2
2 + y2

1 − y2
2 + x2

3 − x2
4 + y2

3 − y2
4

2z

]
exp

[
−ikh

x2
3 − x2

4 + y2
3 − y2

4

2z2

]
×

× dx1 dy1 dx2 dy2 dx3 dy3 dx4 dy4 . (2.33)
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Opět použijeme vyjádřeńı výrazu se středńı hodnotou uvedené v rovnici (2.17), potom

Γl(z, z + h) =
A4

(λz)4

∫∫∫∫ {
1 + exp

[
ikh

x2
1 − x2

2 + y2
1 − y2

2

2z2

]}
dx1 dy1 dx2 dy2 =

=
A4π2R4

(λz)4

⎧⎪⎨
⎪⎩1 +

∣∣∣∣∣∣
∫∫

exp
[

ikh
2z2 (x2 + y2)

]
dx dy

πR2

∣∣∣∣∣∣
2
⎫⎪⎬
⎪⎭ . (2.34)

Výpočet posledńıho zbývaj́ıćıho integrálu provedeme převodem do polárńıch souřadnic
definovaných rovnićı (2.5). Tedy

∫∫
exp

[
ikh

2z2

(
x2 + y2

)]
dx dy =

2π∫
0

R∫
0

exp

[
ikh

2z2
ρ2

]
ρ dρ dϕ =

=
2πz2

ikhR2

[
exp

(
ikhR2

2z2

)
− 1

]
=

4πz2

kh
exp

(
ikhR2

4z2

)
sin

(
khR2

4z2

)
. (2.35)

Výsledný výraz pro autokorelačńı funkci je

Γl(z, z + h) =
A4π2R4

(λz)4

⎧⎨
⎩1 +

[
sin (khR2/4z2)

khR2/4z2

]2
⎫⎬
⎭ . (2.36)

Podobně jako při výpočtu středńı velikosti zrn v př́ıčném směru můžeme definovat
koeficient korelace vztahem

γl(z, z + h) =
〈I(z)I(z + h)〉 − 〈I(z)〉〈I(z + h)〉

〈I(z)〉〈I(z + h)〉 . (2.37)

Po úpravě dostaneme

γl1(z, z + h) =

[
sin (khR2/4z2)

khR2/4z2

]2

. (2.38)

Minimum autokorelačńı funkce nastává, pokud

[
sin (khR2/4z2)

khR2/4z2

]2

= 0 . (2.39)

Prvńımu minimu odpov́ıdá hodnota argumentu khR2/4z2 = π, středńı velikost zrna v po-
délném směru tedy je

h = 8λ
z2

D2
. (2.40)

Řádově stejný výsledek byl dosažen poněkud jiným postupem v [3]. Připomeňme, že vztah
(2.40) jsme odvodili za předpokladu z � h. Aby byl tento předpoklad splněn, muśı být

z � 8λ
z2

D2
=⇒ z � D2

8λ
. (2.41)
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Např. pro vlnovou délku λ = 652 nm a pr̊uměr osvětlené oblasti D = 1 mm by muselo být
z � 0, 19 m. Vztah (2.40) pro středńı velikost zrna v podélném směru tedy bude platit jen
velmi bĺızko prvńıho st́ıńıtka. Pak už bychom se však dostali do rozporu s předpokladem,
že vzdálenost z mezi prvńım a druhým st́ıńıtkem je o hodně větš́ı než rozměry st́ıńıtek.

Pokusme se tedy autokorelačńı funkci pro osu z spoč́ıtat i bez požadavku z � h.
K tomu opět využijeme vztahy (2.28) a (2.29). Po dosazeńı do definičńı rovnice (2.32)
dostaneme

Γl(z, z + h) =
A4

λ4z2(z + h)2

∫
8×

〈exp [iφ(x1, y1)] exp [−iφ(x2, y2)] exp [iφ(x3, y3)] ×

× exp [−iφ(x4, y4)]〉 exp

[
ik
x2

1 − x2
2 + y2

1 − y2
2

2z

]
exp

[
ik
x2

3 − x2
4 + y2

3 − y2
4

2z

]
×

× dx1 dy1 dx2 dy2 dx3 dy3 dx4 dy4 . (2.42)

Označme h = qz, kde q je kladný bezrozměrný parametr. Nyńı stač́ı postupovat analogicky
jako v předchoźı části, kdy jsme požadovali z � h. S využ́ıt́ım rovnice (2.17) dojdeme po
úpravách k výrazu pro autokorelačńı funkci

Γl(z, z + h) =
A4π2R4

λ4z4(1 + q)2

⎧⎪⎨
⎪⎩1 +

∣∣∣∣∣∣
∫∫

exp
[

ikq
2z(1+q)

(x2 + y2)
]
dx dy

πR2

∣∣∣∣∣∣
2
⎫⎪⎬
⎪⎭ . (2.43)

Po výpočtu posledńıho integrálu dojdeme k výsledku

Γl(z, z + h) =
A4π2R4

λ4z2(z + h)2

⎧⎨
⎩1 +

[
sin [khR2/4z(z + h)]

khR2/4z(z + h)

]2
⎫⎬
⎭ . (2.44)

Koeficient korelace pak bude

γl2(z, z + h) =

[
sin (khR2/4z(z + h))

khR2/4z(z + h)

]2

. (2.45)

Pokud bychom nyńı požadovali platnost předpokladu z � h, právě dosažené výsledky by
přešly v dř́ıve vypočtené vztahy (2.36) a (2.45).

Pr̊uběh autokorelačńı funkce (2.44) v závislosti na parametru h je pro r̊uzná z a
konkrétńı hodnoty λ = 652 nm, D = 1 mm vykreslen na obrázku 2.10. I pro poměrně
malá z křivka s nar̊ustaj́ıćım h stále klesá, aniž by nabývala minima. To zp̊usobuje faktor
1/(z + h)2, který odpov́ıdá poklesu amplitudy kulové vlny s nar̊ustaj́ıćı vzdálenost́ı h.

Nás však sṕı̌se zaj́ımá změna intenzity zp̊usobená interferenćı vln, proto mı́sto auto-
korelačńı funkce (2.44) využijeme koeficient korelace (2.45), který je normovaný. Pr̊uběh
funkce γl2 je pro r̊uzné hodnoty vzdálenosti z vykreslen plnou čarou na obrázku 2.11.
Pr̊uběh koeficientu korelace γl1 z rovnice (2.36) je vykreslen přerušovanou čarou. Pro
malé z jsou obě křivky téměř shodné a nabývaj́ı prvńıho minima pro přibližně stejnou
hodnotu h. Pro velké z však funkce γl2 nabývá prvńıho minima pro h→ ∞.
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Obrázek 2.10: Pr̊uběh autokorelačńı funkce Γl(z, z + h) v závislosti na vzdálenosti h.

Obrázek 2.11: Pr̊uběh koeficient̊u korelace γl1 a γl2 v závislosti na vzdálenosti h.

Rychle se zvětšuj́ıćı hodnotu h, pro niž funkce γl2 nabývá minima, můžeme vysvětlit
následovně. Při pohybu podél osy z ve směru od prvńıho st́ıńıtka se pro malé vzdálenosti
z fáze vln pocházej́ıćıch z r̊uzných bod̊u osvětlené oblasti měńı r̊uzně rychle. Je tomu tak
proto, že pr̊uměr osvětlené oblasti D neńı zanedbatelný oproti vzdálenosti z. Výsledná
intenzita se tedy bude měnit poměrně rychle a funkce γl2 bude nabývat minima pro
relativně malou vzdálenost h. Pro velké vzdálenosti z se fáze všech vln měńı téměř stejně
rychle, protože pr̊uměr osvětlené oblasti D je oproti vzdálenosti z zanedbatelný. Výsledná
intenzita proto z̊ustává téměř konstantńı a funkce γl2 nabývá prvńıho minima pro h→ ∞.

Stejnou argumentaci, jakou jsme použili pro osu z, lze aplikovat i na libovolnou př́ımku
procházej́ıćı středem osvětlené oblasti. Proto při experimentálńım vytvořeńı objektivńıch
speckles budeme na druhém st́ıńıtku pro všechny vzdálenosti z � D pozorovat prakticky
stejný interferenčńı obrazec, pouze zvětšený úměrně vzdálenosti z.

2.4.2 Experiment

K ověřeńı posledńıho tvrzeńı o neměnnosti struktury speckles při z � D jsem realizoval
experiment, jehož uspořádáńı je znázorněno na obrázku 2.12. Prvńı st́ıńıtko a hlavńı ro-
vina čočky fotoaparátu jsou tentokrát rovnoběžné s druhým st́ıńıtkem, zároveň se od něj
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nacháźı ve stejné vzdálenosti z. Otvor v prvńım st́ıńıtku je opět překryt tenkou igelitovou
fólíı, abychom po osvětleńı otvoru laserovým ukazovátkem mohli na druhém st́ıńıtku pozo-
rovat objektivńı speckles. Vzájemná poloha fotoaparátu, laserového ukazovátka a prvńıho
st́ıńıtka je pevně mechanicky zajǐstěna, aby nemohlo doj́ıt k jejich vzájemnému posunut́ı.

Obrázek 2.12: Uspořádáńı experimentu.

Při tomto uspořádáńı jsem poř́ıdil fotografie pro r̊uzné hodnoty vzdálenosti z, jejich
výřezy jsou na obrázku 2.13. Protože jsou čočka fotoaparátu i otvor v prvńım st́ıńıtku ve
stejné vzdálenosti od druhého st́ıńıtka, bude poměr středńı velikosti zrn v př́ıčném směru
v̊uči rozměr̊um fotografie stále stejný. Předpokládanou stálost vzájemného uspořádáńı a
tvaru zrn by tedy mělo být jednoduché ověřit. Při pohledu na fotografie na obrázku 2.13
je vidět, že struktura interferenčńıho obrazce se prakticky neměńı. Přitom je samozřejmě
třeba brát ohled na změnu středńı intenzity světla se změnou vzdálenosti z, nebot’ tři
uvedené fotografie byly poř́ızeny při stejném expozičńım čase.

Obrázek 2.13: Fotografie objektivńıch speckles poř́ızené pro stejný otvor avšak r̊uzné
vzdálenosti prvńıho a druhého st́ıńıtka.



KAPITOLA 2. KOHERENČNÍ ZRNITOST 20

2.5 Testy vlastnost́ı lidského oka pomoćı koherenčńı

zrnitosti

Některé vady lidského oka, např. krátkozrakost a dalekozrakost, lze odhalit a testovat po-
moćı jevu koherenčńı zrnitosti. Pozorujeme-li prostým okem st́ıńıtko s drsným povrchem
osvětlené laserovým světlem, vzniknou na naš́ı śıtnici subjektivńı speckles. Při pohybu
hlavy v rovině rovnoběžné se st́ıńıtkem v jednom směru tam a zpět se některým po-
zorovatel̊um zdá, že se speckles posunuj́ı v̊uči st́ıńıtku proti směru pohybu hlavy. Jińı
pozorovatelé zaznamenaj́ı pohyb speckles v̊uči st́ıńıtku ve stejném směru, jakým hýbou
hlavou. Konečně někteř́ı pozorovatelé žádný pohyb speckles v̊uči st́ıńıtku nezaznamenaj́ı.
Rozd́ıly v pozorovaném relativńım pohybu speckles v̊uči st́ıńıtku jsou dány vlastnostmi
oč́ı pozorovatel̊u. V této části se pokuśıme tento jev vysvětlit o něco podrobněji, než je
tomu např. v [3].

Uvažujme nejdř́ıve zdravé lidské oko, jehož schopnost zaostřovat je zcela v pořádku.
Situace je schématicky zakreslena na obrázku 2.14a. Body st́ıńıtka jsou pomoćı čočky oka
zobrazeny na śıtnici. Ohnisková vzdálenost čočky je f . Vzdálenost hlavńı roviny čočky
od předmětové roviny, tj. roviny prvńıho st́ıńıtka, označ́ıme zo. Vzdálenost hlavńı roviny
čočky od obrazové roviny je zi. V př́ıpadě zdravého oka je vzdálenost zi rovna vzdálenosti
roviny śıtnice od hlavńı roviny čočky, tu označ́ıme zr. Jinak řečeno, ostrý obraz st́ıńıtka
se vytvoř́ı právě na śıtnici. Jednotlivé vzdálenosti jsou vázány čočkovou rovnićı

1

zo
+

1

zi
=

1

f
. (2.46)

Osvětĺıme-li st́ıńıtko s drsným povrchem laserovým světlem, d́ıky interferenci kohe-
rentńıch vln vzniknou na śıtnici oka subjektivńı speckles. Důležité je, že speckles vytvořené
na śıtnici se vždy jev́ı ostře, bez ohledu na zaostřeńı oka. Jestliže tedy v rovině śıtnice, jež
je shodná s obrazovou rovinou, vznikne ostrý obraz speckles, bude se pozorovateli zdát,
že jejich vzor se nacháźı v rovině st́ıńıtka, nebot’ ta je shodná s předmětovou rovinou.
Na osvětlené oblasti st́ıńıtka potom bude pozorovat strukturu světlých a tmavých skvrn
odpov́ıdaj́ıćı speckles vytvořeným na śıtnici. Vzdálenost vzoru speckles od hlavńı roviny
čočky označ́ıme zs, pro zdravé oko je zřejmě zs = zo.

Při posouváńı oka ve směru rovnoběžném se st́ıńıtkem se oko přirozeně otáč́ı tak, aby
optická osa čočky prot́ınala st́ıńıtko stále ve stejném bodě. Protože st́ıńıtko i vzor speckles
lež́ı ve stejné rovině, při pohybu oka se jejich vzájemná poloha neměńı. Pozorovatelé se
zdravýma očima tedy žádný vzájemný pohyb st́ıńıtka a vzoru speckles nezaznamenaj́ı.

Přejděme nyńı ke krátkozrakému oku, situace je zakreslena na obrázku 2.14b. Oh-
nisková vzdálenost f a vzdálenosti zo, zi předmětové a obrazové roviny od hlavńı roviny
čočky jsou stejné jako u zdravého oka. Podstatný rozd́ıl však je ten, že rovina śıtnice lež́ı
od hlavńı roviny čočky dále než obrazová rovina, tedy zr > zi. Proto je obraz st́ıńıtka
zachycený na śıtnici rozmazaný. Subjektivńı speckles vytvořené na śıtnici však jsou ostré.
Polohu jejich vzoru zs můžeme dopoč́ıtat z čočkové rovnice

1

zs

+
1

zr

=
1

f
. (2.47)
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Obrázek 2.14: Uspořádáńı a) zdravého, b) krátkozrakého, c) dalekozrakého oka.

Srovnáńım s rovnićı (2.46) a využit́ım nerovnosti zr > zi dojdeme k daľśı nerovnosti
zo > zs. Vzor speckles se tedy bude nacházet v rovině lež́ıćı bĺıže hlavńı rovině čočky
než je rovina st́ıńıtka. Jednoduše řečeno, pozorovateli se budou speckles jevit bĺıže než
samotné st́ıńıtko.

Jak jsme již zmı́nili, při posunut́ı oka ve směru rovnoběžném s rovinou st́ıńıtka se oko
otáč́ı tak, že optická osa čočky prot́ıná st́ıńıtko stále ve stejném bodě. Protože se speckles
jev́ı bĺıže oku než st́ıńıtko, pozorovatel s krátkozrakým okem zaznamená relativńı pohyb
speckles v̊uči st́ıńıtku v opačném směru, než se posunuje jeho oko. Podstata situace je
znázorněna na obrázku 2.15a. Na optické ose čočky zvoĺıme dva body Ps a Po, přičemž
bod Po se od oka nacháźı ve větš́ı vzdálenosti než bod Ps. Tyto dva body jsou v prostoru
pevně umı́stěny. Budeme-li oko posouvat nahoru a zároveň j́ım otáčet tak, aby bod Po

stále ležel na optické ose, bod Ps se bude v̊uči bodu Po pohybovat směrem dol̊u.
Analogicky můžeme diskutovat dalekozraké oko, situace tomu odpov́ıdaj́ıćı je zakres-

lena na obrázku 2.14c. Vzdálenosti f, zo a zi jsou stále stejné, avšak rovina śıtnice lež́ı
k hlavńı rovině čočky bĺıže než obrazová rovina, tedy zr < zi. Subjektivńı speckles za-
chycené na śıtnici se opět jev́ı ostře. Pomoćı čočkové rovnice (2.47) můžeme dopoč́ıtat
vzdálenost vzoru speckles. Srovnáńım rovnic (2.46) a (2.47) a využit́ım nerovnosti zr < zi
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Obrázek 2.15: Relativńı pohyb speckles v̊uči st́ıńıtku a) proti směru posunut́ı krátkozra-
kého oka, b) ve směru posunut́ı dalekozrakého oka.

dojdeme k nerovnosti zo < zs. Vzor speckles se tedy pozorovateli bude jevit dále než
st́ıńıtko.

Při posouváńı a otáčeńı oka pak pozorovatel s dalekozrakým okem zaznamená relativńı
pohyb speckles v̊uči st́ıńıtku ve stejném směru, jakým se oko posunuje. Podstata situace
je pomoćı bod̊u Ps a Po lež́ıćıch na optické ose znázorněna na obrázku 2.15b. Tentokrát
se bod Po nacháźı od oka v menš́ı vzdálenosti než bod Ps. Při posunu oka nahoru a jeho
současném otáčeńı tak, aby bod Po stále ležel na optické ose, se bude bod Ps v̊uči bodu
Po pohybovat také nahoru.

Při pohybu oka však kromě možného relativńıho pohybu speckles v̊uči st́ıńıtku docháźı
také ke změně jejich struktury. To je nutným d̊usledkem faktu, že výsledný interferenčńı
obrazec zachycený na śıtnici záviśı na vzájemné poloze st́ıńıtka a oka. Pokud by však
k významné změně struktury speckles docházelo velmi rychle při sebemenš́ım posunut́ı
oka, nebyli bychom schopni relativńı pohyb speckles v̊uči st́ıńıtku v̊ubec zaznamenat.
To, že jsme schopni jej pozorovat, lze vysvětlit následuj́ıćı úvahou. Posuneme-li oko jen
o vzdálenost malou ve srovnáńı s pr̊uměrem čočky, rozložeńı výsledné amplitudy a fáze na
śıtnici, které je dané interferenćı dopadaj́ıćıch vln, se téměř nezměńı, pouze se jako celek
vzhledem k śıtnici posune. Při pohybu oka se tedy vždy po určitou malou vzdálenost
obrazec speckles chová jako objekt s téměř neproměnnou strukturou a proto pozorovatel
zaznamená jeho relativńı pohyb v̊uči st́ıńıtku.

Rozd́ılu ve schopnosti zaznamenat relativńı pohyb speckles v̊uči st́ıńıtku si lze všim-
nout při pozorováńı osvětlené oblasti st́ıńıtka nejdř́ıve samotným okem a poté přes otvor,
který je výrazně menš́ı než zornička oka. Posuneme-li oko v obou př́ıpadech o stejnou
vzdálenost, budou se speckles měnit mnohem rychleji při pozorováńı přes malý otvor.
V tomto př́ıpadě proto bude obt́ıžněǰśı zaznamenat jejich relativńı pohyb v̊uči st́ıńıtku.



Kapitola 3

Fázové singularity

V daľśı části práce se budeme zabývat tzv. fázovými singularitami, které vznikaj́ı při inter-
ferenci vln. Vlněńı, např. zvukové či elektromagnetické, obecně popisujeme pomoćı am-
plitudy a fáze. V mı́stě, kde docháźı k destruktivńı interferenci vln, je amplituda výsledné
vlny nulová. Fázi v tomto mı́stě však nelze definovat, proto se hovoř́ı o fázové singularitě.

Souvislost fázových singularit s jevem koherenčńı zrnitosti je velmi úzká. Protože pole
koherenčńı zrnitosti vzniká interferenćı vln š́ı̌ŕıćıch se z bod̊u osvětlené oblasti prvńıho
st́ıńıtka, může v některých jeho bodech doj́ıt k destruktivńı interferenci vln. Výsledná
amplituda je v takových bodech nulová, čemuž odpov́ıdá singularita fáze.

3.1 Vznik fázových singularit

Abychom si dokázali představit, jak fázové singularity vznikaj́ı, uvažujme následuj́ıćı po-
kus, podrobněji popsaný v [8]. Malý zdroj ultrazvukových vln vyśılá do okolńıho volného
prostoru krátké pulsy, jejichž pr̊uběh v čase pro konkrétńı mı́sto lze pomoćı mikrofonu
zobrazit na osciloskopu (upřesněme, že na osciloskopu zaznamenáme jen reálnou nebo ima-
ginárńı část komplexńı funkce, kterou vlněńı obecně popisujeme). Pr̊uběh signálu v čase
je na obrázku 3.1a – amplituda sinusových vln určité frekvence je modulována gaussov-
skou obálkou. Do prostoru následně umı́st́ıme st́ıńıtko s drsným povrchem, od kterého se
vyśılané pulsy mohou odrážet. Na osciloskopu zobraźıme pr̊uběh signálu v čase po odrazu
od st́ıńıtka, viz obrázek 3.1b. Počet sinusových vln (délka signálu) se zvětšil a tvar obálky
se výrazně změnil.

Obrázek 3.1: Pr̊uběh signálu na osciloskopu a) pro p̊uvodńı vlnu b) pro odraženou vlnu.

23
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Zobraźıme-li polohu maxim odraženého signálu pro pevně zvolený čas v konkrétńı ro-
vině prostoru, dostaneme strukturu spojitých čar znázorněnou na obrázku 3.2. Všimněme
si předevš́ım, že v bodě P jedna z čar konč́ı. Zvolme body A až F na jednotlivých čarách
a souřadnicovou osu y dle obrázku.

Při přechodu z bodu A do B po úsečce spojuj́ıćı tyto dva body, tj. proti směru osy y,
přeskoč́ıme mezi dvěma sousedńımi maximy signálu celkem třikrát. Přejdeme-li mezi body
B a C po plné čáře, jež odpov́ıdá stejnému maximu, neńı třeba žádného přeskoku. Nyńı
uskutečńıme opět tři přeskoky mezi sousedńımi maximy, tj. mezi body C a D ve směru
osy y. Nakonec se přesuneme po plné čáře z bodu D do E, přičemž neńı třeba žádného
přeskoku. Očekávali bychom, že při stejném počtu přeskok̊u mezi maximy uskutečněných
v záporném a kladném směru osy y (tj. mezi body A, B a C, D), se dostaneme zpět do
výchoźıho bodu. Avšak to se nestalo. Abychom se vrátili zpět do bodu A, bylo by třeba
uskutečnit čtyři přeskoky mezi body C do F a teprve pak se přesunout do A. Při oběhu
kolem bodu P po uzavřené křivce je tedy potřeba o jeden přeskok v́ıce v jednom směru
osy x než ve druhém. Absolutńı hodnota rozd́ılu fáze mezi dvěma sousedńımi maximy
signálu je 2π, proto se při oběhu kolem bodu P po uzavřené křivce ABCFA fáze změńı
o 2π.

Obrázek 3.2: Poloha maxim signálu ve zvolené rovině v prostoru.

Na obrázku 3.3 je vykreslen pr̊uběh signálu v pevně zvoleném čase na př́ımkách rov-
noběžných s osou y a procházej́ıćıch body A, P a F. Kromě samotného signálu je přeru-
šovanou čarou vykreslena i obálka moduluj́ıćı amplitudu sinusových vln. Nejd̊uležitěǰśı je
pro nás př́ımka procházej́ıćı bodem P. V tomto bodě funkce popisuj́ıćı tvar obálky klesá
na nulu, tedy i signál zde muśı být nulový. Jestliže je amplituda vlny v bodě P nulová,
nelze v něm definovat hodnotu fáze – nacháźı se zde fázová singularita. Jej́ı definici nyńı
zpřesńıme.

3.2 Definice a matematický popis fázových singularit

K matematickému popisu výsledné vlny (tj. vlny odražené od st́ıńıtka) použijeme skalárńı
komplexńı funkci ψ(r, t), která muśı být řešeńım skalárńı vlnové rovnice

∇2ψ(r, t) =
1

c2
∂2ψ(r, t)

∂t2
, (3.1)
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Obrázek 3.3: Pr̊uběh signálu na r̊uzných př́ımkách rovnoběžných s osou y v pevně zvo-
leném čase.

kde c je rychlost š́ı̌reńı vlny. Funkce ψ(r, t) obecně záviśı na polohovém vektoru r a čase t.
Budeme-li předpokládat řešeńı (3.1) ve tvaru

ψ(r, t) = ψ(r)e−iωt , (3.2)

kde ω je úhlová frekvence, po dosazeńı do (3.1) a úpravě můžeme přej́ıt k tzv. Helmholt-
zově rovnici pro prostorovou část ψ(r)

∇2ψ(r) + k2ψ(r) = 0 . (3.3)

Přitom jsme zavedli vlnové č́ıslo k = ω/c.
Funkci ψ(r, t) můžeme zapsat pomoćı reálné části ξ(r, t) a imaginárńı části η(r, t),

přičemž př́ımý fyzikálńı význam má jen jedna z nich. Ekvivalentně můžeme zápis provést
pomoćı amplitudy �(r, t) a fáze χ(r, t), tedy

ψ(r, t) = ξ(r, t) + iη(r, t) = �(r, t)eiχ(r,t) . (3.4)

V daľśım textu budeme často mı́sto ψ(r, t) či ψ(r) použ́ıvat zkrácený zápis ψ, analogicky
u ostatńıch veličin. Samotné funkce ξ, η, � a χ jsou reálné, pro amplitudu dále plat́ı � ≥ 0,
fázi budeme nejčastěji udávat na intervalu 〈−π, π〉.

Singularity fáze se nacháźı v bodech prostoru, kde

ψ(r, t) = 0 , (3.5)

což je ekvivalentńı podmı́nkám pro reálnou a imaginárńı část

ξ(r, t) = 0 , η(r, t) = 0 , (3.6)

jež muśı platit zároveň, nebo podmı́nce pro amplitudu

�(r, t) = 0 . (3.7)

V trojrozměrném prostoru je množinou řešeńı každé z rovnic uvedených v (3.6) soustava
ploch, jejichž tvar může být obecně velmi složitý. Pr̊unik dvou ploch, z nichž každá je



KAPITOLA 3. FÁZOVÉ SINGULARITY 26

řešeńım jiné rovnice v (3.6), definuje spojitou křivku, resp. soustavu křivek, jež je řešeńım
(3.5). Takovou křivku budeme nazývat singulárńı čárou či singulárńı křivkou. Ve dvoj-
rozměrném prostoru, tedy např. v konkrétńı rovině zvolené ve trojrozměrném prostoru,
jsou obvykle řešeńım (3.5) izolované body, které jsou ve skutečnosti pr̊unikem singulárńıch
křivek se zvolenou rovinou.

Omezme se nyńı pro jednoduchost na dvojrozměrný prostor, v němž se nacháźı bod se
singularitou fáze. Sestrojme uzavřenou, sebe samu neprot́ınaj́ıćı křivku C, která obeṕıná
singulárńı bod. Přitom t́ımto bodem nesmı́ procházet, aby byl ve všech bodech křivky
definován gradient fáze ∇χ. Śılu singularity s definujeme pomoćı křivkového integrálu

s =
1

2π

∮
C

dχ =
1

2π

∮
C
∇χ · dr . (3.8)

Jej́ı význam je následuj́ıćı. Zvolme na křivce C libovolný počátečńı bod, v němž je
fáze rovna χ ∈ 〈−π, π〉. Po oběhu podél celé křivky proti směru hodinových ručiček
se navrát́ıme do počátečńıho bodu, přičemž fáze bude mı́t hodnotu χ + 2πs (znaménko
plus zde voĺıme jako definici). Vzhledem k fyzikálńımu významu fáze muśıme požadovat,
aby

(χ+ 2πs) mod 2π = χ , (3.9)

čehož lze doćılit jedině tak, že s bude celé č́ıslo. Při oběhu kolem křivky ve zvoleném
směru se tedy fáze změńı o +2πs. Pokud je č́ıslo s kladné, fáze naroste o 2πs, v opačném
př́ıpadě fáze o tuto hodnotu klesne. Pokud bychom ob́ıhali po směru hodinových ručiček,
tj. v opačném směru, fáze by se změnila o −2πs. Śıla singularity přitom nezáviśı na
konkrétńım tvaru zvolené křivky. Obecně se vyskytuj́ı předevš́ım singularity śıly |s| = 1,
experimentálně však lze realizovat i singularity s vyšš́ı silou (viz kapitola 4).

Ještě bychom měli o něco přesněji určit, co se mysĺı oběhem po a proti směru hodi-
nových ručiček. V rovině s fázovou singularitou můžeme definovat kartézskou soustavu
souřadnic (x, y) tak, že fázová singularita lež́ı v jej́ım počátku. Bázové vektory této
soustavy označ́ıme ex, ey. Pomoćı pravidla pravé ruky urč́ıme směr vektoru ez daného
kartézským součinem ex × ey. Natoč́ıme-li nyńı pravou ruku tak, že vztyčený palec uka-
zuje ve směru vektoru ez, pak zahnuté prsty určuj́ı matematicky kladný směr oběhu,
čemuž odpov́ıdá oběh proti směru chodu hodinových ručiček.

3.3 Tvar plochy konstantńı fáze v okoĺı singulárńı

čáry

Řešeńı vlnové rovnice (3.1), která obsahuj́ı fázové singularity, se mohou zásadně odlǐsovat
ve tvaru plochy konstantńı fáze v okoĺı singulárńı čáry (viz [8]). Existuj́ı dva základńı
typy tvaru vlnoploch. Abychom mohli zavést jejich standardně použ́ıvané pojmenováńı,
je třeba udělat malou odbočku do teorie popisuj́ıćı poruchy krystalové struktury pevných
látek.

Zvolme atomy uspořádané v prosté kubické mř́ıžce, která je schématicky zakreslená na
obrázku 3.4a. Poruch (dislokaćı) krystalové struktury existuje celá řada, nás však budou
zaj́ımat dvě konkrétńı – tzv. hranová a šroubová dislokace.
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Na obrázku 3.4b je znázorněna hranová dislokace. Mezi dvě sousedńı atomové roviny
p̊uvodně rovnoběžné s rovinou xz, které jakoby pokračuj́ı do nekonečna, je vsunuta daľśı,
která však nekonečná neńı. Jej́ı okraj (hranu) představuje př́ımka rovnoběžná s osou z
a procházej́ıćı bodem P. Aby krystal z̊ustal jako celek stabilńı, muśı se pobĺıž hranové
dislokace p̊uvodńı dokonalá pravidelnost uspořádáńı atomů porušit.

Šroubová dislokace je znázorněna na obrázku 3.4c. Krystal jakoby rozř́ızneme poloro-
vinou kolmou na osu x, jej́ıž okrajová př́ımka je rovnoběžná s osou z a procháźı bodem
P. Atomy napravo od děĺıćı poloroviny posuneme svisle dol̊u tak, že velikost posunut́ı je
nulová pro atomy lež́ıćı na okrajové př́ımce procházej́ıćı bodem P a rychle roste až po
hodnotu mř́ıžkové konstanty pro atomy v́ıce vzdálené ve směru y od okrajové př́ımky.
Původńı atomová rovina rovnoběžná s rovinou xy je tedy šroubovitě zdeformována, osou
šroubovice je svislá př́ımka procházej́ıćı bodem P.

Obrázek 3.4: Kryslalová mř́ıžka a) neporušená, b) s hranovou dislokaćı, c) se šroubovou
dislokaćı.

Výše zmiňované dva základńı typy tvaru vlnoploch v okoĺı singulárńıch křivek jsou
schématicky znázorněny na obrázku 3.5. V př́ıpadě a) tvoř́ı body s fázovou singularitou
př́ımku, která je rovnoběžná s osou z. Singulárńı př́ımka je zároveň okrajovou př́ımkou
jedné z ploch konstantńı fáze, zat́ımco ostatńı plochy jsou jakoby nekonečné. Tvar vl-
noploch v okoĺı singulárńı křivky je velmi podobný tvaru atomových rovin u hranové
dislokace v krystalu, proto se pro tento jev použ́ıvá označeńı hranová dislokace či hranová

Obrázek 3.5: Tvar vlnoploch v okoĺı singulárńı křivky a) hranová singularita, b) šroubová
singularita.
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singularita. Při oběhu kolem singulárńı př́ımky po uzavřené křivce v libovolné rovině
z = konst se fáze změńı o 2π. S podobným tvarem ploch konstantńı fáze jsme se setkali
již na obrázku 3.2.

V př́ıpadě obrázku 3.5b se body se singularitou fáze také nacháźı na př́ımce rovnoběžné
s osou z. Plocha konstantńı fáze tvoř́ı levotočivou šroubovici, jej́ıž osou je právě singulárńı
př́ımka. Tvar vlnoplochy je velmi podobný tvaru atomových rovin u šroubové dislokace,
proto se pro tento jev použ́ıvá označeńı šroubová dislokace či šroubová singularita. Při
oběhu kolem singulárńı př́ımky po uzavřené křivce v libovolné rovině z = konst se fáze
změńı o 2π. V následuj́ıćıch dvou podsekćıch podrobněji prozkoumáme vlastnosti hranové
a šroubové dislokace.

3.3.1 Hranová singularita

Postupem podrobněji popsaným v [8] lze ukázat, že funkce

ψ = (x+ iy) exp [iky] , (3.10)

kde k je velikost vlnového vektoru, je přibližným řešeńım Helmholtzovy rovnice (3.3) a
zároveň vlna popsaná touto funkćı obsahuje hranovou dislokaci. Uspořádáńı vlnoploch
vzhledem k souřadným osám odpov́ıdá obrázku 3.5a. Singulárńı př́ımka je určena pr̊uni-
kem rovin x = 0, y = 0. Pro amplitudu � a fázi χ, definované rovnićı (3.4), dostáváme po
úpravách vztahy

�2 = x2 + y2 , χ = arctan
y

x
+ ky . (3.11)

Z nich je vidět, že v bodě P [0, 0, z] je amplituda opravdu nulová. Graf závislosti fáze na
souřadnićıch x, y v libovolné rovině z = konst je na obrázku 3.6, přitom jsme zvolili k = 1
(tato volba plat́ı i pro ostatńı obrázky v této části). Při oběhu kolem bodu P proti směru
hodinových ručiček podél uzavřené křivky lež́ıćı v rovině xy se fáze zvětš́ı o 2π, tzn. śıla
singularity je s = 1.

Na obrázku 3.7 jsou pak vykresleny křivky konstantńı fáze (systém křivek jdoućıch
předevš́ım ve směru osy x), převedené na interval 〈−π, π〉. Všechny křivky se stýkaj́ı
právě v bodě P, v němž fáze neńı definována.

Vrat’me se ještě k obrázku 3.2, na němž jsou vykresleny polohy maxim signálu namě-
řeného na osciloskopu ve zvolené rovině v prostoru. Polohy maxim vytvář́ı spojité křivky,
které jsou ve skutečnosti křivkami odpov́ıdaj́ıćımi určité konstantńı hodnotě fáze. Obrázek
3.7 tedy můžeme považovat za zvětšeninu obrázku 3.2 v okoĺı bodu P, přičemž body lež́ıćı
v mı́stech maxima signálu odpov́ıdaj́ı hodnotě fáze χ = 0.

Kromě křivek konstantńı fáze jsou na obrázku 3.7 vykresleny i křivky konstantńı ve-
likosti gradientu fáze |∇χ| (systém křivek jdoućıch převážně ve směru osy y). Lze ukázat
(viz [8]), že křivky jsou popsány rovnićı

(kx)2 + (ky)2 = Q2 exp [−2(1 + kx)] , (3.12)

kde konstanta Q určuje hodnotu velikosti gradientu fáze. V bodě S je gradient fáze nulový,
nacháźı se zde sedlový bod fáze. Vypočteme-li rotaci vektorového pole gradientu fáze,
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Obrázek 3.6: Pr̊uběh fáze v okoĺı hranové singularity.

Obrázek 3.7: Křivky konstantńı fáze a konstantńı velikosti gradientu fáze v okoĺı hranové
singularity.
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dostaneme v každém bodě nulový vektor, nebot’ obecně je rotace gradientu skalárńı funkce
nulová. Vektorové pole gradientu fáze je tedy nev́ırové.

Hranové singularity se vyskytuj́ı při difrakci monochromatické rovinné vlny na hraně
nepropustné poloroviny, pr̊uběh křivek konstantńı fáze lze nalézt např. v [4]. Na hranové
singularity naraźıme také při popisu př́ılivu a odlivu moř́ı. Periodické zvedáńı a snižováńı
hladiny pozorované u pobřež́ı lze popsat pomoćı skalárńı komplexńı funkce, která obsahuje
hranovou singularitu – někde v centrálńı části moře se nacháźı bod, kde se př́ıliv ani odliv
v̊ubec neprojev́ı. Tvar křivek konstantńı fáze lze nalézt např. v [6] nebo [14].

3.3.2 Šroubová singularita

Jedno z nejjednodušš́ıch přesných řešeńı Helmholtzovy rovnice, které obsahuje šroubovou
singularitu, má tvar

ψ = (x+ iy) exp [ikz] , (3.13)

kde k je vlnové č́ıslo. Pro amplitudu a fázi dostáváme rovnice

�2 = x2 + y2 , χ = arctan
y

x
+ kz . (3.14)

Singulárńı př́ımka je určena pr̊unikem rovin x = 0, y = 0, tedy amplituda je nulová v bodě
P [0, 0, z]. Graf závislosti fáze na souřadnićıch x, y v rovině z = 0 je na obrázku 3.8a. Při
oběhu kolem bodu P proti směru hodinových ručiček po uzavřené křivce lež́ıćı v rovině xy
se fáze zvětš́ı o 2π, proto je śıla singularity s = 1. Křivky konstantńı fáze jsou vykresleny
na obrázku 3.9a, je vidět, že se všechny paprskovitě sb́ıhaj́ı v bodě P.

Zavedeme-li v rovině xy polárńı souřadnice (r, ϕ) standardńımi vztahy

x = r cosϕ , y = r sinϕ . (3.15)

dostaneme pro fázi χ jednoduchý výraz

χ = ϕ+ kz . (3.16)

Vyjádřeńım operátoru nabla ve válcových souřadnićıch (r, ϕ, z) dostaneme pro gradient
fáze vztah

∇χ =
∂χ

∂r
er +

1

r

∂χ

∂ϕ
eϕ +

∂χ

∂z
ez =

1

r
eϕ + kez . (3.17)

Pokud bychom se omezili pouze na pr̊umět gradientu fáze do roviny z = konst, pak
křivky konstantńı velikosti gradientu fáze v této rovině jsou soustředné kružnice se středem
v bodě P, nebot’ velikost gradientu fáze je nepř́ımo úměrná vzdálenosti od tohoto bodu. Na
obrázku 3.9 je několik těchto kružnic vykresleno, u každé je uvedena hodnota 1/r. Rotace
vektorového pole gradientu fáze ve zvolené rovině je ze stejných d̊uvod̊u jako u hranové
singularity nulové vektorové pole. Tedy pole gradientu fáze v této rovině je nev́ırové.

Formálně stejné vlastnosti jako gradient fáze u šroubové singularity má vektorové pole
rychlosti popisuj́ıćı prouděńı kapaliny v okoĺı v́ıru, který vzniká např. při rotaci pevného
válce ve viskózńı kapalině. Vektorové pole rychlosti je také nev́ırové, velikost rychlosti
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Obrázek 3.8: Pr̊uběh fáze v okoĺı šroubové singularity a) śıly s = 1, b) śıly s = 2.

Obrázek 3.9: Křivky konstantńı fáze a konstantńı velikosti gradientu fáze v rovině z = 0
v okoĺı šroubové singularity śıly s = 1.

rovněž klesá nepř́ımo úměrně vzdálenosti od osy v́ıru a směr rychlosti v daném bodě je
dán směrem tečny ke kružnici, která t́ımto bodem procháźı a má střed na ose v́ıru.

Tvar plochy konstantńı fáze v trojrozměrném prostoru v bĺızkosti singulárńı křivky si
můžeme lépe představit pomoćı vztahu (3.16). Při nár̊ustu velikosti úhlu ϕ muśı klesat
hodnota součinu kz, proto je plochou konstantńı fáze šroubovice podobná té, která je na
obrázku 3.5a. Ve velké vzdálenosti od singulárńı př́ımky jsou pak plochy konstantńı fáze
roviny kolmé k jej́ımu směru.

Řešeńı Helmholtzovy rovnice obsahuj́ıćı šroubovou singularitu śıly s = ±l, kde l je



KAPITOLA 3. FÁZOVÉ SINGULARITY 32

přirozené č́ıslo, můžeme obecně zapsat ve tvaru

ψ = (x± iy)l exp (ikz) = rl exp [i(kz ± lϕ)] , (3.18)

kde k je vlnové č́ıslo. Závislost fáze na souřadnićıch x, y je pro s = 2 vykreslena na
obrázku 3.8b. Plochou konstantńı fáze v trojrozměrném prostoru v okoĺı singulárńı křivky
je l-násobná pravotočivá či levotočivá šroubovice.

Šroubové singularity śıly |s| = 1 mohou vznikat při interferenci monochromatických
rovinných vln, t́ımto jevem se budeme zabývat v části 3.4. Šroubové singularity obsa-
huj́ı také svazky laserového světla, jejichž komplexńı amplituda je v rovině kolmé na osu
svazku popsána pomoćı součinu přidružených Laguerrových polynomů a Gaussovy funkce.
Podrobněji se těmito svazky budeme zabývat v kapitole 4.

3.4 Interference rovinných vln

Při interferenci v́ıce jak dvou monochromatických rovinných vln s obecně zvolenými am-
plitudami a vzájemným fázovým posuvem mohou vznikat šroubové singularity. Pokud
jsou vlny tři nebo čtyři, ze znalosti jejich amplitud lze vyvodit prostorovou strukturu sin-
gulárńıch čar (viz [22]). Pro větš́ı počet vln je tvar singulárńıch čar př́ılǐs složitý a lze jej
popsat předevš́ım d́ıky numerickým postup̊um. Vlnové vektory rovinných vln přitom bu-
deme vyb́ırat z určité podmnožiny povolených vlnových vektor̊u, č́ımž d́ıky tzv. Talbotovu
jevu dosáhneme jisté periodičnosti struktury singulárńıch čar v prostoru.

3.4.1 Talbot̊uv jev

Při difrakci rovinné vlny na difrakčńı mř́ıžce docháźı v malé vzdálenosti od mř́ıžky, kde
jsou splněny podmı́nky tzv. Fresnelovy difrakce, k Talbotovu jevu [26]. Jeho podstatou je
rekonstrukce obrazu difrakčńıch štěrbin v rovinách rovnoběžných s mř́ıžkou a periodicky
od mř́ıžky vzdálených. Velikost této prostorové periody se označuje jako Talbotova délka.
V rovině vzdálené od mř́ıžky polovinu Talbotovy délky se také vytvoř́ı obraz štěrbin,
avšak fázově posunutý o p̊ul periody. Ve vzdálenosti jedné čtvrtiny Talbotovy délky se
objev́ı obraz s dvojnásobnou prostorovou frekvenćı. Lze ukázat, že tzv. sub-obrazy s větš́ı
prostorovou frekvenćı př́ıpadně fázovým posuvem vznikaj́ı ve všech vzdálenostech, jejichž
poměr v̊uči Talbotově délce lze vyjádřit poměrem dvou celých č́ısel. Odvozeńı velikosti
Talbotovy délky provedeme poněkud odlǐsně od běžného postupu, uvedeného např. v [26],
aby bylo v́ıce jasné, čeho použijeme při výběru povolených vlnových vektor̊u.

V prostoru zvolme kartézskou soustavu souřadnic (x, y, z), polohový vektor označ́ıme r.
Uvažujme rovinnou vlnu

ψ(r) = eik·r , (3.19)

jej́ıž vlnový vektor k = (kx, ky, kz) má velikost |k| = k = 2π
λ

, kde λ je vlnová délka.
Počátečńı fázi jsme pro jednoduchost zvolili nulovou. Předpokládejme, že složka kz vl-
nového vektoru je o hodně větš́ı než složky kx a ky. To znamená, že hlavńı směr š́ı̌reńı
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vlny je podél osy z, resp. rovina konstantńı fáze je téměř rovnoběžná s rovinou z = konst.
Pro vyjádřeńı složky kz potom můžeme použ́ıt přibližný vztah

kz =
√
k2 − k2

x − k2
y ≈ k − k2

x + k2
y

2k
. (3.20)

Daľśım předpokladem je, že složky kx a ky lze zapsat jako

kx = m∆k , ky = n∆k , m, n ∈ Z , (3.21)

kde ∆k je perioda pravidelné pravoúhlé mř́ıžky v k-prostoru v rovině kxky, viz obrázek
3.10. Vzhledem k předpokládanému poměru velikost́ı složek vlnového vektoru muśı platit
∆k � k. Periodě ∆k odpov́ıdá v reálném prostoru vzdálenost Lxy = 2π

∆k
. Tato vzdálenost

je prostorovou periodou funkce ψ ve směrech x a y. Neńı to perioda nejmenš́ı, avšak je
nejmenš́ı společná pro vlny s r̊uznými a nesoudělnými m, resp. n.

Obrázek 3.10: Pravidelná pravoúhlá mř́ıžka s periodou ∆k v k-prostoru v rovině kxky.

V rovině z = 0 má funkce ψ, popisuj́ıćı vlnu v prostoru, tvar

ψ0 = ψ(x, y, z = 0) = exp [i(kxx+ kyy)] , (3.22)

V libovolné rovině z pak

ψz = ψ(x, y, z) = ψ0 exp [ikzz] ≈ ψ0 exp [ikz] exp

[
− i(k2

x + k2
y)z

2k

]
, (3.23)

přičemž pro napsáńı přibližného vztahu jsme využili rovnice (3.20). Dosazeńım z rovnice
(3.21) dále dostaneme

ψz ≈ ψ0 exp [ikz] exp

[
− i(m2 + n2)∆k2z

2k

]
= ψ0 exp [ikz] exp

[
−2πi(m2 + n2)z

Lz

]
, (3.24)

kde jsme během posledńı úpravy označili Lz = 4πk
∆k2 . Z posledńıho vztahu je vidět, že když

za z dosad́ıme celoč́ıselný násobek Lz, bude funkce ψz až na fázový faktor eikz stejná
jako ψ0. Č́ısla m, n jsou totiž celá, proto se fáze v posledńım členu změńı o celoč́ıselný
násobek 2π. Pro jednu rovinnou vlnu samozřejmě neńı Lz nejmenš́ı vzdálenost, pro niž
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plat́ı ψz = ψ0, avšak je to nejmenš́ı společná vzdálenost pro vlny s r̊uznými a nesoudělnými
m, resp. n.

Při superpozici v́ıce rovinných vln, jejichž vlnové vektory maj́ı stejnou velikost, tedy
stač́ı zvolit složky vlnových vektor̊u dle předpoklad̊u uvedených výše a předpisu (3.21),
č́ımž dosáhneme prostorové periodičnosti výsledné funkce ψ. Prostorová perioda ve smě-
rech x a y, resp. z je

Lxy =
2π

∆k
, resp. Lz =

4πk

∆k2
. (3.25)

Kvádr s těmito rozměry v př́ıslušných směrech se označuje jako Talbotova buňka. Nume-
rické výpočty, pomoćı nichž budeme hledat body lež́ıćı na singulárńıch čarách vzniklých
při interferenci rovinných vln, tedy stač́ı provést pouze v rámci jedné Talbotovy buňky.
Tvar singulárńıch křivek ve větš́ı části prostoru pak źıskáme poskládáńım v́ıce Talbotových
buněk správnými stěnami k sobě.

3.4.2 Tři rovinné vlny

Standardńı tvar funkce ψj(r) popisuj́ıćı jednu rovinnou vlnu je

ψj(r) = Aje
i(kj ·r+φj) , (3.26)

kde kj je vlnový vektor a φj počátečńı fáze v bodě r = 0. Složeńım tř́ı rovinných vln
dostaneme výslednou vlnu

ψ(r) =
3∑

j=1

ψj(r) = �(r)eiχ(r) . (3.27)

Pro jednoznačnost popisu v této a následuj́ıćıch podsekćıch zvolme vztah mezi ampli-
tudami vln Aj ≥ Aj+1. Aby v̊ubec mohlo doj́ıt k destruktivńı interferenci, muśı platit
A1 ≤ A2 + A3. Pokud je tato podmı́nka splněna, lze poměrně jednoduše nalézt tvar sin-
gulárńıch čar.

Vztah amplitud a vzájemného fázového posuvu vln lze nejlépe popsat pomoćı fázo-
rového diagramu. Pro bod lež́ıćı na singulárńı křivce muśı být vzájemné natočeńı fázor̊u
takové, že výsledkem jejich vektorového součtu je nulový vektor. Tomu pro pevně zvo-
lené amplitudy a počátečńı fáze vln odpov́ıdaj́ı pouze dvě možnosti vzájemného natočeńı
fázor̊u, přičemž tato dvě uspořádáńı jsou zrcadlově souměrná. Při posunu podél singulárńı
křivky se jednotlivé fázory otáčej́ı kolem počátku grafu, jejich vzájemná poloha však muśı
z̊ustávat stejná. Jinak řečeno, změna fáze každé z vln muśı být stejná.

Analyticky můžeme tvar singulárńıch křivek odvodit následuj́ıćım postupem. V pro-
storu zavedeme kartézskou soustavu souřadnic (x, y, z). Na singulárńı křivce zvoĺıme bod
P [x, y, z], ve kterém muśı platit

ψ1(x, y, z) + ψ2(x, y, z) + ψ3(x, y, z) = 0 . (3.28)

Kousek vedle bodu P zvoĺıme na stejné singulárńı křivce bod P ′[x′, y′, z′], pro nějž plat́ı

ψ1(x
′, y′, z′) + ψ2(x

′, y′, z′) + ψ3(x
′, y′, z′) = 0 , (3.29)
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kde x′ = x + dx, y′ = y + dy, z′ = z + dz. Změnu fáze mezi body P a P ′, která je
pro všechny vlny stejná, označ́ıme dφ. Rozeṕı̌seme-li vlnový vektor kj ve složkách, tj.
kj = (kj1, kj2, kj3), můžeme fázovou změnu postupně vyjádřit pro všechny vlny ve tvaru

k11dx+ k12dy + k13dz = dφ ,

k21dx+ k22dy + k23dz = dφ ,

k31dx+ k32dy + k33dz = dφ . (3.30)

Známe-li vlnové vektory rovinných vln, lze z této soustavy diferenciálńıch rovnic určit
rovnici singulárńı křivky v parametrickém tvaru. Př́ımým řešeńım soustavy (3.30) lze
obecně ukázat, že singulárńı čáry jsou př́ımky, jejichž směr je dán vektorem k1 × k2 +
k2 × k3 + k3 × k1.

Na obrázku 3.11 jsou pomoćı numerického výpočtu vykresleny body lež́ıćı na sin-
gulárńıch čarách vzniklých při interferenci tř́ı rovinných vln. Je vidět, že singulárńı křivky
tvoř́ı soustava rovnoběžných př́ımek. Velikost vlnových vektor̊u, jež muśı být v př́ıpadě
monochromatických vln stejná, byla zvolena |kj | = 1. Dále byly pro všechny vlny shodně
zvoleny amplitudy Aj = 1 a počátečńı fáze φj = 0. Jiná volba fáze by neovlivnila tvar sin-
gulárńıch čar, pouze by zp̊usobila jejich posunut́ı v prostoru. Perioda mř́ıžky v k-prostoru
byla zvolena ∆k = 0,01. Složky vlnových vektor̊u kjx, kjy jsou

k1 = (∆k, 0), k2 = (−∆k, 0), k3 = (∆k,−∆k) . (3.31)

Kv̊uli přehlednosti neuvedené složky kjz bychom vypočetli pomoćı vztahu (3.20). Ba-
revné a tvarové rozlǐseńı bod̊u singulárńıch čar vypov́ıdá o změně fáze při oběhu kolem
singulárńıho bodu po uzavřené křivce v matematicky kladném smyslu v rovině z = z0,
kde konstanta z0 je z-ová souřadnice zvoleného bodu. Červená barva znamená nár̊ust fáze
o 2π, modrá pokles o 2π.

Pro tento i všechny následuj́ıćı obdobné grafy budeme použ́ıvat mı́sto souřadnic x, y, z
bezrozměrné souřadnice

X =
x

Lxy

, Y =
y

Lxy

, Z =
z

Lz

, (3.32)

jejichž hodnota se v rámci jedné Talbotovy buňky nacháźı v intervalu 〈0, 1〉.

3.4.3 Čtyři rovinné vlny

Výsledná vlna je popsána funkćı

ψ(r) =
4∑

j=1

ψj(r) = �(r)eiχ(r) . (3.33)

K diskusi tvaru singulárńıch křivek opět využijeme fázorových diagramů.
Zvolme nejdř́ıve speciálńı př́ıpad, kdy jsou amplitudy všech vln shodné. K destruktivńı

interferenci dojde jedině v bodech, kde vždy dva a dva fázory jsou opačnými vektory, tj.
kde plat́ı jedna ze tř́ı dvojic rovnic



KAPITOLA 3. FÁZOVÉ SINGULARITY 36

Obrázek 3.11: Singulárńı křivky při interferenci tř́ı rovinných vln.

ψ1 = −ψ2 ,

ψ1 = −ψ3 ,

ψ1 = −ψ4 ,

ψ3 = −ψ4 , (3.34)

ψ2 = −ψ4 , (3.35)

ψ2 = −ψ3 . (3.36)

Řešeńım např. rovnice ψ1 = −ψ2 je soustava rovnoběžných rovin v prostoru (po přidáńı
st́ıńıtka bychom pozorovali interferenčńı proužky podobně jako v Youngově dvouštěrbi-
novém experimentu). Řešeńım ψ3 = −ψ4 je podobná soustava rovin. Pr̊unikem rovin od-
pov́ıdaj́ıćıch prvńı a druhé rovnici v (3.34) dostaneme v prostoru soustavu rovnoběžných
př́ımek, které jsou hledanými singulárńımi křivkami. Řešeńım dvojic rovnic (3.35) a (3.36)
jsou také soustavy rovnoběžných př́ımek, pouze jinak orientované.

Na obrázku 3.12 jsou pomoćı numerického výpočtu vykresleny body lež́ıćı na sin-
gulárńıch čarách pro konkrétńı volbu vlnových vektor̊u

k1 = (0, 0), k2 = (∆k, 0), k3 = (∆k,∆k), k4 = (−∆k,−∆k) . (3.37)

Amplitudy a počátečńı fáze jsou zvoleny stejně jako v př́ıpadě tř́ı rovinných vln, stejně
tak barevné rozlǐseńı jednotlivých singulárńıch čar.

Při pohybu podél singulárńı čáry jednotlivé fázory rotuj́ı kolem počátku grafu, jejich
vzájemná poloha však muśı být vždy taková, aby platila jedna z dvojic podmı́nek za-
psaných rovnicemi (3.34) až (3.36). V některých bodech dojde k tomu, že všechny fázory
lež́ı v jedné př́ımce. Těmto bod̊um odpov́ıdaj́ı mı́sta, kde se singulárńı čáry dotýkaj́ı, resp.
kř́ıž́ı. Tomuto jevu se budeme podrobněji věnovat v části 3.5.

Přejděme nyńı k daľśımu př́ıpadu, kdy pro amplitudy plat́ı A1 + A4 = A2 + A3

(připomeňme, že Aj ≥ Aj+1). Singulárńı křivky již nejsou př́ımky, nicméně v bodech,
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Obrázek 3.12: Singulárńı křivky při interferenci čtyř rovinných vln, jejichž amplitudy maj́ı
stejnou velikost.

Obrázek 3.13: Singulárńı křivky při interferenci čtyř rovinných vln, pro jejichž amplitudy
plat́ı A1 + A4 = A2 + A3.

kde fázory lež́ı na jedné př́ımce a zároveň jejich vektorový součet je nulový vektor, se sin-
gulárńı křivky kř́ıž́ı. Na obrázku 3.13 jsou pomoćı numerického výpočtu zobrazeny body
lež́ıćı na singulárńıch čarách opět pro vlnové vektory (3.37), avšak amplitudy

A1 = 0,5 , A2 = 1 , A3 = 0,8 , A4 = 0,7 . (3.38)
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V př́ıpadě, že A1 + A4 < A2 + A3, nebude již existovat žádný bod, kde by fázory
ležely na jedné př́ımce a zároveň docházelo k destruktivńı interferenci. Proto se singulárńı
čáry nebudou v žádném bodě kř́ıžit. Body lež́ıćı na singulárńıch křivkách jsou pro vlnové
vektory (3.37) pomoćı numerického výpočtu zobrazeny na obrázku 3.14. Zvolené hodnoty
amplitud jsou

A1 = 1 , A2 = 0,8 , A3 = 0,5 , A4 = 0,25 . (3.39)

Obrázek 3.14: Singulárńı křivky při interferenci čtyř rovinných vln, pro jejichž amplitudy
plat́ı A1 + A4 < A2 + A3.

Jestliže pro amplitudy plat́ı A1 + A4 > A2 + A3, singulárńı křivky tvoř́ı uzavřené
smyčky. Obrázek 3.15 je vykreslený opět pro vlnové vektory (3.37) a amplitudy

A1 = 0,5 , A2 = 1 , A3 = 0,3 , A4 = 0,4 . (3.40)

Vznik uzavřených smyček lze vysvětlit pomoćı fázorového diagramu. Destruktivńı inter-
ference nemůže nastat pro libovolnou hodnotu vzájemného fázového posuvu vln s největš́ı
a nejmenš́ı amplitudou, nýbrž pouze pro hodnotu z určité části intervalu 〈−π, π〉. Abso-
lutńı hodnota maximálńıho vzájemného fázového posuvu plyne z trojúhelńıkové nerov-
nosti, přičemž strany trojúhelńıka jsou dány amplitudami A1, A4 a A2 + A3. Úhel mezi
stranami A1 a A4 můžeme spoč́ıtat z kosinové věty. Omezeńı vzájemného natočeńı fázor̊u
s amplitudami A1 a A4 zp̊usobuje, že singulárńı křivky nemohou být nekonečné a muśı
mı́t tvar uzavřených smyček.

3.4.4 Pět a v́ıce rovinných vln

Při počtu vln větš́ım jak čtyři již nelze prostorovou strukturu singulárńıch čar jednoduše
popsat. Změna fázového rozd́ılu mezi jednotlivými vlnami při pevně zvolených ampli-
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Obrázek 3.15: Singulárńı křivky při interferenci čtyř rovinných vln, pro jejichž amplitudy
plat́ı A1 + A4 > A2 + A3.

tudách nezp̊usob́ı pouze posunut́ı v prostoru, ale i změnu tvaru singulárńıch čar. Proto je
třeba jejich strukturu nalézt pomoćı numerických výpočt̊u. Jako př́ıklad uved’me obrázky
3.16 a 3.17, na nichž jsou vykresleny body lež́ıćı na singulárńıch křivkách vzniklých při
interferenci pěti vln. Použité vlnové vektory jsou

k1 = (0, 0), k2 = (∆k, 0), k3 = (∆k,∆k), k4 = (−∆k,−∆k), k5 = (−∆k,∆k) , (3.41)

amplitudy byly v obou př́ıpadech shodné, tj. Aj = 1. Při výpočtu obrázku 3.16 byly
počátečńı fáze shodné φj = 0 pro všechny vlny. Při výpočtu obrázku 3.17 byla změněna
pouze počátečńı fáze páté vlny na φ5 = π

2
. Tato změna zp̊usobila rozd́ılnost tvaru sin-

gulárńıch čar na obou obrázćıch. Nejv́ıce patrný je např. vznik singulárńı křivky ve tvaru
uzavřené smyčky v pravé dolńı části obrázku 3.17.

Poskládáńım v́ıce Talbotových buněk správnými stěnami k sobě si můžeme utvořit
představu o struktuře singulárńıch čar v prostoru. Z obrázk̊u lze vysledovat, že existuj́ı dva
základńı druhy singulárńıch čar – uzavřené a (zdánlivě) nekonečné. Uzavřenost singulárńı
čáry přitom nemuśı být patrná pouze z jedné Talbotovy buňky, jako je tomu např́ıklad
na obrázćıch 3.15 nebo 3.17.

Vezměme Talbotovu buňku z obrázku 3.17 jako základńı krychli, jej́ıž kopie budeme
postupně skládat na sebe či vedle sebe. Na horńı podstavu základńı krychle umı́st́ıme dru-
hou krychli, k jej́ıž zadńı stěně přidáme ještě třet́ı krychli. Na obrázku 3.18 je vykreslena
uzavřená singulárńı čára procházej́ıćı těmito třemi Talbotovými buňkami. Pro přehlednost
je rozsah os přizp̊usoben velikosti uzavřené křivky a také nejsou vykresleny ostatńı sin-
gulárńı čáry, které se v tomto objemu nacháźı. Barevně jsou rozlǐseny body lež́ıćı v r̊uzných
buňkách – oranžové body lež́ı v základńı (spodńı) krychli, zelené ve druhé (předńı horńı)
krychli, černé ve třet́ı (zadńı horńı) krychli. Barevné rozlǐseńı změny fáze o ±2π při oběhu
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Obrázek 3.16: Singulárńı křivky při interferenci pěti rovinných vln se stejnými ampli-
tudami a stejnými počátečńımi fázemi.

Obrázek 3.17: Singulárńı křivky při interferenci pěti rovinných vln se stejnými ampli-
tudami, avšak jednou vlnou fázově posunutou o π

2
.

kolem singulárńı křivky je tentokrát vynecháno. Na spodńı, zadńı a pravé stěně grafu je
však nav́ıc vykreslen pr̊umět prostorové singulárńı křivky do konkrétńı roviny, d́ıky čemuž
si lze udělat přesněǰśı představu o skutečném tvaru křivky.
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Obrázek 3.18: Uzavřená singulárńı křivka procházej́ıćı třemi sousedńımi Talbotovými
buňkami.

3.5 Kř́ıžeńı singulárńıch křivek

Vrat’me se nyńı k př́ıpadu interference čtyř rovinných vln se stejnými (pro jednoduchost
jednotkovými) amplitudami a diskutujme podrobněji, jak docháźı ke kř́ıžeńı, resp. do-
tyku singulárńıch čar. Zvolme konkrétńı tvar vlnových vektor̊u př́ıslušných jednotlivým
rovinným vlnám

k1 = (0, 0, k), k2 = (∆k, 0, a), k3 = (−∆k, 0, a), k4 = (0,∆k, a) , (3.42)

kde jsme označili a =
√
k2 − ∆k2. Všechny vlnové vektory tedy maj́ı shodnou veli-

kost k. Body lež́ıćı na singulárńıch čarách jsou pomoćı numerického výpočtu vykres-
leny na obrázku 3.19. Ve shodě s předchoźım textem jsou barevně odlǐseny podle nár̊ustu
(červená), resp. poklesu (modrá) fáze o 2π při oběhu kolem singulárńıho bodu po uzavřené
křivce v matematicky kladném smyslu v rovině z = z0, kde konstanta z0 je z-ová souřad-
nice zvoleného bodu.

Singulárńımi křivkami jsou tři soustavy rovnoběžných př́ımek, jež jsou řešeńım jedné
z dvojic podmı́nek uvedených v rovnićıch (3.34) až (3.36). Vydáme-li se myšleně podél
libovolné ze singulárńıch př́ımek, zjist́ıme, že barva bod̊u na ńı lež́ıćıch (tj. znaménko śıly
singularity) se vždy po určitém intervalu změńı z modré na červenou či naopak. K této
změně dojde vždy v takovém bodě zvolené př́ımky, v němž se tato př́ımka kř́ıž́ı s daľśı,
která však je řešeńım jiné z rovnic (3.34) až (3.36) než zvolená př́ımka. Vyberme tedy
libovolný z bod̊u, v nichž se dvě singulárńı př́ımky kř́ıž́ı. Pr̊uběh singulárńıch křivek v je-
ho okoĺı je schématicky zakreslen na obrázku 3.20a. Př́ımky označ́ıme I a II, bod jejich
pr̊uniku P. Při myšleném pohybu podél př́ımky I ve směru šipky znázorněné na obrázku
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Obrázek 3.19: Tvar singulárńıch př́ımek v jedné Talbotově buňce při skládáńı čtyř ro-
vinných vln se stejnými amplitudami a vlnovými vektory (3.42). Singulárńı př́ımka I
vycháźı z levé bočńı stěny a prot́ıná předńı horńı hranu krychle. Př́ımka II prot́ıná spodńı
a horńı podstavu krychle.

3.20a se barva bod̊u změńı v bodě P z modré na červenou, pro př́ımku II se změńı z červe-
né na modrou. Naskýtá se otázka, zda by nemohl existovat př́ıpad znázorněný na obrázku
3.20b, kdy při pohybu podél každé z př́ımek se barva bod̊u nezměńı. Pokusme se nyńı na
tuto otázku odpovědět.

Obrázek 3.20: Pr̊uběh singulárńıch křivek v okoĺı bodu P a) pozorovaný na obrázku 3.19,
b) diskutovaný teoreticky.

3.5.1 Analytický př́ıstup

Vypočteme nejdř́ıve souřadnice jednoho konkrétńıho bodu P, v němž se dvě singulárńı
př́ımky kř́ıž́ı. Př́ımka I bude řešeńım rovnice (3.34), př́ımka II rovnice (3.36).
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Př́ımka I:

ψ1 = −ψ2

kz = ∆kx+ az + π

0 = ∆kx− (k − a)z + π (3.43)

ψ3 = −ψ4

−∆kx + az = ∆ky + az − π

0 = ∆kx+ ∆ky − π (3.44)

Př́ımka II:

ψ1 = −ψ4

kz = ∆ky + az + π

0 = ∆ky − (k − a)z + π (3.45)

ψ2 = −ψ3

∆kx+ az = −∆kx+ az + π

0 = 2∆kx− π (3.46)

Řešeńım soustavy rovnic (3.43) až (3.46) je bod

P

[
π

2∆k
,
π

2∆k
,

3π

2(k − a)

]
. (3.47)

Jedńım ze dvou nejbližš́ıch daľśıch bod̊u, které lež́ı na př́ımce I, avšak tentokrát vyhovuj́ı
dvojici podmı́nek (3.34) a (3.35) je bod P′, jehož souřadnice jsou

P′
[
0,

π

∆k
,

π

(k − a)

]
. (3.48)

Vypočteme-li vektor

tI = �P′P =

(
π

2∆k
,− π

2∆k
,

π

2(k − a)

)
. (3.49)

dostaneme se k parametrickému vyjádřeńı rovnice př́ımky I

x =
π

2∆k
+

π

2∆k
v , y =

π

2∆k
− π

2∆k
v , z =

3π

2(k − a)
+

π

2(k − a)
v , (3.50)

kde v je parametr. Pro v = 0 dostaneme souřadnice bodu P, pro v = −1 souřadnice bodu
P′. Z vlastnost́ı skalárńıho součinu vektor̊u můžeme určit pr̊uměty vlnových vektor̊u ki

do směru daného př́ımkou I, jenž je určen vektorem tI . Pro skalárńı součin vektor̊u ki a
tI , které sv́ıraj́ı úhel αi, plat́ı

ki · tI = |ki||tI | cosαi (3.51)

z čehož pro pr̊umět |ki| cosαi dostáváme

|ki| cosαi =
ki · tI

|tI | . (3.52)

Po dosazeńı za vlnové vektory (3.42) dojdeme k výsledku

|k1| cosα1 = |k2| cosα2 =

kπ
2(k−a)

|tI | , (3.53)

|k3| cosα3 = |k4| cosα4 =
−π

2
+ πa

2(k−a)

|tI | . (3.54)
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Protože všechny vlnové vektory maj́ı stejnou velikost k, muśı platit α1 = α2 a α3 = α4. To
však okamžitě plyne také z rovnice (3.34) – aby se fáze vln ψ1 a ψ2 měnila podél singulárńı
př́ımky stejně rychle, muśı být pr̊uměty vlnových vektor̊u do směru př́ımky stejně velké,
tedy i úhly sevřené vlnovými vektory a př́ımkou muśı být stejné.

Důležité však je, že velikosti pr̊umět̊u dvojic vlnových vektor̊u k1,k2 a k3,k4 do směru
singulárńı př́ımky nejsou stejné. Lze jednoduše ukázat, že pro čitatele zlomk̊u z rovnic
(3.53) a (3.54) plat́ı ∣∣∣∣∣ kπ

2(k − a)

∣∣∣∣∣ >
∣∣∣∣∣−π2 +

πa

2(k − a)

∣∣∣∣∣ . (3.55)

Pr̊umět vlnových vektor̊u k1,k2 do směru singulárńı př́ımky je tedy větš́ı než pr̊umět
vektor̊u k3,k4. To znamená, že fáze vln ψ1, ψ2 se ve směru singulárńı př́ımky I bude měnit
rychleji než fáze vln ψ3, ψ4. Ve fázorovém diagramu se tedy při pohybu podél singulárńı
př́ımky budou fázory vln ψ1, ψ2 otáčet rychleji než fázory ψ3, ψ4. Zároveň v bodě P plat́ı,
že fáze vln ψ1, ψ3 jsou stejné, totéž plat́ı pro dvojici vln ψ2, ψ4. V bodě P′ jsou naopak
stejné fáze vln ψ1, ψ4 a ψ2, ψ3. Situace ve fázorovém diagramu v r̊uzných bodech singulárńı
př́ımky I je znázorněna na obrázku 3.21.

Obrázek 3.21: Fázorové diagramy pro r̊uzné body na singulárńı př́ımce I.

Vyberme si např. vlny ψ1 a ψ4. V bodě P′ jsou jejich fázory orientovány stejným
směrem. Při pohybu podél singulárńı př́ımky směrem k bodu P fázor vlny ψ1 předb́ıhá
fázor vlny ψ4 a to tak rychle, aby v bodě P ležely fázory v jedné př́ımce, avšak jejich
orientace byla opačná. Za bodem P fázor ψ1 nadále předb́ıhá (sṕı̌s by se dalo ř́ıct, že jej
naopak doháńı) fázor ψ4 tak, aby po uražeńı vzdálenosti rovné vzdálenosti bod̊u P′ a P
byly oba fázory opět orientovány stejným směrem.

Protože známe parametrické rovnice singulárńı př́ımky, můžeme vyjádřeńı vln ψ1, ψ4

přepsat do tvaru

ψ1 = exp

[
ik

(
3π

2(k − a)
+

π

2(k − a)
v

)]
, (3.56)

ψ4 = exp

[
i∆k

(
π

2∆k
− π

2∆k
v
)

+ ia

(
3π

2(k − a)
+

π

2(k − a)
v

)]
(3.57)

Pr̊uběh reálné a imaginárńı části ξ, η vln ψ1, ψ4 v závislosti na parametru v je schématicky
zakreslen na obrázku 3.22. Pro v = −1 maj́ı reálné i imaginárńı části obou vln stejnou
hodnotu včetně znaménka, což odpov́ıdá stejné fázi vln v bodě P′. Pro v = 0 maj́ı reálné
i imaginárńı části vln stejnou absolutńı hodnotu, avšak opačné znaménko, což odpov́ıdá
fázi vln vzájemně posunuté o p̊ul periody v bodě P.
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Obrázek 3.22: Schématické zakresleńı pr̊uběhu reálné a imaginárńı části ξ, η vln ψ1, ψ3

v závislosti na parametru v.

Souvislost se znaménkem śıly singularity je poměrně př́ımočará. Na obrázku 3.23a je
zakreslen fázorový diagram pro jeden bod lež́ıćı na singulárńı př́ımce mezi body P a P′,
na obrázku 3.23b pro druhý bod lež́ıćı až za bodem P. Jestliže budeme v př́ıpadě a) otáčet
fázorem ψ1 po směru hodinových ručiček, splyne nejdř́ıve s fázorem ψ3 a poté s fázorem
ψ2. Aby v př́ıpadě b) bylo pořad́ı splynut́ı fázoru ψ1 s fázory ψ3 a ψ2 stejné, museli bychom
j́ım otáčet proti směru hodinových ručiček. Tento rozd́ıl v uspořádáńı fázor̊u zp̊usobuje,
že znaménko singularity je v jednom ze zvolených bod̊u kladné a ve druhém záporné, což
lze ukázat následovně.

Obrázek 3.23: Fázorový diagram pro bod lež́ıćı na singulárńı př́ımce I a) mezi body P
a P′, b) za bodem P.

Zvolme na singulárńı př́ımce bod P0[x0, y0, z0]. V rovině z = z0 sestroj́ıme malou
kružnici o poloměru r se středem v bodě P0, azimutálńı úhel označ́ıme ϕ. Body kružnice
označ́ıme Q[x1, y1, z0], pro jejich souřadnice pak máme vztahy

x1 − x0 = r cosϕ , y1 − y0 = r sinϕ . (3.58)

Pokusme se nyńı určit, jak záviśı fáze χ výsledné vlny na azimutálńım úhlu ϕ. Jde
nám předevš́ım o to, zda fáze χ při oběhu kolem celé kružnice naroste či klesne o 2π.
Výslednou vlnu v bodě P0 označ́ıme ψ(x0, y0, z0), přitom z definice singulárńı křivky muśı
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být ψ(x0, y0, z0) = 0. Výslednou vlnu v bodě Q lež́ıćım na sestrojené kružnici označ́ıme
ψ(x1, y1, z0). Vlnu v bodě Q můžeme napsat pomoćı Taylorova rozvoje

ψ(x1, y1, z0) = ψ(x0, y0, z0) +
∂ψ

∂x

∣∣∣∣
P0

(x1 − x0) +
∂ψ

∂y

∣∣∣∣
P0

(y1 − y0) +
∂ψ

∂z

∣∣∣∣
P0

(z0 − z0) =

=
∂ψ

∂x

∣∣∣∣
P0

(x1 − x0) +
∂ψ

∂y

∣∣∣∣
P0

(y1 − y0) (3.59)

Po provedeńı výpočtu dojdeme ke vztahu

ψ(x1, y1, z0) = [2∆k cos (az0) sin (−∆kx0) − 2i∆k sin (az0) sin (∆kx0)](x1 − x0) +

+ [−∆k sin (∆ky0 + az0) + i∆k cos (∆ky0 + az0)](y − y0) . (3.60)

Pro fázi χ v bodě Q pak s využit́ım vztahu (3.58) dostaneme vztah

χ = arctan
−2 sin (az0) sin (∆kx0) + cos (∆ky0 + az0) tanϕ

−2 cos (az0) sin (∆kx0) − sin (∆ky0 + az0) tanϕ
. (3.61)

Spočteme-li derivaci ∂χ
∂ϕ

, dojdeme k podmı́nce pro jej́ı znaménko

sgn

[
∂χ

∂ϕ

]
= sgn [− sin (πv)] . (3.62)

Jestliže hodnota parametru v ∈ (−1, 0), je znaménko derivace kladné. Tedy při oběhu
podél kružnice v matematicky kladném směru fáze naroste o 2π. To je ve shodě s červenou
barvou bod̊u lež́ıćıch na singulárńı křivce mezi body P a P′ (viz obrázek 3.19).

Na základě uvedeného rozboru můžeme odpovědět na p̊uvodńı otázku, zda při skládáńı
čtyř rovinných vln s jednotkovými amplitudami může nastat situace zakreslená na obrázku
3.20b, kdy by se při pr̊uchodu bodem kř́ıžeńı podél jedné singulárńı př́ımky nezměnilo
znaménko śıly singularity. Z podmı́nky (3.62) vyplývá, že taková situace nastat nemůže.

3.5.2 Jiný př́ıstup – úvahy o symetrii

Celý problém lze diskutovat ještě z jiné strany. Vrat’me se k obrázku 3.19, na kterém jsou
vykresleny singulárńı křivky vzniklé při složeńı čtyř rovinných, jejichž amplitudy splňuj́ı
podmı́nku A1+A4 = A2+A3 (připomeňme, že plat́ı Aj ≥ Aj+1). V jistých bodech docháźı
ke kř́ıžeńı vždy dvou singulárńıch křivek, jeden z nich označ́ıme P. Pr̊uběh singulárńıch
křivek v jeho okoĺı je včetně dř́ıve zavedeného barevného rozlǐseńı schématicky znázorněn
na obrázku 3.24. Pro jednoznačnost popisu je také zakreslen směr osy z.

Jestliže nyńı zmenš́ıme amplitudu A1 a všechny ostatńı ponecháme beze změny, bude
platit nerovnost A1+A4 < A2+A3. Tomu odpov́ıdaj́ı singulárńı čáry ve tvaru nekonečných
a nikde se neprot́ınaj́ıćıch křivek. Situace v okoĺı bodu P z obrázku 3.24a přejde v schéma
zakreslené na obrázku 3.24b. Plocha konstantńı fáze v okoĺı každé z nekonečných sin-
gulárńıch křivek je bud’ pravotočivá, nebo levotočivá šroubovice. V každém př́ıpadě však
muśı být orientace šroubovice (tedy i znaménko śıly singularity) stále stejná po celé délce
singulárńı křivky a nikdy nemůže

”
samovolně“ doj́ıt k jej́ı změně na opačnou.
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Obrázek 3.24: Pr̊uběh singulárńıch křivek v okoĺı bodu P pro r̊uzné amplitudy A1.

Pokud naopak amplitudu A1 zvětš́ıme, bude platit A1 + A4 > A2 + A3 a singulárńı
křivky budou mı́t tvar uzavřených smyček. Situace v okoĺı bodu P z obrázku 3.24a přejde
v schéma zakreslené na obrázku 3.24c. Při pohybu podél uzavřené singulárńı křivky v jed-
nom směru bude mı́t v jej́ı bĺızkosti plocha konstantńı fáze opět tvar pravotočivé či le-
votočivé šroubovice. Po oběhnut́ı celé smyčky se plocha konstantńı fáze napoj́ı na samu
sebe tak, aby šroubovice byla uzavřená. Znaménko śıly singularity však určujeme z nár̊ustu
či poklesu fáze při oběhu kolem singulárńı čáry v matematicky kladném směru po myšlené
uzavřené křivce lež́ıćı v rovině z = konst. Proto bude mı́t śıla singularity v pravé a levé
části singulárńı smyčky opačná znaménka. Ke změně znaménka docháźı ve dvou bodech,
v nichž je vektor tečný k singulárńı křivce kolmý na směr osy z.

Při plynulé změně amplitudy A1 muśı doj́ıt k plynulému přechodu mezi uspořádáńım
singulárńıch křivek z obrázku 3.24b v uspořádáńı z obrázku 3.24c, resp. naopak. Jediným
možným přechodným stavem, který tuto plynulost zaručuje, je situace z obrázku 3.24a.
Uspořádáńı singulárńıch křivek z obrázku 3.20b se tedy nemůže při skládáńı čtyř rovinných
vln realizovat.

Podotkněme ještě, že ke kř́ıžeńı singulárńıch křivek docháźı proto, že vzájemný vztah
součt̊u amplitud A1 + A4 a A2 + A3 je v́ıce symetrický (součty jsou si rovny), než když
se křivky nekř́ıž́ı (jeden ze součt̊u je větš́ı než druhý). Podobná situace nastává pro
tzv. Chladniho obrazce, do kterých se při rozezvučeńı kovové desky uspořádaj́ı zrnka
ṕısku rozsypaná po jej́ım povrchu. Jeden z nejjednodušš́ıch Chladniho obrazc̊u vzniklých
na čtvercové desce je schématicky zakreslen na obrázku 3.25a, zrnka ṕısku jsou nahro-
maděna podél křivek vytažených tlustou čarou. Pokud bychom měli možnost plynule
měnit rozměry desky, při deformaci v jednom směru do tvaru kosočtverce by Chladniho
obrazec vypadal podle obrázku 3.25b (viz [9]). Při deformaci desky do tvaru kosočtverce
v opačném směru by obrazec měl tvar podle obrázku 3.25c. Ke kř́ıžeńı křivek, podél nichž
se nahromad́ı zrnka ṕısku, tedy také docháźı při symetričtěǰśım uspořádáńı parametr̊u
systému – čtvercová deska má větš́ı symetrii než kosočtvercové desky.

Uvedené chováńı singulárńıch křivek i Chladniho obrazc̊u úzce souviśı s tzv. sńımáńım
degenerace při sńıžeńı symetrie hamiltoniánu v kvantové mechanice.
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Obrázek 3.25: Jeden z nejjednodušš́ıch Chladniho obrazc̊u pro a) čtvercovou desku, b) des-
ku deformovanou v kosočtverec v jednom směru, c) desku deformovanou v kosočtverec
v opačném směru.

3.6 Chováńı funkce ψ v okoĺı singulárńı čáry

Nyńı se budeme věnovat popisu chováńı skalárńı komplexńı funkce ψ v bĺızkosti singulárńı
křivky, přitom budeme převážně vycházet z [16]. Nejprve se omeźıme na dvourozměrný
prostor, tedy na rovinu, v ńıž se nacháźı bod P s fázovou singularitou. V této rovině
definujme kartézskou soustavu souřadnic (x, y) a také polárńı soustavu souřadnic (r, ϕ),
obě s počátkem v bodě P. Pro pozděǰśı účely doplńıme ještě společnou osu z, která s osami
x, y vytvář́ı pravotočivou kartézskou soustavu souřadnic a má rovněž počátek v bodě P.

Je-li funkce ψ zapsána ve standardńım tvaru

ψ = ξ + iη = �eiχ , (3.63)

můžeme v každém bodě roviny definovat vektor hustoty toku (zkráceně vektor toku)

j = Im(ψ∗∇ψ) = ξ∇η − η∇ξ = �2∇χ . (3.64)

Z posledńı rovnosti plyne, že vektorové pole j je invariantńı vzhledem ke globálńı změně
fáze a směr vektoru hustoty toku je shodný se směrem gradientu fáze. Popisuje-li funkce ψ
amplitudu lineárně polarizované elektromagnetické vlny, směr vektoru j odpov́ıdá směru
Poyntingova vektoru. Podobně v kvantové mechanice, kde ψ představuje vlnovou funkci,
má j význam hustoty toku pravděpodobnosti.

Na rozd́ıl od vektorového pole gradientu fáze, které jsme pro šroubovou a hranovou
singularitu diskutovali v částech 3.3.1 a 3.3.2, je vektorové pole j v́ırové. Kv̊uli této vlast-
nosti vektoru toku se někdy mı́sto pojmu fázová singularita použ́ıvá termı́n optický v́ır.

V analogii s mechanikou kontinua můžeme v každém bodě roviny definovat vektor v́ıru
hustoty toku (zkráceně vektor v́ıru)

Ω =
1

2
∇× j = ∇ξ ×∇η . (3.65)

Nacháźı-li se v bodě P roviny xy fázová singularita śıly s = ±1, má v tomto bodě vektor
Ω jednotkovou velikost. Jeho orientace je závislá na znaménku śıly singularity. Pro s = 1
je orientován ve směru vektorového součinu ex × ey bázových vektor̊u kartézské soustavy
souřadnic (tj. ve směru osy z), pro s = −1 mı́̌ŕı ve směru opačném. Je-li absolutńı hodnota
śıly singularity větš́ı než jedna, může pro některé funkce ψ doj́ıt k tomu, že vektor Ω je
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v bodě P nulový, zat́ımco v okolńıch bodech nulový neńı. Vektor v́ıru lze tedy většinou
použ́ıt pouze pro určeńı znaménka śıly singularity, jej́ıž absolutńı hodnota je rovna jedné.
Jako př́ıklad diskutujme hranovou a šroubovou singularitu, jejichž základńı vlastnosti
jsme popsali v částech 3.3.1 a 3.3.2.

Vypočtěme nejdř́ıve vektorová pole j a Ω pro hranovou singularitu. Protože funkce
ψ zadaná vztahem (3.10) je pouze funkćı proměnných x, y, můžeme rovnou použ́ıt de-
finičńıch vztah̊u (3.64) a (3.65), dostaneme

j = (−y, x+ k(x2 + y2), 0) , Ω = (0, 0, 1 + kx) . (3.66)

V bodě P[0, 0, z] je z-ová složka vektoru v́ıru Ω rovna jedné, což odpov́ıdá śıle hranové
singularity s = 1.

U šroubové singularity (3.13) budeme poč́ıtat pr̊umět vektoru toku j do roviny z = 0.
Přitom s výhodou využijeme zápisu složek vektor̊u j a Ω ve válcových souřadnićıch
(r, ϕ, z), tedy

j = (0, r, 0) , Ω = (0, 0, 1) . (3.67)

V bodě P[0, 0, 0] má vektor v́ıru z-ovou složku rovnu jedné, tedy śıla singularity je s = 1.
Pro obecnou šroubovou singularitu (3.18) śıly s = ±l, kde l je přirozené č́ıslo, však
dostaneme

j = (0,±lr2l−1, 0) , Ω = (0, 0,±l2r2(l−1)) . (3.68)

z čehož je vidět, že pro |s| > 1 je z-ová složka vektoru v́ıru v bodě P nulová. Následuj́ıćı
rozbor tedy bude platit pouze pro fázové singularity śıly s = ±1 (resp. singularity, pro
něž je vektor v́ıru v bodě P nenulový).

Vlastnost́ı vektor̊u toku j a v́ıru Ω nyńı využijeme při popisu vzájemného vztahu
kvadrátu amplitudy �2 a velikosti gradientu fáze |∇χ| v okoĺı bodu se singularitou fáze.
Přitom budeme postupovat podle [16]. V bĺızkém okoĺı bodu P zvoĺıme bod P′, jehož
polohový vektor označ́ıme r. Pro hustotu toku j v bodě P′ můžeme napsat přibližný
vztah

j(r) = ξ∇η − η∇ξ ≈ (∇ξ · r)∇η − (∇η · r)∇ξ , (3.69)

přičemž všechny derivace jsou vyč́ısleny v bodě P. Úpravou pomoćı vektorových identit a
definice vektoru v́ıru dostaneme

j(r) ≈ (∇ξ ×∇η) × r = ΩP × r , (3.70)

kde ΩP jsme označili vektor v́ıru hustoty toku v bodě P. Srovnáńım posledńıch rovnost́ı
v (3.64) a (3.70) źıskáme pro bod P′ vztah mezi vektorem hustoty toku, gradientem fáze
a kvadrátem amplitudy ve tvaru

�2∇χ = j(r) ≈ ΩP × r . (3.71)

Vzhledem k orientaci vektor̊u ΩP a r bude mı́t gradient fáze v bodě P′ pouze složku
ve směru bázového vektoru eϕ. Vyjádřeńım operátoru nabla v polárńıch souřadnićıch
dostaneme pro velikost gradientu fáze vztah

|∇χ| =
1

r

∂χ

∂ϕ
, (3.72)
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Pro velikost vektoru toku j tedy plat́ı

j = rΩP = �2|∇χ| =
�2

r

∂χ

∂ϕ
, (3.73)

přitom jsme do velikosti vektoru v́ıru ΩP = ±1 zahrnuli i znaménko plynoućı z vek-
torového součinu ΩP × r. Z rovnice (3.73) nakonec dostáváme vztah mezi kvadrátem
amplitudy a velikost́ı gradientu fáze

�2 =
rΩP

|∇χ| =
r2ΩP

∂χ
∂ϕ

. (3.74)

Odtud je vidět, že v bĺızkém okoĺı singulárńıho bodu je kvadrát amplitudy nepř́ımo
úměrný velikosti gradientu fáze. Popisuje-li funkce ψ amplitudu lineárně polarizované
elektromagnetické vlny, pak �2 je intenzita, kterou naměř́ı detektor. Tedy v bĺızkosti
fázové singularity je intenzita nepř́ımo úměrná velikosti gradientu fáze.

Rozeṕı̌seme-li ještě pomoćı Taylorova rozvoje velikost kvadrátu amplitudy v bodě P′,
dostaneme

�2 ≈ |r · ∇ψ|2 = (r · ∇ξ)2 + (r · ∇η)2 . (3.75)

Křivkami konstantńı hodnoty �2 v bĺızkém okoĺı bodu P tedy obecně budou elipsy.
Zobecněńı dosavadńıho postupu na př́ıpad singulárńı křivky v trojrozměrném prostoru

je poměrně snadné. Na singulárńı křivce zvoĺıme konkrétńı bod P, v něm sestroj́ıme vektor
tečný k singulárńı křivce a rovinu kolmou k tečnému vektoru. Na této rovině zavedeme
lokálńı kartézské a polárńı souřadnice, obě s počátkem v bodě P. Vektor v́ıru ΩP pak
bude rovnoběžný s vektorem tečným k singulárńı křivce.

Nyńı se pokuśıme chováńı funkce ψ v okoĺı singulárńı čáry analyzovat podrobněji
na vlastńıch př́ıkladech. Závislost kvadrátu amplitudy na velikosti gradientu fáze a také
tvar křivek konstantńı hodnoty �2 v okoĺı singulárńı čáry můžeme vykreslit pro konkrétńı
funkci ψ. Přitom využijeme postup̊u popsaných v části 3.4. Při interferenci tř́ı rovinných
vln s vlnovými vektory

k1 = (∆k, 0), k2 = (−∆k, 0), k3 = (0,∆k) (3.76)

a amplitudami
A1 = 0,4 , A2 = 1 , A3 = 0,7 , (3.77)

budou mı́t singulárńı křivky tvar rovnoběžných př́ımek. V jedné Talbotově buňce se
nacháźı čtyři singulárńı př́ımky, viz obrázek 3.26. Výpočtem složek vektoru k1 × k2 +
k2×k3 +k3×k1 se lze přesvědčit, že singulárńı křivky jsou rovnoběžné s osou z. V rovině
z = 0 vybereme fázovou singularitu, nacházej́ıćı se v bodě P[x0, y0, 0]. Sestroj́ıme kružnici
se středem v tomto bodě a poloměrem r, jej́ıž rovnice jsou

x = x0 + r cosϕ , y = y0 + r sinϕ . (3.78)

Závislost fáze χ na azimutálńım úhlu ϕ je vykreslena na obrázku 3.27a, závislost �2

na úhlu ϕ na obrázku 3.27b. Z graf̊u je vidět, že v mı́stech rychlé změny fáze je velikost



KAPITOLA 3. FÁZOVÉ SINGULARITY 51

Obrázek 3.26: Singulárńı křivky při interferenci tř́ı rovinných vln.

Obrázek 3.27: Závislost a) fáze χ na úhlu ϕ, b) kvadrátu amplitudy �2 na úhlu ϕ. Tvar
křivek konstantńı velikosti c) fáze χ, d) kvadrátu amplitudy �2.
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kvadrátu amplitudy malá a naopak. Při oběhu kolem celé kružnice proti směru hodinových
ručiček fáze klesne o 2π, což odpov́ıdá modré barvě bod̊u singulárńı čáry.

Na obrázku 3.27d jsou vykresleny křivky konstantńı velikosti kvadrátu amplitudy �2

v bĺızkosti bodu P, jejich tvar odpov́ıdá elipsám. Pro přehlednost jsou na osách grafu
vyneseny rozd́ıly x−x0 a y−y0. Na obrázku 3.27c jsou křivky konstantńı velikosti fáze χ.
Hodnoty fáze, pro které jsou křivky vykresleny, jsou rozděleny rovnoměrně na intervalu
〈−π, π〉. Všechny křivky se paprskovitě sb́ıhaj́ı do bodu P, kde neńı fáze definována,
přičemž ve směru hlavńıch poloos elips odpov́ıdaj́ıćıch konstantńım hodnotám �2 je jich
poměrně hodně bĺızko u sebe. Tato nerovnoměrnost zřejmě plyne z nepř́ımé úměry mezi
kvadrátem amplitudy a velikost́ı gradientu fáze.

Vrát́ıme-li se k př́ıpadu interference čtyř rovinných vln se stejnými amplitudami, který
jsme v jiné souvislosti podrobně diskutovali v části 3.5, můžeme si všimnout zaj́ımavého
jevu. Pro r̊uzné hodnoty parametru v, který určuje polohu na singulárńı př́ımce I, jsou
závislosti fáze a kvadrátu amplitudy na úhlu ϕ odlǐsné. Zd̊urazněme, že pro tento př́ıpad je
úhel ϕ definován v rovině kolmé na směr singulárńı př́ımky, který je dán vektorem (3.49).
Pr̊uběh zmiňovaných závislost́ı je pro tři r̊uzné hodnoty parametru v ∈ (0, 1) vykreslen
na obrázku 3.28. V souhlasu s rovnićı (3.62) hodnota fáze se vzr̊ustaj́ıćım úhlem ϕ klesá.

Ve všech třech př́ıpadech stále plat́ı, že v mı́stech rychlé změny fáze s úhlem ϕ je
hodnota kvadrátu amplitudy malá a naopak. Rozd́ıl však je v rozsahu hodnot, jakých
kvadrát amplitudy dosahuje. V př́ıpadě a) je tento rozsah největš́ı, proto bude v tomto
př́ıpadě největš́ı i rozsah hodnot derivace χ′ = ∂χ

∂ϕ
, která odpov́ıdá rychlosti změny fáze χ

při změně úhlu ϕ. To se v grafu projev́ı t́ım, že v okoĺı úhl̊u ϕ, jimž odpov́ıdá nejmenš́ı
hodnota �2, bude v př́ıpadě a) křivka χ(ϕ) klesat strměji než v př́ıpadech b) a c). Naopak
v okoĺı úhl̊u ϕ, jimž odpov́ıdá největš́ı hodnota �2, bude v př́ıpadě a) křivka χ(ϕ) klesat
pomaleji než v př́ıpadech b) a c). Naskýtá se tedy otázka, zda se dá alespoň kvalitativně
předpov́ıdat, jestli bude rozsah hodnot rychlosti změny fáze s úhlem ϕ malý nebo velký
podle toho, kde se nacháźıme na singulárńı př́ımce.

Na obrázku 3.28 jsou vykresleny také fázorové diagramy zachycuj́ıćı vzájemné uspořá-
dáńı fázor̊u jednotlivých rovinných vln v bodech singulárńı př́ımky určených parametrem
v. Připomeňme, že vždy dvojice fázor̊u ψ1, ψ2 a ψ3, ψ4 jsou opačně orientované, barevné
označeńı je stejné jako na obrázku 3.21. Z fázorových diagramů na obrázku 3.28 je vidět,
že když jsou dvojice opačně orientovaných fázor̊u téměř rovnoběžné, je rozsah hodnot �2

a χ′ větš́ı, než když jsou dvojice opačných fázor̊u téměř kolmé.
Graf závislosti absolutńı hodnoty |χ′| na parametru v ∈ (0,03; 0,97) a úhlu ϕ je vy-

kreslen na obrázku (3.29). Pro hodnotu v zhruba uprostřed mezi nulou a jedničkou je
maximálńı hodnota |χ′| mnohem menš́ı, než když se v bĺıž́ı nule nebo jedničce, kdy ma-
ximum |χ′| nar̊ustá do nekonečna (proto byl z praktických d̊uvod̊u zvolen pouze výše
uvedený interval hodnot v). Pro v = 0 jsou obě dvojice fázor̊u rovnoběžné, pro v = 0,5
jsou kolmé a pro v = 1 opět rovnoběžné. Zhruba lze tedy ř́ıct, že č́ım v́ıce jsou v konkrétńım
bodě singulárńı př́ımky dvojice opačných fázor̊u vzájemně natočené (maximum natočeńı
nastává pokud jsou dvojice fázor̊u na sebe kolmé), t́ım rovnoměrněji se bude fáze při
oběhu kolem sestrojené kružnice měnit.

Tyto vlastnosti můžeme vysvětlit pomoćı fázorového diagramu, zachyceného na ob-
rázku 3.30. Orientaci každého z fázor̊u ψn, kde n nabývá celoč́ıselných hodnot od jedné
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Obrázek 3.28: Závislost fáze χ a kvadrátu amplitudy �2 na azimutálńım úhlu ϕ při oběhu
po kružnici kolem singulárńı př́ımky I z obrázku 3.19 pro hodnoty parametru a) v = 0,1,
b) v = 0,25, c) v = 0,4.

Obrázek 3.29: Závislost absolutńı hodnoty |χ′| na parametru v a úhlu ϕ.
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do čtyř, budeme popisovat úhlem, který označ́ıme θn. Pokud bychom fázorový diagram
kreslili pro bod nacházej́ıćı se př́ımo na singulárńı př́ımce, měly by tyto úhly hodnoty,
které označ́ıme θ0n. Amplituda všech vln je rovna jedné, proto budou mı́t fázory jednot-
kovou velikost. Protože na singulárńı př́ımce jsou dvojice fázor̊u ψ1, ψ2 a ψ3, ψ4 opačně
orientované, bude platit

θ02 = θ01 + π , θ04 = θ03 + π . (3.79)

Při oběhu kolem singulárńı př́ımky po kružnici lež́ıćı v rovině kolmé na jej́ı směr se orien-
tace každého z fázor̊u bude lehce měnit. Na obrázku 3.30 je to naznačeno malými šipkami,
které ukazuj́ı, že fázory budou oscilovat kolem svých rovnovážných poloh daných úhly θ0n.

Výslednou vlnu ψ v konkrétńım bodě kružnice, po ńıž ob́ıháme singulárńı př́ımku,
můžeme obecně zapsat

ψ =
∑
n

ψn(θn) =
∑
n

exp [iθn] . (3.80)

Pokud kružnice, po které ob́ıháme singulárńı př́ımku, nebude př́ılǐs velká, bude změna
dθn úhlové polohy fázor̊u v diagramu malá. Rozeṕı̌seme-li θn = θ0n + dθn, můžeme pro
výslednou vlnu ψ napsat přibližný vztah

ψ =
∑
n

ψn(θ0n + dθn) ≈∑
n

exp [iθ0n] +
∑
n

i exp [iθ0n]dθn , (3.81)

Výsledkem prvńı sumy je nula, nebot’ to je výraz pro výslednou vlnu ψ na singulárńı
př́ımce. S využit́ım vztah̊u (3.79) a součtových vzorc̊u pro goniometrické funkce dojdeme
k výraz̊um pro reálnou část ξ a imaginárńı část η výsledné vlny

ξ = (dθ2 − dθ1) sin θ01 + (dθ4 − dθ3) sin θ03 ,

η = −(dθ2 − dθ1) cos θ01 − (dθ4 − dθ3) cos θ03 . (3.82)

Nyńı je třeba analyzovat, jak se tyto vztahy budou chovat v závislosti na rozd́ılu úhl̊u θ01
a θ03, což odpov́ıdá vzájemnému natočeńı dvojic opačných fázor̊u ψ1, ψ2 a ψ3, ψ4 v bodě
na singulárńı př́ımce. Protože je d̊uležitý rozd́ıl úhl̊u θ01 a θ03, můžeme pro zjednodušeńı
popisu zvolit θ03 = 0. Vztahy (3.82) přeṕı̌seme

ξ = (dθ2 − dθ1) sin θ01 ,

η = −(dθ2 − dθ1) cos θ01 − (dθ4 − dθ3) . (3.83)

Jestliže θ01 → π
2
, můžeme pro fázi χ výsledné vlny přibližně napsat

χ = arctan
η

ξ
≈ arctan

[
−dθ4 − dθ3

dθ2 − dθ1

]
. (3.84)

Protože výrazy v čitateli a jmenovateli zlomku, který je argumentem funkce arcus tangens,
se s úhlem ϕ měńı zhruba stejně rychle a jejich hodnoty se pohybuj́ı v přibližně stejných
intervalech, bude se fáze χ s úhlem ϕ měnit vcelku rovnoměrně. Pokud naopak θ01 → 0,
při použit́ı přibližného vyjádřeńı sin θ01 ≈ θ01 bude platit

χ = arctan
η

ξ
≈ arctan

[
−(dθ2 − dθ1) + (dθ4 − dθ3)

θ01(dθ2 − dθ1)

]
(3.85)
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Jelikož θ01 je malé č́ıslo, je v tomto př́ıpadě interval hodnot čitatele zlomku v argumentu
funkce arcus tangens mnohem větš́ı než interval hodnot jmenovatele. Fáze χ se proto
s úhlem ϕ může měnit mnohem rychleji i pomaleji než v př́ıpadě θ01 → π

2
.

Rozd́ılný pr̊uběh fáze χ v závislosti na úhlu ϕ pro r̊uzné hodnoty parametru v pouka-
zuje na to, že také tvar plochy konstantńı fáze bude v r̊uzných částech singulárńı př́ımky
odlǐsný. Na obrázku 3.31 je pro r̊uzné intervaly hodnoty parametru v vykreslena plocha
konstantńı fáze odpov́ıdaj́ıćı hodnotě χ = π

2
. Souřadnice x, y uvedené na osách graf̊u jsou

pomocné lokálńı souřadnice definované v rovině kolmé na směr singulárńı př́ımky tak,
že bod s fázovou singularitou lež́ı v jejich počátku. Intervaly hodnot parametru v byly
zvoleny tak, že jejich dolńı meze jsou rovny hodnotám v použitým u obrázku 3.28. Str-
most plochy konstantńı fáze na obrázku 3.31a se s úhlem ϕ měńı poměrně hodně, naopak
na obrázku 3.31c je pro r̊uzné úhly ϕ téměř stejná, šroubovice je pak velmi podobná
šroubovici z obrázku 3.8a pro nejjednodušš́ı šroubovou singularitu śıly s = 1.

Obrázek 3.30: Fázorový diagram pro bod na singulárńı př́ımce. Malými šipkami je na-
značeno, že při oběhu po malé kružnici kolem singulárńı př́ımky se bude úhlová poloha
fázor̊u lehce měnit.

Obrázek 3.31: Tvar plochy konstantńı fáze odpov́ıdaj́ıćı hodnotě χ = π
2

pro r̊uzné intervaly
hodnot parametru v.



Kapitola 4

Laserové svazky obsahuj́ıćı fázovou
singularitu

V následuj́ıćı části práce se budeme zabývat některými přibližnými řešeńımi vlnové rov-
nice, která obsahuj́ı fázovou singularitu a jsou zároveň d̊uležitá z experimentálńıho hle-
diska. Konkrétně nám p̊ujde o laserové svazky, jejichž komplexńı amplituda je v rovině
kolmé na osu svazku úměrná součinu Gaussovy funkce a přidruženého Laguerrova poly-
nomu. Tyto tzv. Laguerrovy-Gaussovy módy maj́ı singularitu fáze na ose svazku, tvar
plochy konstantńı fáze v jej́ım okoĺı odpov́ıdá šroubové singularitě. LG módy jsou jedny
z možných řešeńı tzv. paraxiálńı vlnové rovnice, kterou nyńı odvod́ıme.

4.1 Paraxiálńı vlnová rovnice

Podobně jako v části 3.2 přejdeme za předpokladu časové periodičnosti řešeńı od vlnové
rovnice

∇2ψ(r, t) =
1

c2
∂2ψ(r, t)

∂t2
(4.1)

pro skalárńı komplexńı funkci ψ(r, t) k Helmholtzově rovnici

∇2ψ(r) + k2ψ(r) = 0 . (4.2)

pro prostorovou část ψ(r). Přitom jsme označili k velikost vlnového vektoru. V prostoru
definujeme kartézskou soustavu souřadnic (x, y, z) a také válcovou soustavu souřadnic
(r, ϕ, z), které maj́ı společnou osu z.

Svazky laserového světla jsou známy t́ım, že s nar̊ustaj́ıćı vzdálenost́ı od osy svazku
amplituda vlny rychle klesá – svazek je úzký a také málo rozb́ıhavý. Zvoĺıme-li hlavńı
směr š́ı̌reńı svazku podél osy z (tzv. paraxiálńı aproximace), můžeme řešeńı Helmholtzovy
rovnice předpokládat ve tvaru

ψ(x, y, z) = u(x, y, z)eikz . (4.3)

Přitom funkce u(x, y, z) záviśı na souřadnici z jen velmi slabě. Po dosazeńı do rovnice
(4.2) dostaneme

∇2
Tu+

∂2u

∂z2
+ 2ik

∂u

∂z
= 0 , (4.4)

56
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kde operátor ∇2
T vyjádřený v kartézských, resp. válcových souřadnićıch má tvar

∇2
T =

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
, resp. ∇2

T =
1

r

∂

∂r

(
r
∂

∂r

)
+

1

r2

∂2

∂ϕ2
. (4.5)

Protože se funkce u(x, y, z) při změně souřadnice z o hodnotu vlnové délky změńı velmi

málo, bude platit
∣∣∣∂u
∂z

∣∣∣ � |ku| a následně také
∣∣∣∂2u
∂z2

∣∣∣ � ∣∣∣k ∂u
∂z

∣∣∣. Zanedbáńım členu s dru-

hou derivaćı podle proměnné z v rovnici (4.4) pak dostáváme pro funkci u(x, y, z) tzv.
paraxiálńı vlnovou rovnici

∇2
Tu+ 2ik

∂u

∂z
= 0 . (4.6)

K této rovnici jsme došli na základě požadavku, aby hlavńı směr š́ı̌reńı svazku byl podél
osy z. Tuto souřadnicovou osu tedy ztotožńıme s osou laserového svazku. Nyńı potřebuje-
me naj́ıt takové řešeńı paraxiálńı rovnice, pro něž bude s nar̊ustaj́ıćı vzdálenost́ı od osy z
amplituda rychle klesat. Přitom budeme postupovat podle [32].

4.2 Základńı mód laserového svazku

Při hledáńı funkce u(x, y, z), která má tuto vlastnost, můžeme vyj́ıt z jednoduché před-
stavy kulové vlny š́ı̌ŕıćı se z bodového zdroje umı́stěného v počátku kartézské soustavy
souřadnic. Funkce ψ(r) popisuj́ıćı prostorovou část této vlny ve vzdálenosti |r| od zdroje
zářeńı je

ψ(r) ∝ eik|r|

|r| , (4.7)

V bĺızkém okoĺı osy z můžeme pro vzdálenost |r| použ́ıt aproximaci

|r| =
√
x2 + y2 + z2 ≈ z +

x2 + y2

2z
. (4.8)

Po dosazeńı do (4.7) bychom dostali vyjádřeńı vlny ψ(r), které je formálně podobné rovnici
(4.3) a z něhož plyne konkrétńı předpis pro funkci u(x, y, z).

Na základě jiných argument̊u a mnohem podrobněǰśıho rozboru (viz [32]) lze dospět
k výchoźı funkci

ψ(r) =
1

iλz
exp

[
ik(x2 + y2)

2z

]
exp [ikz] = u(x, y, z) exp [ikz] , (4.9)

jež se od té, kterou bychom źıskali pomoćı úvahy s kulovou vlnou, lǐśı konstantou 1/iλ.
Př́ımým dosazeńım lze ověřit, že část označená u(x, y, z) je řešeńım paraxiálńı vlnové
rovnice (4.6). Z tohoto tvaru funkce u(x, y, z) nyńı vyjdeme při konstrukci funkce popi-
suj́ıćı tzv. gaussovský svazek. Ten již bude splňovat požadavek rychlého poklesu amplitudy
s nar̊ustaj́ıćı vzdálenost́ı od osy z.

Jeden z běžně použ́ıvaných postup̊u, jak tuto funkci źıskat, spoč́ıvá v nahrazeńı pro-
měnné z komplexńım výrazem z − izR. Funkci u(x, y, z) z rovnice (4.9) tedy přeṕı̌seme

u(x, y, z) =
A

i(z − izR)
exp

[
ik(x2 + y2)

2(z − izR)

]
, (4.10)
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kde A je normovaćı konstanta, do ńıž jsme zahrnuli i vlnovou délku λ. Pomoćı úprav

1

z − izR

=
z + izR

z2 + z2
R

, (4.11)

1

i(z − izR)
=

zR − iz

z2 + z2
R

=

√
z2 + z2

R exp
[
i arctan

(
− z

zR

)]
z2 + z2

R

(4.12)

a vlastnosti arctan (−α) = − arctan (α) dostaneme

u(x, y, z) =
A√

z2 + z2
R

exp
[
−i arctan

(
z

zR

)]
exp

[
ik(x2 + y2)(z + izR)

2(z2 + z2
R)

]
. (4.13)

Označ́ıme-li

1

R
=

z

z2 + z2
R

, (4.14)

w2 =
2zR

k

(
1 +

z2

z2
R

)
= w2

0

(
1 +

z2

z2
R

)
, (4.15)

tan θ =
z

zR
, (4.16)

lze rovnici (4.13) přepsat

u(x, y, z) =

√
2

π

1

w
exp

[
−x

2 + y2

w2

]
exp

[
ik(x2 + y2)

2R

]
exp [−iθ] . (4.17)

Konstantu
√

2/π lze odvodit z podmı́nky pro normováńı v rovině z = 0

∫ ∫
|u(x, y, z = 0)|2 dx dy = 1 . (4.18)

Zd̊urazněme, že funkce (4.17) je přesným řešeńım paraxiálńı vlnové rovnice. Gaussovský
svazek, jehož š́ı̌reńı v prostoru je popsáno funkćı (4.17), je označován jako základńı mód
laserového svazku. Pomoćı něj lze nalézt daľśı řešeńı paraxiálńı rovnice, která jsou o ně-
co složitěǰśı a označuj́ı se jako vyšš́ı módy. Nejdř́ıve však stručně poṕı̌seme vlastnosti
gaussovského svazku a vysvětĺıme význam veličin zavedených rovnicemi (4.14) až (4.16).

Amplituda základńıho módu je v rovině kolmé na osu z modulována Gaussovou
funkćı e−(x2+y2)/w2

, odtud název gaussovský svazek. Poloměr svazku w(z) je definován
jako vzdálenost od osy svazku, na ńıž amplituda poklesne e-krát oproti hodnotě na ose.
Nejmenš́ı poloměr má svazek v rovině z = 0, kde nabývá hodnoty w0, tato rovina je
označována jako pás svazku.

Parametr R zavedený rovnićı (4.14) je poloměr křivosti vlnoplochy v dané rovině
z = konst, faktor eik(x2+y2)/2R vyjadřuje skutečnost, že vlnoplochy jsou zakřivené. Z rovnice
(4.14) je vidět, že pro z = 0 a z → ±∞ je |R| → ∞, tomu odpov́ıdá vlnoplocha ve
tvaru roviny kolmé na osu svazku. Absolutńı hodnota poloměru křivosti nabývá nejmenš́ı
hodnoty v rovinách z = ±zR. Veličina zR je označována jako Rayleigho vzdálenost, jej́ı
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dvojnásobek b = 2zR jako konfokálńı parametr. Z rovnice (4.15) plyne, že poloměr svazku
v rovinách z = ±zR je w(±zR) =

√
2w0. Geometrický význam parametr̊u je znázorněn na

obrázku 4.1.
Fázový člen θ definovaný rovnićı (4.16) se označuje jako Gouẙuv fázový posuv a od-

pov́ıdá odchylce fáze gaussovského svazku na ose z od fáze rovinné vlny s vlnovým vek-
torem o velikosti k, která se š́ı̌ŕı ve směru osy z. V rovině z = 0 jsou fáze gaussovského
svazku a této rovinné vlny shodné, pro z → ±∞ je θ = ±π/2.

Obrázek 4.1: Geometrický význam parametr̊u gaussovského svazku.

4.3 Vyšš́ı módy laserového svazku

Ze znalosti předpisu (4.17) pro základńı mód lze nalézt funkce popisuj́ıćı vyšš́ı módy,
které jsou rovněž řešeńımi paraxiálńı rovnice. Podrobně je celý postup zpracován v [33],
zde se omeźıme na uvedeńı nejd̊uležitěǰśıch výsledk̊u. Jestliže se při hledáńı daľśıch řešeńı
paraxiálńı rovnice použij́ı kartézské souřadnice (x, y, z), dojdeme k funkci

umn(x, y, z) =
Cmn

w
Hm

(
x
√

2

w

)
Hn

(
y
√

2

w

)
exp

[
−x

2 + y2

w2

]
exp

[
ik(x2 + y2)

2R

]
×

× exp [−i(m+ n+ 1)θ] , (4.19)

kde Cmn je normovaćı konstanta a funkce Hm, Hn jsou Hermitovy polynomy. Indexy m,n
tedy mohou být přirozená č́ısla nebo nula. Protože amplituda funkce (4.19) je v rovině
kolmé na osu z úměrná součinu Hermitových polynomů a Gaussovy funkce, jsou laserové
svazky popsané touto funkćı označovány jako tzv. Hermitovy-Gaussovy módy.

Pokud se při hledáńı řešeńı paraxiálńı rovnice použij́ı válcové souřadnice (r, ϕ, z), lze
doj́ıt k předpisu

uhl(r, ϕ, z) =
Chl

w

(
r
√

2

w

)l

Ll
h

(
2r2

w2

)
exp

[
− r2

w2

]
exp

[
ikr2

2R

]
exp [±ilϕ] ×

× exp [−i(2h + l + 1)θ] , (4.20)

kde Chl je normovaćı konstanta a funkce Ll
h je přidružený Laguerr̊uv polynom. Koeficienty

h, l mohou být přirozená č́ısla nebo nula. Pro laserové svazky popsané funkćı (4.20) se
použ́ıvá označeńı Laguerrovy-Gaussovy módy, nebot’ jejich amplituda je v rovině kolmé na
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osu z úměrná součinu přidruženého Laguerrova polynomu a Gaussovy funkce. Člen rle±ilϕ

odpov́ıdá obecnému vztahu (3.18) pro šroubovou singularitu, jej́ıž śıla je s = ±l. LG módy
tedy představuj́ı řešeńı paraxiálńı vlnové rovnice, která obsahuj́ı fázovou singularitu.

Velmi zaj́ımavá vlastnost HG a LG mód̊u se ukáže při srovnáńı pr̊uběhu intenzity

Imn(x, y, z) = |umn(x, y, z)|2 , Ihl(r, ϕ, z) = |uhl(r, ϕ, z)|2 , (4.21)

v r̊uzných rovinách z = konst laserového svazku. Ve všech členech vystupuj́ıćıch ve
výrazech pro intenzitu jsou souřadnice x, y a také r škálovány faktorem w, jehož závislost
na souřadnici z je dána vztahem (4.15). Rozložeńı intenzity v r̊uzných rovinách kolmých
na osu svazku se proto bude lǐsit pouze škálováńım.

Funkce (4.19) a (4.20) jsou řešeńımi téže rovnice, proto by mělo být možné vyjádřit
uhl(r, ϕ, z) jako lineárńı kombinaci jistých umn(x, y, z) a naopak. Z předpis̊u pro funkce
popisuj́ıćıch HG a LG módy je vidět, že součin

exp

[
−x

2 + y2

w2

]
exp

[
ik(x2 + y2)

2R

]

je shodný pro oba typy řešeńı paraxiálńı rovnice, stač́ı tedy porovnávat ostatńı členy.
Zřejmě by se mělo rovnat vyjádřeńı Gouyova fázového posuvu, z čehož pro koeficienty
m,n a h, l dostaneme podmı́nku

m+ n = 2h+ l . (4.22)

Budeme-li cht́ıt źıskat zápis funkce uhl(r, ϕ, z), jej́ıž hodnota součtu 2h+ l je pevně daná,
jako lineárńı kombinaci umn(x, y, z), pak v této kombinaci mohou vystupovat pouze ta-
kové součiny Hermitových polynomů, jejichž koeficienty m,n splňuj́ı podmı́nku (4.22).
Obecný vztah pro tuto lineárńı kombinaci uvedený v [28] má při volbě n ≥ m poměrně
komplikovaný tvar

n+m∑
k=0

(2i)jP
(n−j,m−j)
j (0)Hn+m−j(x)Hj(y) = 2n+m(−1)mm!(x+iy)n−mLn−m

m (x2+y2) , (4.23)

kde

P
(n−j,m−j)
j (0) =

(−1)j

2jj!

dj

dgj
[(1 − g)n(1 + g)m]|g=0 . (4.24)

Pro větš́ı přehlednost zápisu jsme v argumentech jednotlivých funkćı použili proměnných
x, y bez škálovaćıch faktor̊u.

Vždy dva nejnižš́ı Hermitovy a přidružené Laguerrovy polynomy maj́ı tvar

H0(x) = 1

H1(x) = x

Ll
0(x) = 1

Ll
1(x) = −x+ l + 1 (4.25)

Jednoduchým př́ıkladem, na němž můžeme ukázat vlastnosti vztahu (4.23), je rozklad

(x+ iy)L1
0(x

2 + y2) = H1(x)H0(y) + iH0(x)H1(y) , (4.26)
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kdy na obou stranách vyjde shodný výraz x + iy = reiϕ. Ten odpov́ıdá vztahu (3.13)
pro nejjednodušš́ı šroubovou singularitu śıly s = 1. Fyzikálńı význam lineárńı kombinace
(4.26) je př́ımý. Laserový svazek obsahuj́ıćı šroubovou singularitu śıly s = 1 můžeme
vytvořit složeńım dvou svazk̊u, jejichž amplituda je úměrná pouze souřadnici x, resp. y, a
jejichž fázový rozd́ıl je π

2
. Pro vyšš́ı hodnoty koeficient̊u h, l dává rovnice (4.23) mnohem

komplikovaněǰśı vztahy, nicméně fyzikálńı význam z̊ustává v principu stejný.

4.4 Prvńı analogie s kvantovou mechanikou

Vrat’me se nyńı zpět k paraxiálńı vlnové rovnici (4.6) a přepǐsme ji do tvaru

i
∂u

∂z
= − 1

2k
∇2

Tu . (4.27)

Po této úpravě je dobře vidět, že paraxiálńı rovnice je formálně shodná s kvantovou
Schrödingerovou rovnićı pro volnou částici ve dvou dimenźıch, přičemž čas t je nahrazen
souřadnićı z a zlomek m/h̄ odpov́ıdá velikosti vlnového vektoru k. Popis š́ı̌reńı laserového
svazku podél osy z tedy bude mı́t společné prvky s popisem časového vývoje stavu volné
částice ve dvou dimenźıch. Funkce (4.19) a (4.20) pak z pohledu kvantové mechaniky
představuj́ı časově závislé vlnové funkce zapsané v souřadnicové reprezentaci. Analogie
mezi paraxiálńı a Schrödingerovou rovnićı je stručně diskutována např. v [30]. V této části
se ji pokuśıme podrobněji rozpracovat.

Z kvantové mechaniky je známo, že od popisu kvantového stavu pomoćı vlnové funkce
lze přej́ıt k popisu tohoto stavu ve fázovém prostoru (x, p) pomoćı tzv. Wignerovy kva-
zidistribučńı funkce. Ta je pro jednorozměrnou časově závislou vlnovou funkci u(x, t)
definována vztahem

W (x, p, t) =
1

2π

∫
u∗
(
x− q

2
, t
)

eipqu
(
x+

q

2
, t
)

dq , (4.28)

Pro obecnou vlnovou funkci závisej́ıćı na N souřadnićıch můžeme sestrojit Wignerovu
kvazidistribučńı funkci, která je závislá na těchto N souřadnićıch a N k nim konjugo-
vaných hybnostech. Wignerova funkce je do jisté mı́ry analogická klasické distribučńı
funkci F (x, p, t) ve fázovém prostoru, avšak jej́ı význam a vlastnosti jsou lehce odlǐsné.
Uved’me jen stručně některé z nich.

Pokud funkci W (x, p, t) zintegrujeme přes p pro konstantńı čas t, dostaneme rozložeńı
pravděpodobnosti naměřeńı vlastńı hodnoty souřadnice x, tedy∫ ∞

−∞
W (x, p, t) dp = |u(x, t)|2 . (4.29)

Podobně při integraci funkce W (x, p, t) přes x dostaneme rozložeńı pravděpodobnosti
naměřeńı vlastńı hodnoty p. Dále lze ukázat, že funkce W (x, p, t) může nabývat záporných
hodnot, což je velmi podstatný rozd́ıl oproti klasické distribučńı funkci, která muśı být
vždy větš́ı nebo rovna nule.

Protože vlnová funkce u(x, t) záviśı na čase, bude na něm záviset i Wignerova kvazi-
distribuce W (x, p, t). Problém časového vývoje Wignerovy funkce je podrobně diskutován
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např. v [34]. Nás budou zaj́ımat některé jeho konkrétńı vlastnosti, které maj́ı jistou sou-
vislost s funkcemi (4.19) a (4.20) popisuj́ıćımi š́ı̌reńı laserového svazku podél osy z.

V [34] je odvozeno, že pokud je vlnová funkce u(x, t) řešeńım Schrödingerovy rov-
nice, v ńıž vystupuje konstantńı, lineárńı nebo kvadratický potenciál, bude časový vývoj
př́ıslušné Wignerovy funkce splňovat stejné vztahy, jako klasická distribuce F (x, p, t). Pro
tu plat́ı tzv. Liouvilleova rovnice

∂

∂t
F (x, p, t) =

∂H

∂x

∂

∂p
F (x, p, t) − ∂H

∂p

∂

∂x
F (x, p, t) , (4.30)

v ńıž H je klasický hamiltonián odpov́ıdaj́ıćı Hamiltonovu operátoru z dané Schrödin-
gerovy rovnice. Pokud tedy nalezneme popis časového vývoje klasické distribučńı funkce
F (x, p, t), budeme jej moci použ́ıt i pro Wignerovu kvazidistribuci W (x, p, t), přestože
maj́ı tyto funkce odlǐsný význam.

Vrat’me se k paraxiálńı rovnici (4.27), která je analogická Schrödingerově rovnici pro
volnou částici ve dvou dimenźıch. Jej́ı řešeńı (4.19), resp. (4.20), představuje z pohledu
kvantové mechaniky vlnovou funkci závislou na dvou souřadnićıch. Odpov́ıdaj́ıćı Wigne-
rova funkce proto bude čtyřrozměrná. Ve Schrödingerově rovnici pro volnou částici je
potenciál zřejmě roven nule, proto se bude časový vývoj sestrojené Wignerovy funkce
ř́ıdit stejnými vztahy jako vývoj čtyřrozměrné klasické distribučńı funkce. Pro ni bude
platit rovnice analogická (4.30), přičemž hamiltonián bude př́ıslušet klasické volné částici
ve dvou dimenźıch.

Časový vývoj klasické distribuce ve fázovém prostoru lze popsat pomoćı pohybu bod̊u,
které v něm reprezentuj́ı stavy volné částice. Zvolme v čase t = 0 konkrétńı bod fázového
prostoru, označme jej A. V něm má distribučńı funkce hodnotu F a jeho souřadnice
určuj́ı stav konkrétńı volné částice, pro určitost ji označ́ıme Q. Necháme-li nyńı plynout
čas, můžeme ve fázovém prostoru sledovat pohyb bodu, který reprezentuje stav částice
Q. V obecném čase t bude jej́ı stav reprezentován bodem B. Z Liouvilleovy věty plyne, že
v bodě B bude mı́t v čase t distribučńı funkce stejnou hodnotu F jakou měla v čase t = 0
v bodě A. Pro nalezeńı časového vývoje klasické distribuce tedy stač́ı popsat pohyb volné
částice ve dvou dimenźıch. Protože funkce (4.19) a (4.20) jsou po řadě zapsány v kar-
tézských a polárńıch souřadnićıch, bude třeba pro nalezeńı časového vývoje př́ıslušných
distribučńıch funkćı popsat pohyb volné částice zvlášt’ v obou souřadných soustavách.

Začněme popisem v kartézských souřadnićıch (x, y), hmotnost částice zvolme jednot-
kovou. Klasický hamiltonián má tvar

H =
1

2

(
p2

x + p2
y

)
, (4.31)

kde px, py jsou hybnosti ve směrech x, y. Označ́ıme-li klasickou distribučńı funkci v čase t
zkráceně F (t) = F (x, px, y, py, t), bude pro ni platit Liouvilleova rovnice

∂F (t)

∂t
=

∂H

∂x

∂F (t)

∂px

− ∂H

∂px

∂F (t)

∂x
+
∂H

∂y

∂F (t)

∂py

− ∂H

∂py

∂F (t)

∂y
=

= −px
∂F (t)

∂x
− py

∂F (t)

∂y
. (4.32)
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Hodnotu F (x, px, y, py, t) má distribučńı funkce v obecném čase t v bodě B fázového
prostoru o souřadnićıch [x, px, y, py]. Stejnou hodnotu však má také v čase t = 0 v bodě
A o souřadnićıch [x0, px0, y0, py0], označme ji F (x0, px0, y0, py0, 0). Bude tedy platit

F (x, px, y, py, t) = F (x0, px0, y0, py0, 0) . (4.33)

Pro určeńı časového vývoje distribučńı funkce je nyńı třeba nalézt vztahy mezi souřad-
nicemi bod̊u A a B. Ty lze dostat řešeńım Hamiltonových rovnic, které můžeme odvodit
z výrazu (4.31) pro hamiltonián. Pro dvojici veličin x, px dostáváme

ẋ =
∂H

∂px

= px , ṗx = −∂H
∂x

= 0 . (4.34)

Řešeńım těchto diferenciálńıch rovnic jsou vztahy

x = px0t+ x0 , px = px0 . (4.35)

Pro dvojici y, py bychom dostali analogické rovnice

y = py0t+ y0 , py = py0 . (4.36)

Pokud z těchto rovnic vyjádř́ıme počátečńı hodnoty jednotlivých veličin, můžeme napsat

F (x, px, y, py, t) = F (x− pxt, px, y − pyt, py, 0) . (4.37)

T́ımto vztahem je časový vývoj klasické distribučńı funkce ve fázovém prostoru plně
popsán. Zd̊urazněme ještě jednou, že formálně stejným vztahem je popsán i časový vývoj
Wignerovy kvazidistribuce W (x, px, y, py, t). Přitom se jedná o tzv. aktivńı transformaci,
nebot’ se měńı pr̊uběh samotné distribučńı funkce a neměńı se vzájemná poloha os fázového
prostoru. Správnost nalezeného vyjádřeńı (4.37) funkce F (x, px, y, py, t) pomoćı jej́ı hod-
noty v čase t = 0 lze po dosazeńı do Liouvilleovy rovnice (4.32) lehce ověřit pomoćı
pravidla pro derivaci složené funkce.

Vzhledem k tomu, že rovnice (4.35) a (4.36) jsou zcela nezávislé a formálně maj́ı
stejný tvar, můžeme se omezit pouze na rovinu x, px fázového prostoru a zakreslit do ńı
bod A pro čas t = 0 a jemu odpov́ıdaj́ıćı bod B pro čas t (viz obrázek 4.2). Je zřejmé,
že obecně maj́ı trajektorie bodu popisuj́ıćıho v této rovině stav volné částice tvar př́ımek
rovnoběžných s osou x.

Pr̊uběh distribučńı funkce v obecném čase t můžeme také źıskat z jej́ıho tvaru v ča-
se t = 0 pomoćı vhodné transformace souřadných os fázového prostoru. Takový po-
stup se označuje jako pasivńı transformace. Jinak řečeno, chtěli bychom naj́ıt takovou
souřadnou soustavu (x′, p′x, y

′, p′y), v ńıž by souřadnice bodu A v čase t = 0 byly shodné se
souřadnicemi bodu B v čase t, avšak vyjádřenými v soustavě (x, px, y, py). Transformačńı
rovnice, které splňuj́ı tento požadavek, jsou

x′ = x+ pxt

p′x = px

y′ = y + pyt

p′y = py (4.38)
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Jestliže zvoĺıme x′ = 0 dostaneme předpis pro osu p′x v závislosti na parametrech x, px, po-
dobně při volbě p′x = 0 źıskáme rovnici pro osu x′. Vzájemné uspořádáńı os v rovině x, px

je znázorněno na obrázku 4.2. Osy x, x′ jsou shodné, osy px, p
′
x jsou vzájemně natočené

o jistý úhel. Konstantńı hodnotě souřadnice p′x odpov́ıdá př́ımka rovnoběžná s osou x′,
konstantńı hodnotě x′ odpov́ıdá př́ımka rovnoběžná s osou p′x. Z obrázku je vidět, že
tangens úhlu, o který jsou natočeny osy px, p

′
x, je roven t.

Obrázek 4.2: Rovina x, px fázového prostoru.

Z formálńı podobnosti mezi Schrödingerovou a paraxiálńı rovnićı jsme vyvodili, že
při přechodu od prvně jmenované rovnice k druhé je třeba čas t nahradit souřadnićı z.
Provedeme-li nyńı tuto záměnu i při popisu časového vývoje distribučńı funkce, bude
tangens úhlu, o který jsou natočeny osy px, p

′
x, roven z. Jestliže budeme souřadnici z

udávat v bezrozměrných násobćıch parametru zR, potom z rovnice (4.16) plyne, že úhel
natočeńı os px, p

′
x je př́ımo roven parametru θ.

Tento výsledek dává do zaj́ımavé souvislosti parametr θ vystupuj́ıćı v předpisu (4.19)
pro HG módy s geometrickou interpretaćı nalezené pasivńı transformace ve fázovém pro-
storu. Analogické výsledky bychom zřejmě dostali pro dvojici y, py.

Přejděme nyńı k popisu klasické volné částice ve dvou dimenźıch pomoćı polárńıch
souřadnic (r, ϕ). Hamiltonián má tvar

H =
1

2

(
ṙ2 + r2ϕ̇2

)
=

1

2

(
p2

r +
p2

ϕ

r2

)
. (4.39)

Označ́ıme-li klasickou distribučńı funkci v čase t zkráceně F (t) = F (r, pr, ϕ, pϕ, t), bude
mı́t Liouvilleova rovnice pro tvar

∂F (t)

∂t
=

∂H

∂r

∂F (t)

∂pr

− ∂H

∂pr

∂F (t)

∂r
+
∂H

∂ϕ

∂F (t)

∂pϕ

− ∂H

∂pϕ

∂F (t)

∂ϕ
=

= −p
2
ϕ

r3

∂F (t)

∂pr
− pr

∂F (t)

∂r
− pϕ

r2

∂F (t)

∂ϕ
. (4.40)
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Hodnotu F (r, pr, ϕ, pϕ, t) má distribučńı funkce v obecném čase t v bodě B o souřadnićıch
[r, pr, ϕ, pϕ]. Stejnou hodnotu má také v čase t = 0 v bodě A o souřadnićıch [r0, pr0, ϕ0, pϕ0],
kterou označ́ıme F (x0, px0, y0, py0, 0). Bude tedy platit

F (r, pr, ϕ, pϕ, t) = F (r0, pr0, ϕ0, pϕ0, 0) . (4.41)

Pro určeńı časového vývoje bychom nyńı opět potřebovali nalézt obecné vztahy mezi
souřadnicemi bod̊u A a B. Proto budeme řešit soustavu Hamiltonových rovnic

ṙ =
∂H

∂pr
= pr , (4.42)

ϕ̇ =
∂H

∂pϕ
=
pϕ

r2
, (4.43)

ṗr = −∂H
∂r

=
p2

ϕ

r3
, (4.44)

ṗϕ = −∂H
∂ϕ

= 0 , (4.45)

Z rovnice (4.45) okamžitě plyne pϕ = pϕ0. Dále vezmeme rovnici (4.42), zderivujeme
ji podle času a dosad́ıme za ṗr ze vztahu (4.44). Dostaneme rovnici, kterou budeme bez
daľśıch komentář̊u upravovat, tedy

r̈ =
p2

ϕ0

r3
/ · 2ṙ

2ṙr̈ = 2ṙ
p2

ϕ0

r3∫
˙(ṙ2)dt = 2

∫ p2
ϕ0

r3
ṙdt

ṙ = ±
√
C2 − p2

ϕ0

r2
, (4.46)

kde C2 je integračńı konstanta. Protože Hamiltonova funkce (4.39) je v př́ıpadě klasické
volné částice rovna jej́ı kinetické energii E, ze srovnáńı vztah̊u (4.39) a (4.46) vyplývá
rovnost C2 = 2E. Pokud je ṙ = 0, nacháźı se částice v nejmenš́ı možné vzdálenosti od

počátku souřadnic, která je rovna rm =
p2

ϕ0

C2 (viz obrázek 4.3). Znaménka ± před odmoc-
ninou v rovnici (4.46) odpov́ıdaj́ı přibližováńı a vzdalováńı částice od počátku souřadnic.
Zvolme znaménko plus a upravujme rovnici (4.46) dále

dr√
C2 − p2

ϕ0

r2

= dt

∫
rdr√

C2r2 − p2
ϕ0

=
∫

dt

1

C2

√
C2r2 − p2

ϕ0 = t−K

r =

√
p2

ϕ0

C2
+ C2(t−K)2 . (4.47)
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Během úprav jsme zavedli novou integračńı konstantu K. Pro čas t = 0 bude mı́t radiálńı
vzdálenost hodnotu r0, z rovnice (4.47) dostaneme

r0 =

√
p2

ϕ0

C2
+ C2K2 =

√
r2
m + C2K2 . (4.48)

Z tohoto vztahu a obrázku 4.3 vyplývá, že konstanta K je čas, ve kterém se částice bude
nacházet v minimálńı vzdálenosti rm od počátku souřadnic. Konstantu K bychom mohli
z rovnice (4.48) vyjádřit a dosadit ji do vztahu (4.47), č́ımž by v závislosti vzdálenosti r
na čase př́ımo vystupovala počátečńı hodnota r0. Tuto úpravu si však odpust́ıme, nebot’

rovnice (4.47) by t́ım nabyla zbytečně komplikovaného tvaru. Dále můžeme z rovnice
(4.42) lehce vyjádřit pr, výsledek je

pr =
C2(t−K)√

p2
ϕ0

C2 + C2(t−K)2

. (4.49)

Jako posledńı ještě zbývá dopoč́ıtat závislost úhlu ϕ na čase. Po dosazeńı z rovnice (4.47)
do (4.43) můžeme provést úpravy

ϕ̇ =
pϕ0

p2
ϕ0

C2 + C2(t−K)2∫
dϕ =

∫
pϕ0dt

p2
ϕ0

C2 + C2(t−K)2

ϕ = arctan

[
C2(t−K)

pϕ0

]
+ ϕm . (4.50)

Posledńı integračńı konstanta ϕm určuje úhlovou polohu bodu, v němž se volná částice
přibĺıž́ı na nejmenš́ı vzdálenost k počátku soustavy souřadnic (viz obrázek 4.3). Ze vztah̊u
(4.49) a (4.50) bychom opět mohli určit počátečńı hodnoty pr0, ϕ0 a následně je vhodnými
úpravami dostat př́ımo do vyjádřeńı veličin pr, ϕ. Tyto úpravy si rovněž odpust́ıme, nebot’

vztahy (4.49) a (4.50) by pak byly zbytečně komplikované.

Obrázek 4.3: Pohyb volné částice ve dvou dimenźıch.
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Pro přehlednost shrňme řešeńı soustavy diferenciálńıch rovnic (4.42) až (4.45) na jed-
nom mı́stě, nebot’ je budeme potřebovat k daľśımu výkladu, tedy

r =

√
p2

ϕ0

C2
+ C2(t−K)2 ,

ϕ = arctan

[
C2(t−K)

pϕ0

]
+ ϕm ,

pr =
C2(t−K)√

p2
ϕ0

C2 + C2(t−K)2

,

pϕ = pϕ0 . (4.51)

Pokud by nyńı v rovnićıch (4.51) př́ımo vystupovaly počátečńı hodnoty jednotlivých
veličin, mohli bychom rovnice invertovat a źıskat vyjádřeńı počátečńıch hodnot pomoćı
těch v obecném čase. To lze skutečně provést, avšak výsledné vztahy jsou poměrně hodně
komplikované a nepřehledné. Proto se uchýĺıme k jistému zjednodušeńı – nalezneme tyto
inverzńı vztahy pouze pro takové částice, pro které plat́ı K = 0. Po malých úpravách
dostaneme

r0 =
√
r2 − C2t2 ,

ϕ0 = ϕ− arctan
C2t

pϕ

,

pr0 = pr − C2t

r
,

pϕ0 = pϕ . (4.52)

Konečně se tedy můžeme vrátit k rovnici (4.41), pomoćı které chceme popsat časový vývoj
distribučńı funkce. Po dosazeńı právě odvozených vztah̊u ji můžeme přepsat

F (r, pr, ϕ, pϕ, t) = F

(√
r2 + C2t2, pr − C2t

r
, ϕ− arctan

C2t

pϕ

, pϕ, 0

)
. (4.53)

T́ımto vztahem je časový vývoj klasické distribučńı funkce ve fázovém prostoru popsán,
byt’ ne pro všechny možné částice. Formálně stejným vztahem je tedy popsán i časový
vývoj Wignerovy kvazidistribuce W (r, pr, ϕ, pϕ, t). Pomoćı pravidla pro součin složené
funkce lze opět př́ımým výpočtem ukázat, že vyjádřeńı distribučńı funkce ze vztahu (4.53)
splňuje Liouvilleovu rovnici (4.40). Popsat časový vývoj pomoćı aktivńı transformace je
tedy možné, přestože by př́ıslušné obecné rovnice byly poměrně komplikované.

Zvoĺıme-li pevně parametr pϕ0, můžeme zobrazit trajektorii bodu reprezentuj́ıćıho stav
volné částice v trojrozměrném grafu, na jehož osách budou vyneseny hodnoty veličin
r, ϕ, pr (jedná se tedy o podprostor fázového prostoru, který je sám o sobě čtyřrozměrný).
Pro shodné časové intervaly je tato trajektorie vykreslena pro pět r̊uzných hodnot pϕ0 na
obrázku 4.4, přičemž bylo zvoleno C2 = 1, K = 0, ϕm = 0.

Podobně jako při popisu pomoćı kartézských souřadnic bychom se mohli pokusit o na-
lezeńı takové souřadné soustavy, ve které by tvar distribučńı funkce v čase t = 0 byl
shodný s jej́ım tvarem v soustavě (r, pr, ϕ, pϕ) v obecném čase t. Přijatelné geometrické
zobrazeńı této transformace se mi však nalézt nepodařilo.
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Obrázek 4.4: Trajektorie bodu reprezentuj́ıćıho stav volné částice v trojrozměrném pod-
prostoru fázového prostoru pro r̊uzné hodnoty pϕ0.

4.5 Druhá analogie s kvantovou mechanikou

Pod́ıváme-li se ještě jednou na tvar funkćı (4.19) a (4.20), které popisuj́ı HG a LG módy,
lze vysledovat daľśı analogii s kvantovou mechanikou, jež je popsána např. v [30]. Označme

xs = rs cosϕs =
x
√

2

w
, ys = rs sinϕs =

x
√

2

w
(4.54)

a uvažujme bezrozměrnou stacionárńı Schrödingerovu rovnici

ĤΨ = EΨ , (4.55)

pro dvoudimenzionálńı harmonický oscilátor, jehož energie je E. Vyjádřeńı této rovnice
pomoćı kartézských souřadnic xs, ys je známé z kvantové mechaniky a má tvar

1

2

[
− ∂2

∂x2
s

− ∂2

∂y2
s

+ x2
s + y2

s

]
Ψ(xs, ys) = EΨ(xs, ys) , (4.56)

Př́ımým výpočtem metodou separace proměnných jsem nalezl řešeńı této rovnice v podobě
vlnové funkce

Ψmn(xs, ys) = CmnHm(xs)Hn(ys) exp

[
−x

2
s + y2

s

2

]
, (4.57)

kde Hm, Hn jsou Hermitovy polynomy, Cmn je normalizačńı konstanta a energie má hod-
notu E = m+ n + 1.

Dále pro tento harmonický oscilátor hledejme vlnovou funkci Ψmn(xs, ys, θ), která je
řešeńım časové Schrödingerovy rovnice

i
∂Ψmn(xs, ys, θ)

∂θ
= ĤΨmn(xs, ys, θ) , (4.58)
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v ńıž jsme čas t formálně nahradili parametrem θ. S využit́ım dř́ıve uvedené stacionárńı
vlnové funkce (4.57) můžeme řešeńı rovnice (4.58) zapsat ve tvaru

Ψmn(xs, ys, θ) = Ψmn(xs, ys) exp [−i(m+ n + 1)θ] . (4.59)

Srovnáme-li nalezené řešeńı časové Schrödingerovy rovnice pro dvourozměrný harmonický
oscilátor s řešeńım paraxiálńı vlnové rovnice popisuj́ıćım HG módy (4.19), dostaneme
jejich vzájemný vztah

umn(x, y, z) =
1

w
Ψmn(xs, ys, θ) exp

[
ik(x2 + y2)

2R

]
. (4.60)

Analogicky můžeme postupovat v polárńıch souřadnićıch rs, ϕs. Řešeńım stacionárńı
Schrödingerovy rovnice

1

2

[
− 1

rs

∂

∂rs

(
rs

∂

∂rs

)
− 1

r2
s

∂2

∂ϕ2
s

+ r2
s

]
Ψ(rs, ϕs) = EΨ(rs, ϕs) , (4.61)

opět metodou separace proměnných jsem dospěl k výsledku

Ψhl(rs, ϕs) = Chl r
l
s L

l
h

(
r2
s

)
exp

[
−r

2
s

2

]
exp [±ilϕs] , (4.62)

přičemž pro energii plat́ı E = 2h+ l + 1. Dále pro časovou Schrödingerovu rovnici, v ńıž
opět nahrad́ıme čas t parametrem θ, dostaneme řešeńı v podobě vlnové funkce

Ψhl(rs, ϕs, θ) = Ψhl(rs, ϕs) exp [−i(2h + l + 1)θ] . (4.63)

Vztah mezi t́ımto řešeńım Schrödingerovy rovnice pro dvourozměrný harmonický oscilátor
a řešeńım (4.20) paraxiálńı rovnice popisuj́ıćım LG módy pak bude

uhl(r, ϕ, z) =
1

w
Ψhl(rs, ϕs, θ) exp

[
ikr2

2R

]
. (4.64)

Ze vztah̊u (4.60) a (4.64) je vidět, že vlnové funkce popisuj́ıćı stav dvourozměrného
harmonického oscilátoru velmi úzce souviśı s funkcemi, které popisuj́ı HG a LG módy.
Exponenciálńı člen eik(x2+y2)/2R je totiž společný pro všechny módy zcela bez ohledu na
hodnoty koeficient̊u m,n či h, l. Protože při š́ı̌reńı laserového svazku od z = −∞ do
z = +∞ nabývá parametr θ hodnot od −π

2
do π

2
a pro harmonický oscilátor jsme čas t

nahradili parametrem θ, bude š́ı̌reńı svazku podél osy z odpov́ıdat vývoji harmonického
oscilátoru během poloviny periody. Této analogie s kvantovou mechanikou bylo využito
např. v [30] při daľśım popisu mód̊u laserového světla.



Kapitola 5

Závěr

V prvńı části práce jsem se zabýval samotným jevem koherenčńı zrnitosti. Na základě
výpočtu převzatého z [1] jsem pomoćı autokorelačńı funkce rozložeńı intenzity určil středńı
př́ıčnou velikost zrn pozorovaných na druhém st́ıńıtku. Závislost této velikosti na pr̊uměru
osvětlené oblasti prvńıho st́ıńıtka jsem ověřil experimentálně, přičemž dosažené výsledky
byly v dobré shodě s teoríı. Kromě toho jsem uvedl vlastńı odhad středńı př́ıčné velikosti
použitelný i pro zrna v́ıce vzdálená od osy z, kde již nefunguj́ı aproximace provedené při
výpočtu autokorelačńı funkce. S využit́ım některých krok̊u převzatého výpočtu se mi dále
podařilo určit středńı velikost zrn v podélném směru. V závěru této části jsem se pokusil
podrobně vysvětlit principy testováńı vlastnost́ı lidského oka pomoćı jevu koherenčńı
zrnitosti.

Druhá část se týkala tzv. fázových singularit, které s jevem koherenčńı zrnitosti velmi
úzce souviśı. Po prostudováńı jejich základńıch vlastnost́ı jsem se zabýval interferenćı
malého počtu rovinných vln. Podařilo se mi sestavit vlastńı výpočetńı program, který pro
zadaný soubor rovinných vln najde numerickou cestou body se singularitou fáze. Dı́ky
tomu jsem pro konkrétńı soubory rovinných vln dospěl k podobným tvar̊um singulárńıch
křivek, jaké byly zveřejněny v p̊uvodńı práci [22]. Výpočetńı program jsem poté využil při
podrobné vlastńı analýze problému kř́ıžeńı singulárńıch křivek v př́ıpadě interference čtyř
rovinných vln se stejnou amplitudou. Dále jsem se zabýval chováńım skalárńı komplexńı
funkce ψ v bĺızkosti singulárńı křivky. Obecné vlastnosti odvozené v [16] jsem diskutoval
pro př́ıpad interference čtyř rovinných vln se stejnou amplitudou.

Ve třet́ı části práce jsem se věnoval laserovým svazk̊um obsahuj́ıćım fázovou sin-
gularitu, konkrétně šlo o tzv. Laguerrovy-Gaussovy módy. Po jejich odvozeńı pomoćı
[32] a [33] jsem podrobně rozebral analogii mezi paraxiálńı vlnovou rovnićı a kvantovou
Schrödingerovou rovnićı pro volnou částici ve dvou dimenźıch. Nakonec jsem krátce zmı́nil
úzkou souvislost mezi funkcemi popisuj́ıćımi Laguerrovy-Gaussovy módy a funkcemi, které
představuj́ı řešeńı Schrödingerovy rovnice pro dvourozměrný harmonický oscilátor.

Hlavńı př́ınos této práce spoč́ıvá v analýze některých problémů, které nebyly v p̊uvodńı
literatuře př́ılǐs diskutovány. Kromě teoretických úvah se mi také podařilo realizovat po-
psané experimenty s jevem koherenčńı zrnitosti a sestavit zmı́něný výpočetńı program pro
hledáńı bod̊u se singularitou fáze při interferenci rovinných vln.
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Vydavatelstv́ı Univerzity Palackého.

[2] J. C. Dainty (1984): Laser speckle and related phenomena. Springer-Verlag.

[3] J. W. Goodman (2007): Speckle phenomena in optics: theory and applications. Ro-
berts and Company Publishers.

[4] M. Born, E. Wolf (1999): Principles of optics. Cambridge University Press.

[5] E. Hecht, A. Zajac (1997): Optics. Addison Wesley Publishing Company.

[6] Internet: http://www.wikipedia.org.

[7] Internet: http://isaac.exploratorium.edu/ pauld/index.html.

[8] M. V. Berry, J. F. Nye (1974): Dislocations in wave trains. Proc. R. Soc. Lond. A.
336, 165-190.

[9] N. S. Bardell (1992): The free vibration of skew plates using the hierarchical finite
element method. Computers & Structures 45, 841-874.

[10] M. V. Berry, S. Klein (1996): Integer, fractional and fractal Talbot effects. J. Mod.
Opt 43, 2139-2164.

[11] M. V. Berry (1998): Wave dislocations in non-paraxial Gaussian beams. J. Mod.
Optics 45, 1845-1858.

[12] M. V. Berry (1998): Much ado about nothing: optical dislocation lines (phase singu-
larities, zeros, vortices. . . ). Singular optics, SPIE 3487 (Frunzenskoe, Crimea), pp
1-5.

[13] M. V. Berry, M. R. Dennis (2000): Phase singularities in isotropic random waves.
Proc. R. Soc. A 456, 2059-2079.

[14] M. V. Berry (2001): Geometry of phase and polarization singularities, illustrated
by edge diffraction and the tides. Second international conference on Singular Op-
tics (Optical Vortices): Fundamentals and applications, SPIE 4403 (Bellingham, Wa-
shington), 1-12.

71



LITERATURA 72

[15] M. V. Berry, M. R. Dennis (2001): Knotted and linked phase singularities in mo-
nochromatic waves. Proc. R. Soc. A 457, 2251-2263.

[16] M. R. Dennis (2001): Topological Singularities in Wave Fields. Disertačńı práce.
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