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Abstrakt: Práca sa zaoberá platnost’ou Newtonových pohybových zákonov
v teórii relativity s dôrazom na tret́ı Newtonov zákon. Súčast’ou zadania
je paradox zo Špeciálnej teórie relativity. Po uvedeńı pŕıslušných teóríı je
problém riešený tromi pŕıstupmi: vo Všeobecnej teórii relativity, cez post-
newtonovskú aproximáciu a nakoniec pomocou relativistickej Lagrangeovej
funkcie. Počas riešenia sa kladie dôraz na jednotlivé sily, analyzuje sa ich
vzájomný vzt’ah a hl’adajú sa súvislosti medzi jednotlivými pŕıstupmi.

Kl’́učové slová: Newtonove zákony, Einsteinova teória relativity, sila, väzby

Abstract: This work focuses on Newton’s Laws of Motion - particularly the
Third Newton’s Law - in the relativity theory. A problem, paradox in Special
Theory of Relativity, is to be resolved as a part of the assignment. First, the
theoretical background is laid. Then, solution to the problem is given through
General Theory of Relativity, post-newtonian approximation and relativistic
Lagrange function. Last, the importance of forces and constraints is analysed
and the results of all three approaches are discussed.

Keywords: Newton’s Laws, Einstein Relativity Theory, force, constraints
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4
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Úvod

Za prvý pokus o relativistickú teóriu je možné považovat’ Galileove experi-
menty, ktorých výsledky boli neskôr sformulované do transformačných vzt’a-
hov nesúcich Galileovo meno. Na Galileovu prácu nadviazal Newton vo svo-
jich Prinćıpiách z roku 1666 popisujúc pohybové zákony, dnes známe ako tri
Newtonove zákony (prvý zákon je vylepšeńım Galileovho prinćıpu zotrvačnos-
ti) a gravitačný zákon. Hlavnými Newtonovými predpokladmi boli absolútny
čas a absolútny priestor, voči ktorému je možné vzt’ahovat’ všetok pohyb,
pretože podl’a neho relat́ıvny pohyb voči nejakým telesám je zdanlivý a sku-
točný je len pohyb absolútny.

Posúdenie pohybu vzt’ažnej sústavy voči absolútnemu priestoru navrhol
Newton urobit’ na základe experimentu s vedierkom vody. Ak sa vzt’ažná
sústava otáča, potom voda vo vedierku bude tiež rotovat’ a vytvoŕı sa konkáv-
ny profil. Ak sa vzt’ažná sústava vzhl’adom k absolútnemu priestoru pohybuje
so zrýchleńım, povrch vody sa naklońı.

Každý pozorovatel’, ktorý bude mat’ k dispoźıcii vedierko vody, bude
schopný určit’ povahu pohybu svojej vzt’ažnej sústavy a vzhl’adom k ab-
solútnemu priestoru bude v pokoji práve vtedy, ked’ povrch vody v jeho
vedierku bude rovný. Newtonovo vysvetlenie ale nehovoŕı nič o tom, ako sa
zachovat’ v pŕıpade, že sa vzt’ažná sústava pohybuje rovnomerne priamočiaro
vzhl’adom k absolútnemu priestoru.

Newton vo svojej Optike vytvoril teóriu éteru, ktorá neskôr poslúžila
i Maxwellovi ako médium pre š́ırenie svetla a pre zachovanie platnosti jeho
rovńıc. Pokusy na ”zmeranie” éteru k ciel’u neviedli a v roku 1905 vytvoreńım
Špeciálnej teórie relativity, ktorá sa bez neho úplne zaobǐsla, bolo od tohto
konceptu upustené úplne.

K relativite priestoru sa pridala aj relativita času; navyše sa Einstein roz-
hodol do relativistickej teórie zapracovat’ i teóriu gravitácie a v roku 1915
prezentoval Pruskej Akadémii cez svoje rovnice pol’a Všeobecnú teóriu rela-
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tivity. Tvrdenie: Všetky vzt’ažné sústavy sú ekvivalentné ak berieme do úvahy

formuláciu základných fyzikálnych zákonov nazývame všeobecným prinćıpom
relativity.

Napriek elegancii Einsteinovej teórie nájdu sa i odporcovia relativity,
ktoŕı, l’udovo povedané, v relativitu neveria. Či už to dokazujú vymýšl’ańım
alternat́ıvnych teóríı (ako napŕıklad balistická teória) alebo predkladańım
myšlienkových experimentov, ktoré v relativistickej teórii zdanlivo vedú k pa-
radoxnému riešeniu, doposial’ sa nepodarilo základmi Einsteinovej teórie re-
lativity otriast’.

Tak, ako sa pŕıchodom newtonovskej fyziky upustilo od dovtedy zažitého
vńımania pŕırodných zákonov, mohlo by sa zdat’, že s Einsteinovou teóriou
relativity môžeme zabudnút’ na Newtonovu teóriu. Argumentov, prečo tak
neurobit’, je hned’ niekol’ko, no azda najzávažneǰśım je fakt, že pre každodenné
interakcie v ”obyčajnom” svete newtonovská mechanika úplne postačuje.

Môžeme sa spýtat’, či Einsteinova relativita Newtonove zákony nejakým
spôsobom modifikuje, alebo či je v rámci nej výhodneǰsie pracovat’ s inými,
všeobecneǰśımi prinćıpmi. V tejto práci sa budeme zaoberat’ touto otázkou
hlavne v spojitosti s Tret́ım Newtonovým zákonom a aby bol problém jasneǰśı,
pomôžeme si rozborom myšlienkového experimentu.
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Kapitola 1

Newtonovská Mechanika

Spojenie sily a zrýchlenia ako pŕıčiny a následku prvý pochopil a sformuloval
Sir Isaac Newton. Jeho tri zákony popisujú oblast’ fyziky, ktorú nazývame
newtonovská mechanika.

Newton opiera svoj pohl’ad na pŕırodné javy a zákony o absolútny priestor
a absolútny čas, všetky javy popisuje privilegovaný pozorovatel’ v absolútnej
vzt’ažnej sústave. Takto vznikol koncept éteru, látky, ktorá je všade naokolo
v absolútnom pokoji a voči ktorej meriame pohyb presným merańım rýchlosti
svetla. Z tejto predstavy vychádza aj jeho známy vedierkový experiment,
pomocou ktorého je každý pozorovatel’ schopný identifikovat’ povahu svojej
vzt’ažnej sústavy ako inerciálnu, alebo neinerciálnu.

Newton sa dokázal odpútat’ od dovtedaǰśıch predsudkov a okrem svojich
troch zákonov sformuloval aj gravitačný zákon, ktorým ukázal, že rovnako,
ako Zem pôsob́ı na všetky jablká, pôsobia na seba navzájom i vel’ké nebeské
telesá ako sú planéty našej Slnečnej sústavy (a hviezdy, galaxie atd’.)

F = −Gm1m2

r2

r

r
, (1.1)

kde m1 a m2 sú hmotnosti 1 telies, r je ich vzájomná vzdialenost’ a G je
univerzálna gravitačná konštanta. Záporné znamienko označuje fakt, že gra-
vitačná interakcia je vždy pŕıt’ažlivá.

Z Galileiho pokusov a neskoršej formulácie transformácie súradńıc medzi
rôznymi vzt’ažnými sústavami pohybujúcimi sa navzájom konštantnou rýchlos-

1V newtonovskej mechanike nie je potreba rozlǐsovat’ zotrvačnú hmotnost’ (definovanú
druhým Newtonovým zákonom), ani akt́ıvnu (určuje silu pol’a, ktoré táto hmota vytvára.)
a paśıvnu (určuje, ako na túto hmotu pôsob́ı externé pole) gravitačnú hmotnost’
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t’ou nesúcej jeho meno bolo jasné, že absolútna vzt’ažná sústava neexistuje.
Nahradil ju pojem inerciálnej vzt’ažnej sústavy, v ktorej sa vol’né častice bud’

pohybujú rovnomerným priamočiarym pohybom, alebo zotrvávajú v pokoji.

1.1 Newtonove Zákony

1.1.1 Prvý Newtonov Zákon

Prvý Newtonov zákon je zákonom zotrvačnosti. Jeho znenie je: ”Teleso zotrvá-
va v pokoji alebo rovnomernom priamočiarom pohybe, pokým naň nepôsob́ı
výsledná sila.” V dnešnej dobe tento zákon interpretujeme ako defińıciu
inerciálnych vzt’ažných sústav.

1.1.2 Druhý Newtonov Zákon

Druhý Newtonov zákon matematicky popisuje zmenu stavu telesa o hmot-
nosti m, na ktoré pôsob́ı sila F ako časovú zmenu jeho hybnosti: F = d(mv)

dt
.

Toto je defińıcia sily ako fyzikálnej veličiny. Takto definovaná sila je trojroz-
merným vektorom v euklidovskom priestore a je invariantná voči Galileovej
transformácii.

Druhý Newtonov zákon teda hovoŕı, že sila udel’uje telesám zrýchlenie,
ktoré je úmerné ich hmotnosti. Pre sústavu dvoch interagujúcich telies silové
pôsobenie prebieha zmenou hybnosti jednotlivých telies - informáciu o tom,
ako takáto interakcia prebieha, podáva tret́ı Newtonov zákon.

Inerciálne vzt’ažné sústavy neponúkajú žiadne nečakané pozorovania, na-
proti tomu pozorovanie udalosti (silového pôsobenia dvoch telies) v rôznych
vzt’ažných sústavách začne byt’ zauj́ımavé, ked’ dovoĺıme sústavám neinerciál-
ny pohyb. Je zrejmé, že ak pre popis situácie zvoĺıme sústavu, ktorá sa po-
hybuje so zrýchleńım, bude toto zrýchlenie odrazené na výslednej sile, ktorú
zmeriame (vo výslednej sile sa prejavia všetky sily, ktoré skúmanému telesu
dodávajú zrýchlenie). Môže sa nám teda stat’, že pri popise pokusu dospe-
jeme napŕıklad k výsledku, že výsledná sila na predmet je vo zvolenej vzt’ažnej
sústave nulová, kým v inej vzt’ažnej sústave nulová byt’ nemuśı.
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1.1.3 Tret́ı Newtonov Zákon

Tret́ı Newtonov zákon je zrejme najznámeǰśım fyzikálnym zákonom. Táto
skutočnost’ je spôsobená úderným názvom (Zákon akcie a reakcie) a jedno-
duchým zneńım: Ku každej akcii existuje rovnako vel’ká a opačne orientovaná
reakcia. Ukazuje sa však, že za zdanlivo triviálnou defińıciou sa skrýva vel’mi
dôležitý a často nesprávne pochopený prinćıp.

Identifikácia situácie vhodnej na aplikáciu tretieho Newtonovho zákona
môže byt’ komplikovaná najmä v systémoch s mnohými telesami a ich vzájom-
nými interakciami. Častou chybou je nesprávny záver, že tret́ı Newtonov
zákon hovoŕı, že sily pôsobiace na teleso sa vyrušia. Nesprávnost’ záveru
spoč́ıva v tom, že tret́ı Newtonov zákon popisuje sily pôsobiace na dve rôzne
telesá, no o vyrušeńı pôsobiacich śıl môžeme hovorit’ len v pŕıpade, že popi-
sujeme silové pôsobenie na jedno teleso.

Predstavme si knihu ležiacu na stole. Sila, ktorou pôsob́ı Zem na knihu
je FKZ a reakciou na ňu je sila, ktorou kniha pôsob́ı na Zem FZK . Druhým
párom śıl akcie a reakcie sú kniha pôsobiaca na stôl silou FSK a stôl pôsobiaci
na knihu silou FKS. Fakt, že kniha nezačne padat’ smerom ku stredu Zeme
je spôsobený rovnost’ou vel’kost́ı śıl FKZ a FKS. Tieto dve sily pôsobia na ten
istý objekt, knihu, a ked’že ich vel’kost’ je rovnaká a smer pôsobenia je opačný,
sily sa navzájom vyrušia a kniha sa nebude pohybovat’.

Z pŕıkladu je ihned’ vidno, že ak by sme odstránili stôl, kniha by sa
vplyvom sily FKZ začala pohybovat’ so zrýchleńım gK = GM/r2 a takisto
Zem by sa vplyvom sily FZK začala pohybovat’ so zrýchleńım gZ = Gm/r2.
Za predpokladu, že zvolenou knihou bude Møllerova kniha The Relativity
Theory, 1952, ktorej hmotnost’ je približne 1kg, a hmotnost’ Zeme vezmeme
ako 6 ∗ 1024kg, budú udelené zrýchlenia v pomere 1 : 6 ∗ 10−24 v prospech
Møllerovej knihy.

Druhý Newtonov zákon popisuje zmeny spojené s pohybom telesa, na ktoré
pôsob́ı známa sila F , tret́ı zákon zase umožňuje porovnat’ pôsobenie danej
sily na dve rôzne telesá. Hmotnosti telies a im udelené zrýchlenia sú spojené
nepriamou úmerou a silové efekty v situáciach, na ktoré možno aplikovat’ tret́ı
Newtonov zákon, sú teda vždy lepšie viditel’né na menej hmotnom telese.

V pŕıpade, že do systému dvoch interagujúcich telies pridáme d’al’̌sie te-
leso, ktoré s nimi nelež́ı na jednej priamke, nie je už možné vyhlásit’, že sily,
ktorými na seba teleso B a teleso C pôsobia, sú rovnaké, pretože na obe pôsob́ı
i teleso C. Každú silu ale vieme rozdelit’ na časti pochádzajúce z pôsobenia
jednotlivých telies. Tret́ı Newtonov zákon sa teraz uplatńı pri porovnávańı
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zložiek śıl pôsobiacich na jednotlivé telesá od zvyšných telies v systéme.
Za zjednodušujúceho predpokladu, že systém tvoria len dve častice, ktoré

na seba pôsobia silami F1 a F2, žiadne vonkaǰsie sily nie sú pŕıtomné, a zmena
hybnosti p1 prvej častice sa rovná záporne vzatej zmene hybnosti druhej
častice p2 potom plat́ı

F1 = −F2 → dp1

dt
= −dp2

dt
(1.2)

d (p1 + p2)

dt
= 0 (1.3)

a teda v systéme, kde na telesá nepôsobia iné ako ich vzájomné sily, sa hyb-
nost’ sústavy zachováva. I v pŕıpade systému viacerých telies sa dá ukázat’

platnost’ zákona zachovania hybnosti, ked’ uvážime, že zmena hybnosti prvého
telesa pôsobeńım druhého telesa je presne kompenzovaná zmenou hybosti
druhého telesa v dôsledku pôsobenia telesa prvého. Všetky vnútorné sily
systému sa vyrušia a hybnost’ celej sústavy sa zachováva.

V newtonovskej mechanike sa objavuje ešte jeden vel’mi dôležitý prinćıp.
Stavia na druhom Newtonovom zákone a dáva tak možnost’ vyjadrit’ pohy-
bové rovnice systému a zároveň v sebe zahŕňa i popis väzbových śıl pŕıtomných
v systéme. Nazýva sa D’Alembertov prinćıp a podrobneǰsie sa ńım budeme
zaoberat’ v podkapitole 1.3.

1.2 Newtonove zákony v relativistickej teórii

Newtonovskú mechaniku nemôžeme použit’ pre popis každej sústavy 2. Prob-
lémy nastávajú hlavne vtedy, ked’ sa skúmané pohybujúce sa telesá zač́ınajú
rýchlost’ami signifikantne približovat’ rýchlosti svetla, vtedy je potrebné na-
hradit’ newtonovskú mechaniku Einsteinovou Špeciálnou teóriou relativity.

Prvý Newtonov zákon prechádza do relativistickej teórie hladko, k druhé-
mu Newtonovmu zákonu sa zavádza modifikácia v podobe zavedenia kl’udovej
hmotnosti m0 pomocou p = mv = m0√

1−v2/c2
v, potom hmotnost’ m je chápaná

ako relativistická hmotnost’ telesa a je závislá na rýchlosti, ktorou sa dané
teleso pohybuje. V newtonovskej mechanike je relativistická hmotnost’ rovná
kl’udovej hmotnosti. Landau v The Classical Theory of Fields, 1975 relati-
vistickú hmotnost’ nezavádza a pracuje len s pojmom kl’udovej hmotnosti, čo
dodáva jeho práci na prehl’adnosti.

2O limitnom pŕıpade z hl’adiska kvantovej fyziky nebudeme v tejto práci uvažovat’.
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V lagrangeovskej formulácii mechaniky je zavedenie sily trochu problema-
tickeǰsie. Jej defińıcia je tu totiž závislá na predpokladoch kladených na ki-
netickú a potenciálnu energiu systému, a občas by sa mohlo zdat’, že sila je
v tom-ktorom pŕıpade definovaná práve takým spôsobom, aby dala súhlas
s Newtonovými pohybovými rovnicami. Týmto spôsobom môže v pŕıpade
vel’mi všeobecného zadania problému nastat’ v defińıcii sily zmätok.

Ďal’̌sia zmena pre druhý Newtonov zákon nastáva v Einsteinovej relati-
vite, kde sila je definovaná vo všeobecnej geometrii, a to ako kovariantná
derivácia hybnosti, ktorá sa prirodzene redukuje na druhý Newtonov zákon
v pŕıpade, že priestor, v ktorom ju popisujeme, nie je zakrivený. Relativis-
tické vyjadrenie sily je štvorvektorom a je invariantné voči Lorentzovej trans-
formácii (teda ak je sila nulová resp. nenulová v nejakej vzt’ažnej sústave,
je potom nulová resp. nenulová v každej inej sústave). Takto definovaná
štvorsila popisuje správne silové interakcie i medzi telesami pohybujúcimi
sa rýchlost’ou bĺızkou rýchlosti svetla, čo má význam pre použitie tretieho
Newtonovho zákona.

Pre tret́ı Newtonov zákon je významný i Einsteinov postulát konečnej
rýchlosti š́ırenia svetla. Newton vo svojej teórii predpokladal, že interakcie
sú okamžité, Einstein ukázal, že to tak nie je. Predstavme si, že do exis-
tujúceho systému telies vlož́ıme nové teleso. Po dobu potrebnú k prenosu
tejto informácie muśıme zahrnút’ do rozboru nielen jednotlivé telesá ale i pole
sústavy, pretože i na ňom prebiehajú zmeny. Vhodneǰsie ako silovým pôsobe-
ńım je popisovat’ situáciu cez zmenu hybnosti sústavy. Výhodným popisom
je potom popis pomocou tenzoru energie-hybnosti, kde okrem telies nesie
hybnost’ i pole.

Problematickou čast’ou prechodu tretieho zákona do relativistickej teórie
môže byt’ jeho prepojenost’ s väzbami. Pri popisoch v newtonovskej mecha-
nike sa väzbami zaoberá podrobneǰsie D’Alembertov prinćıp, istým spôsobom
je možné väzby zapojit’ i do Lagrangeovej formulácie mechaniky (obmedze-
nie pohybu častice obmezdeńım počtu stupňov vol’nosti), no v Einstenovej
relativite sa s výnimkou Møllera 3 nikto problémom pŕılǐs nezaoberá.

3Møller v The Relativity Theory, 1952 uvádza akúsi ”relativistickú” verziu
D’Alembertovho prinćıpu, podrobneǰsie sa budeme zaoberat’ v časti 3.2.
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1.3 D’Alembertov prinćıp

D’Alembertov prinćıp je podrobne rozobraný v Horský, Novotný, Štefańık,
Mechanika ve fyzice, 2001, tu len zhrnieme hlavné myšlienky.

Nech je daná sústava N hmotných bodov, ktorých kartézske súradnice
označ́ıme xi = (x1, y1, z1; ...; xN , yN , zN), pretože každý z hmotných bodov
je poṕısaný tromi súradnicami, index i bude nadobúdat’ hodnoty 1, .., 3N .
Priestor, ktorý popisujeme súradnicami xi budeme označovat’ P 3N .

Newtonove pohybové rovnice v priestore P 3N môžeme poṕısat’ ako

miai = Fi + Ri (1.4)

pre i = 1, 2, ..3N , kde ai je výsledné zrýchlenie, s ktorým sa hmotný bod
v danej súradnici pohybuje, Fi je vtisknutá sila a Ri je väzbová sila. L’avú
stranu rovnice je rovnako dobre možné ṕısat’ ako dp

dt
vyjadrujúc zmenu hyb-

nosti častice vplyvom pôsobenia vtisknutých a väzbových śıl.
Ďalej uvažujme r väzobných podmienok fA(xi, t) = 0, pre A = 1..r,

z ktorých každá vymedzuje väzobnú nadplochu v P 3N . V každom bode
môžeme gradientom väzobnej podmienky vytvorit’ vektor ∂fA

∂xi
, a d’alej vy-

brat’ vektor δxi, ktorý je kolmý k väzobnej nadploche a teda aj na všetky
gradienty väzobných plôch a sṕlňa podmienku ∂fA

∂xi
δxi = 0. Vektor tejto vlast-

nosti sa nazýva vektor virtuálneho posunutia.
Pre jednoduché väzby plat́ı, že sily spôsobené väzbami sú kolmé na väzbové

plochy a teda aj k virtuálnym posunutiam. Označme virtuálne posunutie
v trojrozmernom systéme δr a pre väzbovú silu R = λgradf , kde λ je
l’ubovol’ná konštantná funkcia, môžeme ṕısat’ Rδr = 0, teda virtuálna práca
väzbových śıl je nulová.

D’Alembertov prinćıp vyjadruje požiadavku, aby pre všetky virtuálne po-
sunutia platilo

∑

i (Fi − miai) δxi = 0, čo bolo źıskané vynásobeńım (1.4)
virtuálnym posunut́ım δxi a sč́ıtańım cez všetky i.

Ak by systém nebol podrobený väzbám, boli by virtuálne posunutia na
sebe nezávislé a mohli by sme prejst’ na systém Newtonových rovńıc

Fi − miai = 0. (1.5)

Ak ale posunutia nie sú nezávislé, potom pravá strana predchádzajúceho
výrazu nebude nulová, a bude vyjadrovat’ koeficienty väzbovej sily Ri.

Plynulým pokračovańım môžeme prejst’ na lagrangeovskú formuláciu me-
chaniky, ked’ z D’Alembertovho prinćıpu d’alej odvod́ıme Lagrangeove rov-
nice prvého a druhého druhu.
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Kapitola 2

Lagrangeovská mechanika

Rozbor lagrangeovskej mechaniky je dostupný v mnohých učebniciach, na-
sledovný postup sleduje knihu Landau, Mechanics, 1993.

Lagrangeovská mechanika popisuje stav systému na základe pohybových
rovńıc odvodených z jeho kinetickej a potenciálnej energie a rob́ı tak použit́ım
zovšeobecnených súradńıc q. Vyberme si popis systému pomocou Lagran-
geových rovńıc 2.druhu. Pred samotným odvodeńım pohybových rovńıc si
ešte zadefinujeme Lagrangeovu funkciu častice L, ktorá je daná ako rozdiel
jej kinetickej T a potenciálnej U energie danej častice

L =
∑

i,k

1

2
aik(q)q̇iq̇k − U(q), (2.1)

kde kinetická energia je daná T =
∑

i,k
1
2
aik(q)q̇iq̇k a potenciálna energia je

funkciou súradńıc U = U(q).
Pohybové rovnice systému je možné odvodit’ z prinćıpu najmenšieho účin-

ku. Pre jednoduchost’ zvoĺıme systém s jedným stupňom vol’nosti, odvodenie
pre s stupňov vol’nosti prebieha rovnakým spôsobom pre každý z nich. Nech
je daná funkcia L(q, q̇, t), ktorá úplne popisuje stav systému. Systém sa v čase
vyv́ıja z t1 do t2 a prechádza z q1 do q2 a to tak, že účinok S funkcie L, daný
jej integrálom cez časový interval S =

∫ t2
t1

L(q, q̇, t)dt, nadobúda minimálnu
hodnotu. Prinćıp najmenšieho účinku dostaneme variáciou integrálu

δS = δ
∫ t2

t1
L(qi, q̇i, t)dt =

∫ t2

t1

(

∂L

∂qi
δqi +

∂L

∂q̇i
δq̇i

)

dt = 0. (2.2)

Variácie sa zbav́ıme dosadeńım δq̇i = dδqi

dt
a integrovańım per partes, výsledkom
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je

δS =
∫ t2

t1

(

∂L

∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i

)

δqdt = 0. (2.3)

Aby prinćıp platil, integrand muśı byt’ nulový, teda ∂L
∂qi − d

dt
∂L
∂q̇i = 0. Pohybové

rovnice majú potom tvar

∂L

∂qi
=

d

dt

∂L

∂q̇i
, (2.4)

kde qi je i-ta súradnica.
Ďalej sa dá ukázat’, že za istých podmienok je možné z Lagrangeových

pohybových rovńıc odvodit’ druhý Newtonov zákon. Za predpokladu, že ki-
netická energia systému je daná súčtom

T =
∑

a

1

2
mav

2
a (2.5)

a potenciálna energia je funkciou súradńıc U = U(r1, r2...), potom je možné
odvodit’ pohybové rovnice systému čast́ıc

∂L

∂ra
=

d

dt

∂L

∂va
. (2.6)

Dosadeńım lagrangiánu do pohybových rovńıc dostaneme ich jednoduchš́ı
tvar

−∂U

∂ra
= ma

dva

dt
, (2.7)

kde l’avá strana rovnice F = − ∂U
∂ra

je vektorom sily, ktorá pôsob́ı na a časticu

a jej dosadeńım môžeme vzt’ah (2.8) interpretovat’ ako druhý Newtonov
zákon. Pohybové rovnice v tomto tvare sa nazývajú Newtonove pohybové
rovnice.

Zavedenie väzieb (podložky, pružiny, závesy atd’.) by mohlo čiste me-
chanický problém previest’ vznikom trenia v styčných bodoch na problém
komplikovaneǰśı. Ak zanedbáme trenie o podložku a takisto predpokladáme,
že závesy a pružiny sú nehmotné, potom nám väzby iba obmedzia počet
stupňov vol’nosti a pohyb systému môžeme i teraz poṕısat’ rovnicou (2.1), ale
pre redukovaný počet súradńıc.
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Popis situácie v zovšeobecnených súradnicach má d’al’̌siu výhodu v tom,
že tvar Lagrangeovej funkcie je nezávislý na vol’be vzt’ažnej sústavy. Popis
z viacerých vzt’ažných sústav vyžaduje len zmenu parametrov ako rýchlost’,
d́lžka apod. a dáva rovnaké výsledky. Riešenie, ktoré z Lagrangeovej funkcie
źıskame, je jednoznačným riešeńım problému.

2.1 Defińıcia sily v lagrangeovskej mechanike

Problematike sily sa ešte chv́ıl’u budeme venovat’. Pokial’ sa zauj́ımame o
situácie, kedy potenciál je závislý na rýchlosti, stretávame sa v literatúre s
dvoma defińıciami sily.

V predchádzajúcom odstavci boli odvodené pohybové rovnice pre systém
čast́ıc a sila na ne pôsobiaca bola definovaná pomocou derivácie potenciálu
podl’a súradnice

F = −∂U

∂ra
. (2.8)

V podkapitole 4.1 je naznačený Landauov pŕıstup z The Classical Theory of
Fields, 1975, pre post-newtonovskú aproximáciu, v ktorej je sila definovaná

Fa =

(

∂La

∂r

)

r

= ra. (2.9)

Landau tu použ́ıva vlastne tú istú defińıciu sily ako v nerelativistickom
pŕıpade a to napriek tomu, že v nerelativistickom pŕıpade ukladá ako pod-
mienku závislost’ potenciálu iba na súradnici, čo zrejme v post-newtonovskej
aproximácii nesplnil.

V publikácii Horský, Novotný, Štefańık, Mechanika ve fyzice, 2001 je
defińıcia sily iná a to

Fi = −∂U

∂xi

+
d

dt

∂U

∂ẋi

, (2.10)

kde U = U(ẋk, xk, t) je zovšeobecnená potenciálová funkcia a potenciálna
energia, ktorá nezáviśı na rýchlosti, je jej špeciálnym pŕıpadom. Táto defińıcia
sily dá napŕıklad pri riešeńı pohybových rovńıc nabitej častice v elektrickom
poli správnu hodnotu sily, kým Landauova defińıcia by viedla k výrazu, ktorý
zahŕňa len čast’ Lorentzovej sily.
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V relativistickej teórii sa Møller v The Relativity Theory (1952) konkrétne
zauj́ıma o gravitačnú silu Ki a uvádza

Ki = − ∂L

∂xi
, (2.11)

kde L je relativistická Lagrangeova funkcia definovaná vzt’ahom (4.9).
Invernov variačný pŕıstup ku klasickej mechanike v Introducing Einstein’s

Relativity, 1992 pracuje v zovšeobecnených súradniciach xµ a zavádza zo-
všeobecnenú rýchlost’ ẋµ. Kinetická energia je potom T = 1

2
gµν ẋ

µẋν a po-
tenciálna energia je znovu závislá iba na polohe, U = U(x) a dáva vznikat’

zovšeobecneným silám Fµ = − ∂U
∂xµ . Pohybové rovnice nachádzame potom

v tvare ẍµ + Γµ
νρẋ

ν ẋρ = F µ. Inverno ešte podáva kovariantnú verziu druhého
Newtonovho zákona

fµ =
dpµ

dτ
, (2.12)

kde pµ je štvorhybnost’, ktorú źıskame z lagrangiánu pµ = − ∂L
∂xµ .

Defińıcia hybnosti sa zákonite muśı v týchto pŕıstupoch ĺı̌sit’.
Celkovo sú teda bežné dva spôsoby definovania sily a k nej pŕıslušnej

hybnosti a to bud’

FI = −∂U

∂r
; pI =

∂L

∂v
=

∂(T − U)

∂v
, (2.13)

alebo

FII = −∂U

∂r
+

d

dt

∂U

∂v
; pII =

∂T

∂v
. (2.14)

Ked’že vtisknutá a väzbová sila sú pevne spojené D’Alembertovým prinćı-
pom, otázkou zostáva, aký vplyv majú rozdielne defińıcie sily na silu väzbovú.
Vychádzajúc z (1.4), kde l’avú stranu nahrad́ıme časovou zmenou hybnosti,
väzbovú silu dostaneme ako

dp

dt
− F = R. (2.15)

Dosadeńım za hybnost’ a silu z prvej defińıcie a následným rozṕısańım dostá-
vame

dpI

dt
− FI =

d

dt

∂(T − U)

∂v
− ∂U

∂r
=

d

dt

∂(T )

∂v
− d

dt

∂(U)

∂v
− ∂U

∂r
=

dpII

dt
− FII.

Z toho pre pŕıslušné väzbové sily plynie RI = RII. Podarilo sa nám teda
ukázat’, že väzbová sila nie je ovplyvnená defińıciou sily.
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Kapitola 3

Relativistická mechanika

Dôsledkom newtonových pohybových rovńıc je fakt, že fyzikálne javy sa dejú
rovnako vo vzt’ažných sústavách v pokoji ako v rovnomerne priamočiaro sa
pohybujúcich sústavách. Toto si všimol už Newton a tým vlastne prǐsiel
na prinćıp relativity. Einstein vytvoril svoju teóriu relativity ako odpoved’

na nezrovnalost’ v newtonovskej mechanike pri popise vysokých rýchlost́ı.

3.1 Špeciálna teória relativity

Špeciálna teória relativity vznikla z dôvodu nedostatočnosti newtonovskej
mechaniky pre popis vysokých rýchlost́ı. Jej dvoma základnými postulátmi
sú

• Všetci inerciálni pozorovatelia sú ekvivalentńı

• Rýchlost’ svetla je rovnaká v každej inerciálnej vzt’ažnej sústave

Posledným úderom teórii éteru bolo práve potvrdenie druhého postulátu
špeciálnej teórie relativity experimentom Michelsona a Morleyho.

Aby teória sṕlňala všetky požiadavky, ktoré na ňu boli kladené, bolo po-
trebné, aby vyhovovala nejakej modifikovanej Galileovej transformácii, ktorá
by umožnila popisovat’ javy v rôznych vzt’ažných sústavách. Takou trans-
formáciou je Lorentzova transformácia (ako Lorentz ukázal pri vyriešeńı
problému s Maxwellovými rovnicami). Einstein v tejto myšlienke pokračoval
a preṕısal druhý Newtonov zákon tak, aby bol tento voči Lorentzovej trans-

formácii invariantný (zavedeńım Lorentzovho faktoru gama γ = (1 − v2/c2)
−

1

2 )
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a źıskal známu formulu pre vzt’ah relativistickej m a kl’udovej m0 hmotnosti

m =
m0

√

1 − v2/c2
. (3.1)

Z Lorentzovej transformácie vyplývali popri náraste hmotnosti pri približovańı
sa rýchlosti svetla d’al’̌sie dôležité následky ako kontrakcia d́lžky a dilatácia
času.

Špeciálna teória relativity v sebe zahŕňa aj najslávnešiu rovnicu fyziky,
zákon ekvivalencie energie a hmoty

E = mc2. (3.2)

Jednou z najdôležiteǰśıch zmien, ktorá sa udiala, je zmena pohl’adu na pries-
tor, v ktorom sa odohrávajú všetky deje. Do Einsteina sa fyzika popisovala
v trojdimenzionálnom priestore a separátne od neho existoval čas. Einstein
zaviedol priestoročas, kde priestor a čas sú neoddelitel’né. Nový spôsob po-
pisu prešiel od vektorov k štvorvektorom, ktoré pridávajú časovú zložku, teda
každá udalost’ je poṕısaná súradnicami t, x, y, z.

3.1.1 Špeciálna Lorentzova transformácia

Lorentzova transformácia je transformácia súradńıc vyplývajúca zo vzájom-
ného pohybu dvoch vzt’ažných sústav. Je relativistickým rozš́ıreńım Galileo-
vej transformácie.

Špeciálna Lorentzova transformácia udáva, akým spôsobom sa transfor-
mujú súradnice pri prechode popisu zo sústavy S do sústavy S ′. Obe sústavy
S i S ′ boli v čase t = t0 v l’ubovol’ne zvolenom počiatku. Sústava S ′ sa začne
vzhl’adom k S pohybovat’ rýchlost’ou v. Pre popis javu, ktorý sa v starej
sústave S odohral v mieste priestoročasu poṕısanom súradnicami t, x, y, z
je potrebné nájst’ nové čiarkované súradnice t′, x′, y′, z′. Lorentz ukázal, že
transformačné vzt’ahy sú

t′ =
t − vx/c2

√

1 − v2/c2
, x′ =

x − vt
√

1 − v2/c2
, y′ = y, z′ = z. (3.3)

Transformácia času okrem dilatácie času predkladá d’al’̌śı problém a to problém
súčasnosti dvoch javov. Z tohto d’alej vyplýva potreba synchronizácie hod́ın.
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3.2 Všeobecná teória relativity

Všeobecná teória relativity je postavená tak, aby sṕlňala nasledovné požia-
davky:

• prinćıp ekvivalencie

• prinćıp všeobecnej kovariancie

• prinćıp minimálneho gravitačného pôsobenia

• korešpondenčný prinćıp

Všeobecná teória relativity tak ako špeciálna relativita pracuje so štvor-
veličinami, tj. štvorrýchlost’ou, štvorhybnost’ou, štvorzrýchleńım atd’. Tieto
veličiny majú štyri zložky: jednu časovú a tri priestorové.

Predpokladajme, že častica sa v priestoročase pohybuje po krivke, ktorú
môžeme poṕısat’ súradnicami xµ = (xi, ct), kde i nadobúda hodnoty priesto-
rových indexov1. Štvorrýchlost’ Uµ 2 a štvorhybnost’ P µ sú dané vzt’ahmi

Uµ =
dxµ

dτ
,

P µ = m◦ 0U
µ, (3.4)

kde m◦ 0 je vlastná hmotnost’ častice, tj. kl’udová hmotnost’, ktorú by sme
zmerali v lokálnom inerciálnom systéme súradńıc. Lokálny inerciálny systém
súradńıc je taký súradnicový systém, pre ktorý sú v danom bode koeficienty
konexie nulové. Vzt’ah kl’udovej a relativistickej hmotnosti je daný

m = m◦ 0Γ = m◦ 0













(

1 +
2χ

c2

)

1

2

− γku
k

c







2

− u2

c2







−
1

2

, (3.5)

kde faktor Γ je zovšeobecnený Lorentzov faktor.
Ked’že naš́ım hlavným záujmom budú sily, je potrebné objasnit’ si koncept

štvorsily vo všeobecnej teórii relativity. Teória hovoŕı, že vol’ná častica je taká

1Konzistentne s prvou a druhou kapitolou pokračujeme v jednotnom značeńı: ŕımska
abeceda prebieha priestorové indexy, grécka abeceda priestorové a časový index.

2Rovnako by bolo možné definovat’ veličiny v kovariantných indexoch, ale ked’že prevod
medzi kovariantným a kontravariantným vyjadreńım je vel’mi jednoduchý, Pµ = gµνPν ,
obmedźıme sa v texte len na jednu formuláciu.
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častica, na ktorú nepôsobia iné sily okrem śıl gravitačných. Pre takúto časticu
potom plat́ı

F ρ =
DP ρ

dτ
=

dP ρ

dτ
+ Γρ

µνU
µP ν = 0. (3.6)

Rozṕısańım tohto výrazu dostaneme pohybové rovnice 3 pre vol’nú časticu
v danom externom gravitačnom poli (=rovnice geodetiky). V pŕıpade, že
výsledkom výpočtu podl’a tohto vzt’ahu nie je nula, je v systéme pŕıtomná sila
iného pôvodu ako gravitačného4, napŕıklad coulombovské pôsobenie apod.

Neznámou vo vzt’ahu pre výpočet štvorsily zostáva veličina Γρ
µν , ktorá je

spojená so vzt’ažnou sústavou/typom priestoročasu - tento môžeme poṕısat’

metrikou a koeficienty gama, Christoffelove symboly, sú potom koeficientami
konexie spojenej s metrikou, určené definičným vzt’ahom

Γρ
µν =

1

2
gρα (∂µgνα + ∂νgµα − ∂αgµν) . (3.7)

Otázkou zostáva, ako určit’ gravitačnú silu, ktorú ćıti častica pri pobyte
v externom gravitačnom poli.

Zaved’me dynamické gravitačné potenciály γi a χ.
Preṕı̌seme (3.4) na trojrozmerné vektorové rovnice veličiny pi = mui

a to tak, že za predpokladu časovej závislosti hybnosti pi = pi(t) môžeme
skonštruovat’ nový priestorový vektor

dcpi

dt
=

dpi

dt
− γl,iku

kpl =
dpi

dt
− 1

2

dγkl

dt
ukpl, (3.8)

kde index c označuje kovariantnú deriváciu vzt’ahujúcu sa k metrickému ten-
zoru γik určenému

γik = gik + γiγk, (3.9)

3Ako bolo spomenuté v prvej kapitole, okrem popisu sústavy z pohl’adu silového
pôsobenia v nej môžeme k źıskaniu pohybových rovńıc použit’ všeobecneǰśı pŕıstup
využ́ıvajúci zákony zachovańı: zákon zachovania energie a zákon zachovania hybnosti.
Vo všeobecnej teórii relativity sú zákony zachovania energie a hybnosti vyjadrené po-
mocou tenzoru energie-hybnosti a pohybové rovnice potom dostaneme ako jeho derivácie:
T µν

;µ = 0.
4Okrem Møllera sa problematike externých śıl venuje krátko i Stephani v General re-

lativity, 1990
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kde vektorový potenciál γi je daný

γi =
gi4√−g44

. (3.10)

Z toho vid́ıme, že (3.4) v priestorových indexoch prejde na

dcpi

dt
= Ki = mGi, (3.11)

kde Gi je priestorový vektor závislý na dynamických gravitačných poten-
ciáloch (γi, χ) a ich prvých deriváciách. Ak pi = mui(t) interpretujeme ako
hybnost’ častice, potom Ki je gravitačná sila pôsobiaca na časticu.

Konštanta úmernosti m bola vyššie definovaná ako zotrvačná hmotnost’,
a podl’a (3.11) je i gravitačnou hmotnost’ou5 častice. Pre časticu v pokoji sa

hmotnost’ redukuje na m0 =
m◦

0√
1+2χ/c2

. Tu m0 je kl’udová hmotnost’ častice v

gravitačnom poli.
Gravitačná sila Ki je vo všeobecnosti komplikovaným výrazom potenciá-

lov, ich derivácíı, rýchlosti častice a jej zrýchlenia. Existuje však špeciálny
pŕıpad, kedy sila nadobúda jednoduchý výraz, a tým je situácia, kedy je
súradnicový systém časovo-ortogonálny – potenciály γi sú nulové. Potom
priestorová čast’ rovńıc z (3.4) je identická s (3.7) ked’ polož́ıme

Gi =
∂χ

∂xi
,

K = mG = −m gradχ. (3.12)

Gravitačná sila vyvstávajúca zo skalárneho gravitačného potenciálu je totožná
s Newtonovým gravitačným zákonom, a plat́ı pre l’ubovol’ne silné polia a všetky
rýchlosti. Ďalej, ak γi = 0, hmotnost’ pre relativistickú časticu sa zredukuje na

m =
m◦ 0

√

1 + 2χ
c2

− u2

c2

. (3.13)

Podrobneǰsie sa budeme zaoberat’ porovnávańım zložiek newtonovskej sily
a zložiek štvorsily. Priestorové zložky štvorvektoru nie sú tvorené jednoducho

5Túto skutočnost’ považoval Einstein za dôležitý argument v prospech všeobecnej teórie
relativity, pozri Møller, The Relativity Theory, 1952.
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pŕıslušným trojdimenzionálnym vektorom, na veličinu známu z nerelativis-
tickej fyziky štvorsilu prevedieme nasledujúcim vzt’ahom:

Fµ =







f
√

1 + 2χ
c2

− u2

c2

,
(f .u)/c

√

1 + 2χ
c2

− u2

c2







, (3.14)

kde χ je skalárny gravitačný potenciál.
Teória väzieb je obmedzená na Møllerovu ”relativistickú” verziu D’Alem-

bertovho prinćıpu v The Relativity Theory, 1952. Sily gravitačného pôvodu
Ki sú brané ako vtisknuté sily, väzbovými silami Ri sú sily negravitačného
pôvodu a pohyb častice je potom poṕısaný kovariantnou deriváciou vektoru
hybnosti dcpi

dt
, teda pohyb častice podrobenej vtisknutým i väzbovým silám

vyhovuje pohybovým rovniciam

dcpi

dt
= Ki + Ri. (3.15)

Pracuje sa tu so silami, na ktoré je potrebné štvorsily previest’ podl’a (3.14).

3.2.1 Zovšeobecnená Lorentzova transformácia

Zovšeobenená Lorentzova transformácia, odvodená v článku Burcev, 1964, je
nelineárna transformácia súradńıc medzi l’ubovol’ným systémom S, v ktorom
je zadaný pohyb testovacej častice, a vzt’ažnou sústavou S ′ spojenou s testo-
vacou časticou odvodenou v rámci všeobecnej teórie relativity. Jej špeciálnym
pŕıpadom je Špeciálna Lorentzova transformácia.

Burcev uvádza ako význačný pŕıpad pohyb hmotného bodu v Schwarz-
schildovom poli. Transformačné vzt’ahy za zjednodušenej situácie, kedy po-
hyb telesa (= testovacej častice) prebieha v centrálnej rovine θ = π/2 s po-
lomerom r = R majú tvar

t′ =
(1 − U) − φωR2/c2

√

1 − U − v2/c2
, (3.16)

r′ = r − R,

θ′ = θ − π/2,

φ′ = (φ − ωt)



1 +
1 −

√

1 − v2/(1 − U)c2

√

1 − U − v2/c2



 ,

kde U = 2GM/rc2 a v2 = ω2R2, pre odvodenie a všeobecné vyjadrenie
transformácíı pozri Burcev, 1964.
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Kapitola 4

Variačný prinćıp

4.1 Post-Newtonovská aproximácia

Pŕıstup vychádza z faktu, že do aproximácie štvrtého rádu v 1/c je vyjadre-
nie Lagrangeovej funkcie presné bez zahrnutia gravitačných v́ln. Všeobecné
vyjadrenie existuje len pre aproximáciu v 1/c do druhého rádu, čo je prvá
aproximácia po Newtonovi (odtial’ názov post-newtonovská aproximácia).

Odvodenie tejto takzvanej druhej aproximácie je napŕıklad v Landau, The
Classical Theory of Fields, 1975, tu preto zhrnieme len podstatné výsledky.
Značenie je nasledovné: pole popisujeme metrikou h so signatúrou (+,−,−,−),
vi je rýchlost’ v smere i, index a označuje a časticu, index 0 označuje časovú
súradnicu a indexy i, k prebiehajú hodnoty priestorových súradńıc. Pŕıslušnými
aproximáciami zložiek tenzoru energie-hybnosti, Ricciho tenzoru a metrického
tenzoru a dosadeńım do všeobecného vyjadrenia Lagrangeovej funkcie pre
jedno teleso

La = −mac
ds

dt
(4.1)

dostaneme

La = −mac
2

(

1 + h00 + 2h0i
vi

a

c
− v2

a

c2
+ hik

vi
av

k
a

c2

) 1

2

. (4.2)

Hmotnost’ m označuje kl’udovú hmostnost’ (pre porovnanie: je to hmotnost’,
ktorú vo svojej teórii Møller označuje m◦ 0).
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Rozvojom odmocniny a vynechańım konštanty −mac
2 prejde Lagrange-

ova funkcia pre jedno teleso na výraz

La =
mav

2
a

2
+

mav
4
a

8c2
− mac

2

(

h00

2
+ h0i

vi
a

c
+

1

2c2
hikv

i
av

k
a − h00

8
+

h00

4c2
v2

a

)

.(4.3)

Lagrangeovu funkciu pre celý systém nie je možné dostat’ jednoduchým
sč́ıtańım jednotlivých Lagrangiánov, jeho zostavenie muśı byt’ také, aby bolo
z neho možné źıskat’ správne hodnoty śıl, ktoré pôsobia na každé teleso. Silu
z Lagrangeovej funkcie źıskame zo vzt’ahu

Ka =

(

∂La

∂r

)

r=ra

. (4.4)

Výsledná Lagrangeova funkcia pre celý skúmaný systém potom je

L =
∑

a

mav
2
a

2

(

1 + 3
′
∑

b

Gmb

c2rab

)

+
∑

a

mav
4
a

8c2
+
∑

a

′
∑

b

Gmamb

2rab
(4.5)

−
∑

a

∑

b

Gmamb

4c2rab

[7va.vb + (va.nab) (vb.nab)]

−
∑

a

′
∑

b

′
∑

c

G2mambmc

2c2rabrac

,

kde rab = |ra−rb|, nab je jednotkový vektor pozd́lž smeru ra−rb a čiarkovaná
suma znamená, že vynechávame člen s b = a alebo c = a.

Tento výsledok je prekvapivý hned’ z niekol’kých dôvodov. Posledný člen
vyjadruje interakciu všetkých troch telies a teda pri výpočte sily dostaneme
člen, ktorý nebudeme vediet’ s ohl’adom na tret́ı Newtonov zákon uspokojivo
vysvetlit’.

Takisto vid́ıme, že na jednej strane Lagrangeova funkcia záviśı na re-
lat́ıvnych polohách, no na strane druhej je pri popise rýchlost́ı závislá na
vzt’ažnej sústave. Z toho vyplýva, že ak by sme si pri výpočte sily vybrali
defińıciu FII , nastal by problém s členmi obsahujúcimi rýchlost’.

Výslednú Lagrangeovu funkciu napriek tomu použijeme s vedomı́m, že
problému s tret́ım členom sme boli ušetreńı zvoleńım situácie o dvoch inter-
agujúcich telesách. Ako sme si ukázali v kapitole 2 defińıcia vtisknutej sily
nemá na väzbovú silu vplyv, teda aj v tomto zmysle môžeme d’alej Lagran-
geovu funkciu použ́ıvat’.
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4.2 Relativistická Lagrangeova funkcia

Odvodenie relativistickej Lagrangeovej funkcie je napŕıklad v Møller, The
Relativity Theory, 1952.

Časová trajektória bodu sṕlňa variačný prinćıp

δ
∫ τ2

τ1
dτ = δ

1

c

∫

√

−gµν
dxµ

dλ

xν

dλ
dλ = 0, (4.6)

kde λ je l’ubovol’ný parameter. Násobeńım konštantným výrazom −m◦ 0c
2 do-

staneme pre všetky variácie δxµ, ktoré sa vynulujú pre t = t1 a t = t2

δ
∫ t2

t1
L
(

ẋi, xi, t
)

dt = 0, (4.7)

kde m◦ 0 je vlastná hmotnost’,tj. kl’udová hmotnost’ meraná v lokálnom iner-
ciálnom systéme, a to

m = m◦ 0

(

1 − 2GM

rc2
− u2

c2

)

−
1

2

(4.8)

a Lagrangián L je daný

L
(

ẋi, xi, t
)

= −m◦ 0c
2 dτ

dt
. (4.9)

Priebeh vlastného času v závislosti na súradnicovom čase je

dτ

dt
=

√

1 − 2GM

rc2
− u2

c2
, (4.10)

čo je vlastne zovšeobecnený Lorentzov faktor Γ zadefinovaný v kapitole 3.
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Kapitola 5

Myšlienkový experiment

5.1 Problém aut́ıčok - zadanie

Predpokladajme, že máme k dispoźıcii rovnoramenné váhy a dve rovnaké
aut́ıčka tak, že môžeme váhy použit’ na porovnanie hmotnosti aut́ıčok. V si-
tuácii, kedy na váhach budú obe aut́ıčka v pokoji, je zrejmé, že ramená váh
budú v rovnovážnej polohe. Ako sa však zmeńı situácia, ak sa jedno z aut́ıčok
bude po miske váh pohybovat’ relativistickou rýchlost’ou? Ktorá z misiek váh
poklesne, inými slovami, ktoré z dvoch aut́ıčok má väčšiu hmotnost’?

5.1.1 Prečo je problém aut́ıčok paradoxom?

Špeciálna teória relativity nám na otázku dáva nasledujúcu odpoved’. Vybe-
rieme si za vzt’ažnú sústavu sústavu stojaceho aut́ıčka. Hmotnost’ stojaceho
aut́ıčka je teraz rovná jeho kl’udovej hmotnosti m0. Potom relativisticky sa
pohybujúce aut́ıčko má hmotnost’ m = m0

√

1− v2

c2

a č́ım je jeho rýchlost’ bližšia

rýchlosti svetla, tým je jeho hmotnost’ väčšia. Poklesne teda miska s relati-
vistickým aut́ıčkom.

V Špeciálnej teórii relativity však neexistuje žiadna absolútna vzt’ažná
sústava, preto na posúdenie problému muśı byt’ rovnako dobrá i vzt’ažná
sústava spojená s relativistickým aut́ıčkom. Teraz sa situácia obráti, rela-
tivistické aut́ıčko sa vzhl’adom k vzt’ažnej sústave nepohybuje a teda jeho
hmotnost’ je určená jeho kl’udovou hmotnost’ou, zatial’ čo aut́ıčko predtým
stojace sa teraz vzhl’adom k novému vzt’ažnému systému pohybuje rýchlost’ou
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bĺızkou rýchlosti svetla a jeho hmotnost’ je rovná m = m0
√

1− v2

c2

. Výsledkom je,

že tentokrát poklesne druhá miska – dospeli sme teda k paradoxu.
Skôr, ako pristúpime k riešeniu zadaného paradoxu, urob́ıme ešte malú

odbočku k vel’mi podobnému myšienkovému experimentu navrhnutému Sup-
pleem v roku 1989.

5.2 Suppleeho paradox

Problém je nasledovný: predstavme si ponorku, ktorú jej posádka šikovne
ponorila tak, že sa vznáša a okrem toho je ponorka vzhl’adom k Zemi v pokoji.
Námorńıci vypustia v batiskafe pozorovatel’a (batiskaf sa bude vznášat’ a bude
v pokoji vzhl’adom k Zemi) a potom začnú ponorku urýchl’ovat’. Otázkou je,
čo sa bude s ponorkou diat’, ked’ sa jej rýchlost’ pribĺıži rýchlosti svetla.

Ak vzt’ažnú sústavu spoj́ıme s pozorovatel’om v batiskafe, v ponorke by
vplyvom takto vysokej rýchlosti mala nastat’ kontrakcia d́lžky, hmotnost’ po-
norky by sa zvýšila (teda gravitačná sila by bola teraz väčšia ako sila vztla-
ková) a ponorka by mala začat’ klesat’ ku dnu.

Posádka v ponorke však očakáva iný výsledok. Pre posádku je prirod-
zenou vzt’ažnou sústavou ponorka, teda pohybovat’ sa bude voda okolo nej
a to každý objemový element rýchlost’ou bĺızkou rýchlosti svetla. Posádka
teda predpokladá, že pre každý objemový element nastane kontrakcia d́lžky
v smere pohybu, hustota jednotlivých elementov sa zvýši (čo vedie k zväčšeniu
vztlakovej sily) a ponorka začne stúpat’.

Prvé riešenie tohoto paradoxu podal Supplee. Toto riešenie bolo skôr kva-
litat́ıvneho charakteru, v aparáte všeobecnej teórie relativity bol problém vy-
riešený len nedávno, Matsas, 2003. Suppleemu bolo jasné, že paradox vyplýva
z faktu, že pozorovatel’v batiskafe ”ćıti” iné gravitačné pole ako posádka v po-
norke (inými slovami posádka v ponorke nevid́ı okolo seba len tiect’ oceán,
ale pohybuje sa i Zem pod ńım a to má na výsledok nezanedbatel’ný vplyv).

Ked’že Špeciálna teória relativity primárne nerieši problémy zahŕňajúce
gravitáciu, Supplee si vypomohol jednoduchou úvahou. Testované teleso by
sa chovalo rovnako padajúc vol’ným pádom v gravitačnom poli Zeme i uza-
vreté vo výt’ahu d’aleko od Zeme, ak by tento bol urýchl’ovaný so zrýchleńım
rovným gravitačnému zrýchleniu Zeme g. V Suppleeho riešeńı sa teda oceán
s ponorkou pohybuje smerom nahor so zrýchleńım g a okrem toho voda okolo
ponorky tečie rýchlost’ou bĺızkou rýchlosti svetla. Námorńıci pozorujú kon-
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trakciu d́lžky objemových elementov vody prúdiacich okolo ponorky (teda ich
hmotnost’ sa zvyšuje), takže námorńıkom sa zdá že stúpajú, no zároveň sa
dno oceánu vplyvom zrýchlenia v kolmom smere z rovného meńı na zakrivené
a to sa deje rýchleǰsie ako stúpanie ponorky. Nakoniec dno naraźı zospodu
na ponorku, výsledok úvahy posádky ponorky sa teda zhoduje s úvahou po-
zorovatel’a v batiskafe a paradox je týmto odstránený.

Matsasovo riešenie je postavené na rigoróznom odvodeńı výsledku vo Vše-
obecnej teórii relativity. Vo svojom článku uvádza spôsob výpočtu výslednej
sily pôsobiacej na pohybujúcu sa ponorku, a to nasledovne: výberom metriky
(sústava je spojená so Zemou) a formuláciou relativistického Archimedovho
zákona dostáva silu pôsobiacu na pohybujúcu sa ponorku. Vztlaková sila
pôsobiaca na pohybujúcu sa ponorku sa od sily pôsobiacej na stacionárnu po-
norku ĺı̌si o relativistický faktor gama, teda výsledná sila je nenulová a je ori-
entovaná smerom ku dnu a Matsasova ponorka klesá. Interpretácia výsledku
je vel’mi stručná, podstata problému je podl’a Matsasa v tom, že posádka po-
norky vńıma gravitačné pole ĺı̌siace sa od pol’a generovaného nepohybujúcou
sa Zemou práve o Lorentzov faktor gama.

Je zauj́ımavé, že napriek tomu, že paradox v Špeciálnej teórii relativity
vyplýva z faktu, že neexistuje privilegovaná vzt’ažná sústava a môžeme teda
problém posudzovat’ z pohl’adu l’ubovol’ného pozorovatel’a, Matsas sa vo svo-
jom výpočte obmedzil len na výpočet v sústave spojenej s nepohybujúcou
sa Zemou. I vo Všeobecnej teórii relativity je vel’mi dobre možné vybrat’ si
alternat́ıvnu vzt’ažnú sústavu, napŕıklad takú, ktorá by bola spojená s po-
norkou a teda by popisovala Zem pohybujúcu sa rýchlost’ou bĺızkou rýchlosti
svetla. Ak by potom aj z tohto pohl’adu vyšiel rovnaký výsledok, bolo by
možné bezpečne prehlásit’ paradox za vyriešený.

5.3 Riešenie paradoxu aut́ıčok vo Všeobecnej

teórii relativity

Problémom riešenia pomocou Špeciálnej teórie relativity je neuváženie zmeny
situácie vplyvom pohybu váh. Ak sa váhy pohybujú relativistickou rýchlost’ou,
musia sa nejakým spôsobom menit’ i ony samotné a teda i spôsob, ako
vážia. Tiež v sústavách pohybujúcich sa navzájom relativistickou rýchlost’ou
nastáva problém pri vyjadreńı silových interakcíı. Ako bolo ṕısané v kapi-
tole 1 (druhý Newtonov zákon) sila je závislá na rýchlosti, rovnost’ śıl v jednej
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sústave nezaručuje rovnost’ śıl v sústave inej, ak sa tieto vzájomne pohybujú
a teda z tohto pohl’adu by sa na paradoxnom riešeńı mohol podiel’at’ i Tret́ı
Newtonov zákon.

Ďal’̌śım pŕıstupom k riešeniu problému je Všeobecná teória relativity, je
však najprv potrebné si zadanie ’preložit’’ do vhodného jazyka.

Máme dve rovnaké testovacie telesá A a B o hmotnosti m v gravitačnom
poli Zeme. Teleso A sa vzhl’adom k Zemi nepohybuje, lež́ı v pokoji na podložke,
kým teleso B sa vzhl’adom k Zemi pohybuje po podložke rýchlost’ou bĺızkou
rýchlosti svetla (smer rýchlosti je kolmý k spojnici telesa so Zemou).

Ked’že ani jedno z telies nemôžeme prehlásit’ za vol’né (problém obsahuje
väzbu na podložku), môžeme vypoč́ıtat’ ako gravitačnú silu pôsobiacu na obe
telesá, tak i silu, ktorou na každé z telies pôsob́ı podložka.

Postupujeme podl’a kapitoly 3.
Najprv vyjadŕıme pôsobenie podložky. Využijeme prirodzené výhody tvaru

Zeme a budeme pole, ktoré vytvára, popisovat’ Schwarzschildovou metrikou

ds2 = −c2
(

1 − 2GM

rc2

)

dt2 +
dr2

1 − 2GM
rc2

2 + r2
(

dθ2 + sin2 θdφ2
)

, (5.1)

v maticovom zápise

gµν =















−c2
(

1 − 2GM
rc2

)

1
1− 2GM

rc2

r2

r2 sin2 θ















,

gµν =













− 1

c2(1− 2GM

rc2
)

1 − 2GM
rc2

1
r2

1
r2 sin2 θ













. (5.2)

Nenulové koeficienty konexie pre Schwarzschildovu metriku sú

Γt
tr = −Γr

rr =
GM

r2c2

1
(

1 − 2GM
rc2

) ,

Γr
tt =

GM

r2

(

1 − 2GM

rc2

)

,
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Γr
φφ = − r sin2 θ

(

1 − 2GM

rc2

)

,

Γr
θθ = − r

(

1 − 2GM

rc2

)

,

Γθ
θr = Γφ

φr =
1

r
,

Γθ
φφ = − sin θ cos θ,

Γφ
φθ = cot θ. (5.3)

Výpočet pre testovacie teleso A

Testovacie teleso A umiestnime na povrch Zeme a jeho súradnicový čas para-
metrizujeme parametrom λ, teda xµ = (λ, R, 0, 0). Štvorrýchlost’ a štvorhyb-
nost’ spoč́ıtame pomocou vzt’ahu (3.4), najprv ale muśıme spoč́ıtat’ normu
rýchlosti. Dosadeńım zvolenej parametrizácie do metriky dostaneme

ds2 = −c2
(

1 − 2GM

Rc2

)

dλ2. (5.4)

Vieme, že vel’kost’ intervalu ds2 je rovná záporne vzatému intervalu vlastného
času −c2dτ 2, teda

−c2dτ 2 = −c2
(

1 − 2GM

Rc2

)

dλ2 (5.5)

a po úprave konečne dostaneme

dλ

dτ
=

1
√

1 − 2GM
Rc2

, (5.6)

čo je výsledok zhodný so (4.10) pre v = 0.
Štvorrýchlost’ a štvorhybnost’ stojacej častice sú potom dané ako

Uµ = 1
√

1− 2GM

Rc2

(1, 0, 0, 0) a P µ =
m◦

0
√

1− 2GM

Rc2

(1, 0, 0, 0).

Ked’že jediné nenulové komponenty rýchlosti a hybnosti sú časové kompo-
nenty, budú vo vzt’ahu (3.5) indexy µ, ν brané ako t, a porovnańım so zozna-
mom nenulových Christoffelových symbolov zostane jediná nenulová kompo-
nenta sily zložka F r,

F r = Γr
ttU

tP t =
GM

r2

(

1 − 2GM

rc2

)

1
√

1 − 2GM
Rc2

m◦ 0
√

1 − 2GM
Rc2

(5.7)
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=
GM

R2

(

1 − 2GM

Rc2

)

1
√

1 − 2GM
Rc2

m◦ 0
√

1 − 2GM
Rc2

=
GMm◦ 0

R2
.

Aby sme mohli nakoniec porovnat’ výsledky, je potrebné previest’ silu na takú
podobu, ktorú je možné zmerat’. Najprv urob́ıme prevod na kovariantný tvar
a potom prevod tejto štvorsily na silu,

Fr = grrF
r =

GMm◦ 0

R2

1

1 − 2GM
Rc2

. (5.8)

Prevod na vektor sily prebehne vynásobeńım faktorom Γ pre v = 0

fr = FrΓ =
GMm◦ 0

R2

1
√

1 − 2GM
Rc2

. (5.9)

r-tá zložka gravitačnej sila pôsobiacej na teleso B je podl’a (3.12) rovná

Kr = −GMm

R2
= −GMm◦ 0

R2

1
√

1 − 2GM
Rc2

. (5.10)

Výpočet zopakujeme po vhodnej parametrizácii i pre testovacie teleso B.

Výpočet pre testovacie teleso B

Zo zadania úlohy by bolo prirodzené požadovat’, aby sa bod B pohyboval
po rovnej doske (akési pred́lženie plochy misky váh do nekonečna), ukazuje
sa však, že výpočet sa tým pŕılǐs skomplikuje a źıskaný výsledok nie je možné
jednoducho interpretovat’.

Jednoduchšie je využit’ symetriu metriky a predpokladat’ satelitný po-
hyb v centrálnej rovine, teda jedna uhlová súradnica sa nebude menit’. Toto
môžeme urobit’ s vedomı́m, že polomer Zeme je dostatočne vel’ký na to, aby
sme zakrivenú trajektóriu bodu mohli v mieste, kde sa nachádza miska váh,
prehlásit’ za priamku.

Súradnicový čas budeme parametrizovat’ l’ubovol’ne zvoleným parametrom
α, teda xµ = (α, R, ωα, 0).

Aby sme zistili ako sa meńı vlastný čas so zmenou zvoleného parametra,
dosad́ıme pŕıslušnú parametrizáciu do metriky

ds2 = −c2
(

1 − 2GM

Rc2

)

dα2 + R2ω2dα2 (5.11)
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a takto vzniknutý d́lžkový element polož́ıme rovný elementu vlastného času.
Potom zmena parametru v závislosti zmeny vlastného času je poṕısaná na-
sledovne:

dα

dτ
=

1
√

1 − 2GM
Rc2

− R2ω2

c2

. (5.12)

Štvorrýchlost’ a štvorhybnost’ pohybujúcej sa častice sú potom dané ako

Uµ =
1

√

1 − 2GM
Rc2

− R2ω2

c2

(1, 0, ω, 0) (5.13)

P µ =
m◦ 0

√

1 − 2GM
Rc2

− R2ω2

c2

(1, 0, ω, 0)

Z nenulových zložiek štvorrýchlosti a štorhybnosti je ihned’ vidno, že
indexy µ, ν vo vzt’ahu (6) môžu nadobúdat’ hodnoty t a θ, a porovnańım
so zoznamom nenulových Christoffelových symbolov zostane znovu jediná
nenulová komponenta sily zložka F r,

F r = Γr
ttU

tP t + Γr
θθU

θP θ (5.14)

=
GM

r2

(

1 − 2GM

rc2

)

1
√

1 − 2GM
Rc2

− R2ω2

c2

m◦ 0
√

1 − 2GM
Rc2

− R2ω2

c2

−r
(

1 − 2GM

rc2

)

ω
√

1 − 2GM
Rc2

− R2ω2

c2

m◦ 0ω
√

1 − 2GM
Rc2

− R2ω2

c2

=
(

GMm◦ 0

R2
− m◦ 0ω

2R
)

(

1 − 2GM
Rc2

)

(

1 − 2GM
Rc2

− R2ω2

c2

) .

V d’al’̌śıch výpočtoch sa budeme zaoberat’ už len prvou čast’ou sily, ktorá
je gravitačného pôvodu. Znova v rámci potreby porovnania výsledkov, je
potrebné previest’ kontravariantné na kovariantné zložky

Fr = grrF
r =

(

GMm◦ 0

R2

)

1

1 − 2GM
Rc2

− R2ω2

c2

(5.15)

a štvorsilu na silu

f =





GMm◦ 0

R2

1
√

1 − 2GM
Rc2

− R2ω2

c2

, 0, 0



 . (5.16)
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r-tá zložka gravitačnej sila pôsobiacej na teleso B je podl’a (3.12) rovná

Kr = −GMm

R2
= −GMm◦ 0

R2

1
√

1 − 2GM
Rc2

− R2ω2

c2

. (5.17)

Ked’ teraz poznáme silu, ktorou na testovacie telesá A a B pôsob́ı Zem
a i silu, ktorou na ne pôsob́ı podložka, bolo by v rámci záujmu o tret́ı Newto-
nov zákon potrebné zistit’, akou silou pôsobia testovacie telesá A a B na Zem
a na podložku.

Vezmime si najprv jednuduchš́ı pŕıpad telesa A. Vytvorenie situácie, kedy
teleso A bude teleso budiace pole a Zem bude testovaćım telesom by viedlo
na výpočet analogický k (5.10). V tomto výpočte sa však použ́ıva apro-
ximácia, ktorá zanedbáva silové pôsobenie pol’a na generujúci objekt. To
by znamenalo, že by sme sa pokúšali zistit’, ako na obrovské teleso (Zem),
ktorého pole zanedbávame, pôsob́ı maličké teliesko (aut́ıčko), ktorého pole
je voči pol’u Zeme zanedbatel’né. Takýto pŕıstup samozrejme nemôže viest’

k správnemu výsledku.
Ak by sme teda chceli určit’ silu, akou na Zem pôsob́ı aut́ıčko, museli by

sme pŕıslušné výpočty urobit’ bez tejto aproximácie.
Posledným bodom pre rozriešenie paradoxu je výpočet sily, ktorou Zem

a aut́ıčka pôsobia na seba v sústave spojenej s aut́ıčkom B.
Problém bol doteraz riešený konzistentne so všeobecne zauž́ıvaným pŕıs-

tupom, že riešenia vo Všeobecnej teórii relativity nevedú na paradoxy a je
postačujúce preto problém riešit’ v súradnicovej sústave, kde je vyjadrenie
najjednoduchšie. To je zrejme i dôvod, prečo je paradox v Matsasovej práci
riešený len vo vzt’ažnej sústave spojenej so Zemou.

Ak by sme chceli byt’ dôsledńı, potom by tento výpočet prebiehal podobne
ako predchádzajúce výpočty s malou obmenou, kedy by śıce teleso generujúce
pole bola Zem, no pozerali by sme sa na situáciu z aut́ıčka B.

Je teda potrebné pretransformovat’ súradnicový systém vhodnou trans-
formáciou a d’al’̌sie výpočty už prebehnú rovnako ako (5.11)-(5.17). Použit’

je možné bud’ zovšeobecnenú Lorentzovu transformáciu, alebo aproximovat’

situáciu tak, aby bolo možné použit’ špeciálnu Lorentzovu transformáciu.
Ked’že použitie oboch transformácíı je výpočetne pŕılǐs náročné na ma-

nuálne poč́ıtanie, bol použitý program Maple. Varovanie autorov, že pri kom-
plikovaných transformáciách program zadanú úlohu nemuśı zvládnut’ sa vy-
plnilo a výsledok som v tejto vzt’ažnej sústave neźıskala.
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5.4 Riešenie v post-newtonovskej aproximácii

Ďal’̌sou možnost’ou, ako sa s paradoxom vysporiadat’, je post-newtonovská
aproximácia. Tento pŕıstup zahŕňa odvodenie Lagrangeovej funkcie pre systém
telies a z nej potom výpočet sily (podl’a kapitoly 4).

Vo všeobecnom vyjadreńı Lagrangiánu

L =
∑

a

mav
2
a

2

(

1 + 3
′
∑

b

Gmb

c2rab

)

+
∑

a

mav
4
a

8c2
+
∑

a

′
∑

b

Gmamb

2rab
(5.18)

−
∑

a

∑

b

Gmamb

4c2rab
[7va.vb + (va.nab) (vb.nab)]

−
∑

a

′
∑

b

′
∑

c

G2mambmc

2c2rabrac

posledný člen z dôvodu dvojtelesového systému neuvažujeme.
Ked’že Lagrangeova funkcia je odvodená pre zovšeobecnené súradnice,

je možné použit’ toto v l’ubovol’nej vzt’ažnej sústave. Problém posúdime ako
vo vzt’ažnej sústave spojenej so Zemou, tak i vo vzt’ažnej sústave spojenej
s testovaćım telesom B.

Výpočet vo vzt’ažnej sústave spojenej so Zemou

Pre výpočet vo vzt’ažnej sústave spojenej so Zemou d’alej preznač́ıme rab = r,
ma = m, mb = M a rýchlost’ vb, ktorá prislúcha pohybu Zeme, je nulová.

Lagrangeova funkcia pre testovacie teleso A (rýchlost’ va je takisto nulová)
je rovná

L =
GMm

r
. (5.19)

Derivovańım potom źıskame silu v mieste r = R

Kr = −GMm

R2
. (5.20)

Lagrangeova funkcia pre teleso B (kde rýchlost’ va = v) je daná

L =
mv2

2

(

1 +
3GM

rc2

)

+
mv4

8c2
+

GMm

r
. (5.21)
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Zem pôsob́ı na testovacie teleso B v mieste r = R silou

Kr = −GMm

R2

(

1 +
3v2

2c2

)

. (5.22)

Tento výsledok má dva limitné pŕıpady, a to ked’ sa rýchlost’ testovacieho
telesa B bĺıži nule (pŕıpad testovacieho telesa A), alebo rýchlosti svetla.

lim
v→0

fr = −GMm

R2
, (5.23)

lim
v→c

fr = −5

2

GMm

R2
.

Výpočet vo vzt’ažnej sústave spojenej s testovaćım telesom B

Pre výpočet vo vzt’ažnej sústave spojenej s testovaćım telesom B preznač́ıme
rab = r, ma = m, mb = M a nakoniec rýchlost’ vb = v, ked’že v tejto sústave
je to Zem, ktorá sa pohybuje. Lagrangeova funkcia pre testovacie teleso A
(rýchlost’ va = v) je rovná

L =
GMm

r
+

GMm

r

v2

c2
. (5.24)

Derivovańım potom źıskame silu v mieste r = R

Kr = −GMm

R2

(

1 +
v2

c2

)

. (5.25)

Lagrangeova funkcia pre teleso B (kde rýchlost’ va = 0) je daná

L =
mv2

2

(

1 +
3GM

rc2

)

+
mv4

8c2
+

GMm

r
. (5.26)

Sila pôsobiaca na testovacie teleso B v mieste r = R je potom

Kr = −GMm

R2

(

1 +
3v2

2c2

)

. (5.27)

Sily, ktorými na Zem pôsobia testovacie telesá, budú vypoč́ıtané analo-
gicky. V Lagrangeovej funkcii zámenou m a M sa śıce objav́ı zmena v kine-
tických členoch, tie ale do výrazu pre silu neprispievajú, a konečné výsledky
sú Teleso A pôsob́ı na Zem v mieste r = R

Kr = −GMm

R2
(5.28)
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a teleso B pôsob́ı na Zem v mieste r = R

Kr = −GMm

R2

(

1 +
3v2

2c2

)

. (5.29)

5.5 Riešenie pomocou relativistickej Lagran-

geovej funkcie

Posledný pŕıstup k riešeniu je urobit’ predchádzajúce výpočty i s relativis-
tickou Lagrangeovou funkciou, ktorá je matematicky exaktným vyjadreńım
situácie.

Výpočet bude prebiehat’ podl’a kapitoly 4.
Pre testovacie teleso A nebude ani vlastná hmotnost’, ani závislost’ súrad-

nicového času na vlastnom čase obsahovat’ rýchlost’, Lagrangeova funkcia sa
teda zredukuje na

L (ẋι, xι, t) = −m◦ 0c
2

√

1 − 2GM

rc2
. (5.30)

Silu z Lagrangeovej funkcie źıskam zo vzt’ahu

Kr =

(

∂L

∂r

)

= − m◦ 0
√

1 − 2GM
Rc2

GM

R2
, (5.31)

kde m◦ 0
1√

1−GM
R

predstavuje kl’udovú hmotnost’ v gravitačnom poli.

Výpočet pre testovacie teleso B rýchlost’ obsahovat’ bude, Lagrangeova
funkcia teda zostáva

L (ẋι, xι, t) = −m◦ 0c
2

√

1 − 2GM

rc2
− u2

c2
. (5.32)

Sila je potom

Kr = − m◦ 0
√

1 − 2GM
Rc2

− v2

c2

GM

R2
. (5.33)

Oba tieto výsledky sa vzt’ahujú k súradnicovému systému spojenému so
Zemou.
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Kapitola 6

Diskusia výsledkov

V tejto kapitole sú zhrnuté a interpretované výsledky postupov a výpočtov
poṕısaných v piatej kapitole.

Pŕıstup cez aparát Všeobecnej teórie relativity

Uvedené sú výsledky źıskané vo vzt’ažnej sústave spojenej so Zemou.
Situácia pre testovacie teleso A je nasledovná:

• Väzbová sila Ri je rovná fr = GMm0
◦

R2

1
√

1− 2GM

Rc2

a predstavuje silu, ktorou

na testovacie teleso A pôsob́ı podložka.

• Vtisknutá sila Fi je rovná Kr = −GMm0
◦

R2

1
√

1− 2GM

Rc2

a predstavuje silu,

ktorou na testovacie teleso pôsob́ı Zem.

• Väzbová a vtisknutá sila sú v rovnováhe, na teleso A nepôsob́ı výsledná
sila a teleso sa v smere kolmom na podložku nepohybuje.

Situácia pre testovacie teleso B je:

• Väzbová sila Ri je rovná sile fr =
GMm◦

0

R2

1
√

1− 2GM

Rc2
−

R2ω2

c2

a predstavuje

silu, ktorou na testovacie teleso A pôsob́ı podložka.

• Vtisknutá sila Fi je rovná Kr = −GMm◦
0

R2

1
√

1− 2GM

Rc2
−

R2ω2

c2

a predstavuje

silu, ktorou na testovacie teleso pôsob́ı Zem.
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• Väzbová a vtisknutá sila sú v rovnováhe, na teleso B nepôsob́ı výsledná
sila a teleso sa v smere kolmom na podložku nepohybuje.

Spojeńım oboch výsledkov vid́ıme, že sila, ktorou pôsob́ı Zem na testo-
vacie teleso B je väčšia ako sila, ktorou pôsob́ı na teleso A a poklesne teda
miska pod testovaćım telesom B.

Takto źıskaný výsledok súhlaśı i s Matsasovým výsledkom pre Suppleeho
paradox.

Overenie výsledku v sústave spojenej s testovaćım telesom B sa ukázalo
výpočtovo pŕılič náročné a napriek použitiu výpočtového programu Maple
neprinieslo výsledok.

Post-Newtonovská aproximácia

V post-newtonovskej aproximácii boli vypoč́ıtané sily, ktorými na testova-
cie telesá pôsob́ı Zem a i sily, ktorými pôsobia na Zem testovacie telesá.
Vo vzt’ažnej sústave spojenej so Zemou boli výsledky nasledovné:

• Sila, ktorou Zem pôsob́ı na testovacie teleso A, je rovná
Kr = −GMm

R2 .

• Sila, ktorou Zem pôsob́ı na testovacie teleso B, je rovná
Kr = −GMm

R2

(

1 + 3
2

v2

c2

)

.

Pozorovatel’ v tejto sústave by čakal, že miska klesne pod testovaćım telesom
B.

Vo vzt’ažnej sústave spojenej s testovaćım telesom B boli výsledky nasle-
dovné:

• Sila, ktorou Zem pôsob́ı na testovacie teleso A, je rovná
Kr = −GMm

R2

(

1 + v2

c2

)

.

• Sila, ktorou Zem pôsob́ı na testovacie teleso B, je rovná
Kr = −GMm

R2

(

1 + 3
2

v2

c2

)

.

I pozorovatel’ v tejto sústave by čakal, že miska klesne pod testovaćım telesom
B.

Výsledok je jednoznačný, miska klesne pod testovaćım telesom B. Vid́ıme,
že problém bol naozaj spôsobený skutočnost’ou, že testovacie teleso v poli
pohybujúceho sa telesa ”ćıti” iné pole ako v pŕıpade, že teleso generujúce
pole sa nepohybuje.
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Pŕıstup cez relativistickú Lagrangeovu funkciu

Cez relativistickú Lagrangeovu funkciu boli vypoč́ıtané sily, ktorými Zem
pôsob́ı na testovacie telesá.

• Sila, ktorou Zem pôsob́ı na testovacie teleso A, je rovná
Kr = −GMm◦

0

R2

1
√

1− 2GM

Rc2

.

• Sila, ktorou Zem pôsob́ı na testovacie teleso B, je rovná
Kr = −GMm◦

0

R2

1
√

1− 2GM

Rc2
−

R2ω2

c2

.

Pozorovatel’ v tejto sústave čaká, že miska klesne pod testovaćım telesom B.
Výsledok súhlaśı s výsledkom źıskaným všeobecne-relativistickým pŕıstu-

pom, tiež súhlaśı s Møllerovým záverom zhrnutým v (3.12).

Celkové riešenie paradoxu sa nám źıskat’ podarilo. Kvalitat́ıvne vid́ıme
zo všetkých troch pŕıstupov, že väčšiu hmotnost’ má aut́ıčko pohybujúce sa
relativistickou rýchlost’ou. Kvantitat́ıvne však výsledky medzi sebou nesedia.

V post-newtonovskej aproximácii źıskavame člen 3/2, kým vo všeobecne-
relativistickej teórii i cez relativistickú Lagrangeovu funkciu by po Tayloro-
vom rozvoji vznikla v korekčnom člene len 1/2.

Výsledky źıskané všeobecne-relativistickým pŕıstupom a cez relativistickú
Lagrangeovu funkciu súhlasia a to zrejme i preto, že boli konzistentne použité
pŕıstupy od jedného autora, Møller, The Relativity Theory, 1952.

Faktor 3/2 z post-newtonovskej aproximácie v Landau, The Classical
Theory of Fields, 1975, je zase v súhlase s Missnerom, Thornom a Whee-
lerom, Gravitation, 1973.

V pŕıstupoch k riešeniu problému cez Lagrangeove funkcie źıskavame gra-
vitačnú interakciu telesa s telesom generujúcim pole. Problémom je určenie
väzby, t.j. sily, ktorou pôsob́ı na teleso podložka. Teória väzieb nie je v relati-
vite rozpracovaná, preto v nej nemôžeme urobit’ žiadne prehlásenia ohl’adom
tretieho Newtonovho zákona.
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Záver

V tejto práci sme sa zaoberali platnost’ou Newtonových zákonov v relativis-
tickej teórii. Ukázali sme, že prvé dva zákony uspokojivo do teórie relativity
prechádzajú a identifikovali sme úskalia prechodu pre tret́ı Netonov zákon.

O d’al’̌siu analýzu problému sme sa pokúsili na konkrétnom probléme,
ktorý je v Špeciálnej teórii relativity paradoxom. Paradox spoč́ıva v odpo-
vedi na otázku, ktoré z dvoch vážených aut́ıčok má väčšiu hmotnost’, či to,
ktoré stoj́ı na miske váh v kl’ude, alebo to, ktoré sa po miske váh pohybuje re-
lativistickou rýchlost’ou? Otázka je tu vlastne otázkou o vel’kosti pôsobiacich
śıl medzi aut́ıčkami a Zemou.

Tu sme si najprv zaviedli teoretický podklad pre riešenie a potom sme
podrobným rozborom situácie ukázali jej riešenie troma rôznymi metódami
a to riešenie v aparáte Všeobecnej teórie relativity, v Post-newtonovskej apro-
ximácii a nakoniec za pomoci relativistickej Lagrangeovej funkcie.

Riešenie problému sme určili jednoznačne v Post-Newtonovskej apro-
ximácii, kde výsledok bolo možné porovnat’ v oboch kl’́učových vzt’ažných
sústavách. Vo všeobecno-relativistickom pŕıstupe a za pomoci relativistickej
Lagrangeovej funkcie sme výsledok, ktorý je kvalitat́ıvne v zhode s Post-
newtonovskou aproximáciou, źıskali len v jednej zo vzt’ažných sústav. Roz-
riešeńım paradoxu teda je fakt, že na testovacie telesá pohybujúce sa relati-
vistickými rýchlost’ami pôsobia v poli daného telesa väčšie sily, ako na telesá,
ktoré sú v danom poli v kl’ude.

Nezodpovedanou zostáva otázka tretieho Newtonovho zákona. V lite-
ratúre sa problému žiaden priestor nevenuje, o silách sa uvažuje len zriedkavo,
poväčšine sa kladie dôraz na pohybové rovnice pre testovacie telesá, ktoré nie
sú podrobené iným silám ako gravitačným. Overenie tretieho Newtonovho
zákona požaduje i dobrý spôsob popisu väzieb, ktorý v relativistickej mecha-
nike nie je rozpracovaný. Bolo by zauj́ımavé d’alej sa problémom zaoberat’ a
zistit’, kol’ko vody z pomyselného Newtonovho vedierka Einstein naozaj vylial.
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