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Abstrakt: Praca sa zaobera platnostou Newtonovych pohybovych zdkonov
v tedrii relativity s dorazom na treti Newtonov zdkon. Sticastou zadania
je paradox zo Specidlnej tedrie relativity. Po uvedeni prislusnych teérif je
problém rieseny tromi pristupmi: vo VSeobecnej tedrii relativity, cez post-
newtonovskil aproximaciu a nakoniec pomocou relativistickej Lagrangeovej
funkcie. Pocas riesenia sa kladie doraz na jednotlivé sily, analyzuje sa ich
vzdjomny vztah a hladaji sa stvislosti medzi jednotlivymi pristupmi.

KTicové slova: Newtonove zakony, Einsteinova tedria relativity, sila, vazby

Abstract: This work focuses on Newton’s Laws of Motion - particularly the
Third Newton’s Law - in the relativity theory. A problem, paradox in Special
Theory of Relativity, is to be resolved as a part of the assignment. First, the
theoretical background is laid. Then, solution to the problem is given through
General Theory of Relativity, post-newtonian approximation and relativistic
Lagrange function. Last, the importance of forces and constraints is analysed
and the results of all three approaches are discussed.

Keywords: Newton’s Laws, Einstein Relativity Theory, force, constraints
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Uvod

Za prvy pokus o relativistickd tedriu je mozné povazovat Galileove experi-
menty, ktorych vysledky boli neskor sformulované do transformacnych vzta-
hov nestcich Galileovo meno. Na Galileovu pracu nadviazal Newton vo svo-
jich Principidch z roku 1666 popisujic pohybové zakony, dnes zname ako tri
Newtonove zakony (prvy zakon je vylepsenim Galileovho principu zotrvacnos-
ti) a gravitaény zakon. Hlavnymi Newtonovymi predpokladmi boli absolitny
¢as a absolutny priestor, vo¢i ktorému je mozné vztahovat vsetok pohyb,
pretoze podla neho relativny pohyb voci nejakym telesdm je zdanlivy a sku-
tocny je len pohyb absoltutny.

Postidenie pohybu vztfaznej ststavy voéi absolitnemu priestoru navrhol
Newton urobif na zéklade experimentu s vedierkom vody. Ak sa vztaznd
stistava ot4ca, potom voda vo vedierku bude tieZ rotovat a vytvorf sa konkdv-
ny profil. Ak sa vztazna ststava vzhladom k absolitnemu priestoru pohybuje
so zrychlenim, povrch vody sa nakloni.

Kazdy pozorovatel, ktory bude mat k dispozicii vedierko vody, bude
schopny urcit povahu pohybu svojej vztaznej sustavy a vzhladom k ab-
solitnemu priestoru bude v pokoji prave vtedy, ked povrch vody v jeho
vedierku bude rovny. Newtonovo vysvetlenie ale nehovori ni¢ o tom, ako sa
zachovat v pripade, Ze sa vztazna ststava pohybuje rovhomerne priamociaro
vzhladom k absolttnemu priestoru.

Newton vo svojej Optike vytvoril tedriu éteru, ktord neskor poslazila
i Maxwellovi ako médium pre Sirenie svetla a pre zachovanie platnosti jeho
rovnic. Pokusy na ”zmeranie” éteru k cielu neviedli a v roku 1905 vytvorenim
Specidlnej tedrie relativity, ktord sa bez neho tplne zaobisla, bolo od tohto
konceptu upustené tplne.

K relativite priestoru sa pridala aj relativita ¢asu; navyse sa Einstein roz-
hodol do relativistickej tedrie zapracovat i tedriu gravitdcie a v roku 1915
prezentoval Pruskej Akadémii cez svoje rovnice pola VSeobecnt tedriu rela-



tivity. Tvrdenie: Vsetky vztainé sistavy su ekvivalentné ak berieme do tvahy
formuldciu zdkladnyjch fyzikdlnych zdkonov nazyvame vSseobecnym principom
relativity.

Napriek elegancii Einsteinovej tedrie najdu sa i odporcovia relativity,
ktor{, ludovo povedané, v relativitu neveria. Ci uz to dokazuji vymyslanim
alternativnych teérii (ako napriklad balistickd tedria) alebo predkladanim
myslienkovych experimentov, ktoré v relativistickej teodrii zdanlivo vedu k pa-
radoxnému rieseniu, doposial sa nepodarilo zékladmi Einsteinovej tedrie re-
lativity otriast.

Tak, ako sa prichodom newtonovskej fyziky upustilo od dovtedy zazitého
vnifmania prirodnych zdkonov, mohlo by sa zdat, Ze s Einsteinovou tedriou
relativity mozeme zabudnitf na Newtonovu teériu. Argumentov, preco tak
neurobit, je hned niekolko, no azda najzdvaznejsim je fakt, zZe pre kazdodenné
interakcie v ”obycajnom” svete newtonovska mechanika tiplne postacuje.

Mozeme sa spytat, ¢i Einsteinova relativita Newtonove zdkony nejakym
sposobom modifikuje, alebo & je v ramci nej vyhodnejsie pracovat s inymi,
vSeobecnejsimi principmi. V tejto préaci sa budeme zaoberat touto otdzkou
hlavne v spojitosti s Tretim Newtonovym zakonom a aby bol problém jasnejsi,
pomozeme si rozborom myslienkového experimentu.



Kapitola 1

Newtonovska Mechanika

Spojenie sily a zrychlenia ako pri¢iny a nasledku prvy pochopil a sformuloval
Sir Isaac Newton. Jeho tri zdkony popisujt oblast fyziky, ktorti nazyvame
newtonovska mechanika.

Newton opiera svoj pohlad na prirodné javy a zdkony o absolitny priestor
a absolutny c¢as, vsetky javy popisuje privilegovany pozorovatel v absolttne;j
vztaznej sistave. Takto vznikol koncept éteru, latky, ktord je vsade naokolo
v absolitnom pokoji a voci ktorej meriame pohyb presnym meranim rychlosti
svetla. 7 tejto predstavy vychadza aj jeho znamy vedierkovy experiment,
pomocou ktorého je kazdy pozorovatel schopny identifikovat povahu svojej
vztaznej sustavy ako inerciilnu, alebo neinercidlnu.

Newton sa dokézal odptitat od dovtedajsich predsudkov a okrem svojich
troch zdkonov sformuloval aj gravitacny zakon, ktorym ukéazal, Zze rovnako,
ako Zem posobi na vsetky jablkd, posobia na seba navzdjom i velké nebeské
telesa ako st planéty nasej Slnecnej ststavy (a hviezdy, galaxie atd'.)

Gm1m2 r

R (1.1)

F——
,
kde m; a mso st hmotnosti! telies, 7 je ich vzdjomnd vzdialenost a G je
univerzalna gravitacna konstanta. Zaporné znamienko oznacuje fakt, ze gra-
vitacnd interakcia je vzdy pritazliva.
7. Galileiho pokusov a neskorsej formulacie transformacie suradnic medzi
roznymi vztaznymi ststavami pohybujicimi sa navzdjom konstantnou rychlos-

1V newtonovskej mechanike nie je potreba rozlisovat zotrvaéni hmotnost (definovani
druhym Newtonovym zékonom), ani aktivnu (uréuje silu pola, ktoré tdto hmota vytvara.)
a pasfvnu (uréuje, ako na tiito hmotu posobi externé pole) gravitaéni hmotnost



tou nesticej jeho meno bolo jasné, Ze absolitna vztaznd ststava neexistuje.
Nahradil ju pojem inercidlnej vztaznej sistavy, v ktorej sa volné ¢astice bud
pohybujt rovnomernym priamociarym pohybom, alebo zotrvavaju v pokoji.

1.1 Newtonove Zakony

1.1.1 Prvy Newtonov Zakon

Prvy Newtonov zakon je zdkonom zotrvacnosti. Jeho znenie je: " Teleso zotrva-
va v pokoji alebo rovnomernom priamociarom pohybe, pokym nan neposobi
vysledna sila.” V dnesnej dobe tento zdkon interpretujeme ako definiciu
inercidlnych vztaznych ststav.

1.1.2 Druhy Newtonov Zakon

Druhy Newtonov zakon matematicky popisuje zmenu stavu telesa o hmot-
nosti m, na ktoré posobi sila F ako casovii zmenu jeho hybnosti: F = %.
Toto je definicia sily ako fyzikalnej veliciny. Takto definovana sila je trojroz-
mernym vektorom v euklidovskom priestore a je invariantnd voc¢i Galileovej
transformécii.

Druhy Newtonov zdkon teda hovori, Ze sila udeluje telesdm zrychlenie,
ktoré je imerné ich hmotnosti. Pre stistavu dvoch interagujtcich telies silové
posobenie prebieha zmenou hybnosti jednotlivych telies - informéaciu o tom,
ako takato interakcia prebieha, podava treti Newtonov zakon.

Inercidlne vztazné ststavy nepontikaji Ziadne neéakané pozorovania, na-
proti tomu pozorovanie udalosti (silového posobenia dvoch telies) v réznych
vztaznych ststavach zacne byt zaujimavé, ked dovolime ststavdm neinerciél-
ny pohyb. Je zrejmé, ze ak pre popis situdcie zvolime sustavu, ktora sa po-
hybuje so zrychlenim, bude toto zrychlenie odrazené na vyslednej sile, ktort
zmeriame (vo vyslednej sile sa prejavia vsetky sily, ktoré skimanému telesu
doddvaju zrychlenie). Moze sa ndm teda stat, ze pri popise pokusu dospe-
jeme napriklad k vysledku, Ze vysledn4 sila na predmet je vo zvolenej vztaznej
stistave nulovd, kym v inej vztaznej stistave nulova byt nemusi.



1.1.3 Treti Newtonov Zakon

Treti Newtonov zakon je zrejme najznéamejsim fyzikalnym zdkonom. Tato
skutocnost je sposobend idernym ndzvom (Zdkon akcie a reakcie) a jedno-
duchym znenim: Ku kazdej akcii existuje rovnako velkd a opac¢ne orientovand
reakcia. Ukazuje sa vSak, Ze za zdanlivo trividlnou definiciou sa skryva velmi
dolezity a casto nespravne pochopeny princip.

Identifikacia situacie vhodnej na aplikaciu tretieho Newtonovho zakona
moze byt komplikovand najma v systémoch s mnohymi telesami a ich vzéjom-
nymi interakciami. Castou chybou je nespravny zaver, Ze treti Newtonov
zdkon hovori, Ze sily posobiace na teleso sa vyrusia. Nespravnost zdveru
spociva v tom, ze treti Newtonov zakon popisuje sily posobiace na dve rozne
telesd, no o vyruseni posobiacich sil mozeme hovorit len v pripade, Ze popi-
sujeme silové posobenie na jedno teleso.

Predstavme si knihu leziacu na stole. Sila, ktorou posobi Zem na knihu
je Fxz a reakciou na nu je sila, ktorou kniha posobi na Zem Fy . Druhym
parom sil akcie a reakcie st kniha posobiaca na stol silou Fgy a stol posobiaci
na knihu silou Fyg. Fakt, Ze kniha neza¢ne padat smerom ku stredu Zeme
je sposobeny rovnostou velkosti sil Fixy a Fig. Tieto dve sily posobia na ten
isty objekt, knihu, a ked'Ze ich velkost je rovnaké a smer posobenia je opacny,
sily sa navzdjom vyrusia a kniha sa nebude pohybovat.

Z prikladu je ihned vidno, Ze ak by sme odstranili stol, kniha by sa
vplyvom sily Fyz zacala pohybovat so zrychlenim gx = GM/r?* a takisto
Zem by sa vplyvom sily Fzx zacala pohybovat so zrychlenim gz = Gm/r?.
Za predpokladu, ze zvolenou knihou bude Mgllerova kniha The Relativity
Theory, 1952, ktorej hmotnost je priblizne 1kg, a hmotnost Zeme vezmeme
ako 6 * 10**kg, budd udelené zrychlenia v pomere 1 : 6 x 1072* v prospech
Mgllerovej knihy.

Druhy Newtonov zakon popisuje zmeny spojené s pohybom telesa, na ktoré
posobi znama sila F, treti zdkon zase umoziuje porovnat posobenie danej
sily na dve rozne telesa. Hmotnosti telies a im udelené zrychlenia st spojené
nepriamou timerou a silové efekty v situdciach, na ktoré mozno aplikovat treti
Newtonov zdkon, st teda vZdy lepsie viditelné na menej hmotnom telese.

V pripade, Ze do systému dvoch interagujtcich telies priddme d'alsie te-
leso, ktoré s nimi nelez{ na jednej priamke, nie je uz mozné vyhlésit, ze sily,
ktorymi na seba teleso B a teleso C posobia, su rovnaké, pretoze na obe posobi
i teleso C. Kazdu silu ale vieme rozdelit na ¢asti pochadzajiice z pdsobenia
jednotlivych telies. Treti Newtonov zakon sa teraz uplatni pri porovnavani
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zloziek sil posobiacich na jednotlivé telesa od zvysnych telies v systéme.

Za zjednodusujtuceho predpokladu, Ze systém tvoria len dve ¢astice, ktoré
na seba posobia silami F; a F5, ziadne vonkajsie sily nie st pritomné, a zmena
hybnosti p; prvej castice sa rovna zaporne vzatej zmene hybnosti druhej
castice py potom plati

dp: dps
F,=-F, — T = ; (1.2)
d (p1 + p2)
dt

a teda v systéme, kde na telesd neposobia iné ako ich vzajomné sily, sa hyb-
nost ststavy zachovava. I v pripade systému viacerych telies sa dé ukézat
platnost zakona zachovania hybnosti, ked uvézime, Ze zmena hybnosti prvého
telesa posobenim druhého telesa je presne kompenzovana zmenou hybosti
druhého telesa v dosledku posobenia telesa prvého. Vsetky vnutorné sily
systému sa vyrusia a hybnost celej sistavy sa zachovéva.

V newtonovskej mechanike sa objavuje este jeden velmi doleZity princip.
Stavia na druhom Newtonovom zdkone a ddva tak moznost vyjadrit pohy-
bové rovnice systému a zaroven v sebe zahinia i popis vazbovych sil pritomnych
v systéme. Nazyva sa D’Alembertov princip a podrobnejsie sa nim budeme
zaoberat v podkapitole 1.3.

= 0 (1.3)

1.2 Newtonove zakony v relativistickej teorii

Newtonovski mechaniku nemozeme pouzit pre popis kazdej ststavy 2. Prob-
1émy nastavaju hlavne vtedy, ked sa skiimané pohybujtice sa telesd zacinaji
rychlostami signifikantne priblizovat rychlosti svetla, vtedy je potrebné na-
hradit newtonovskid mechaniku Einsteinovou Specidlnou teériou relativity.
Prvy Newtonov zakon prechadza do relativistickej teérie hladko, k druhé-
mu Newtonovmu zékonu sa zavadza modifikicia v podobe zavedenia kludovej

hmotnosti mg pomocou p = mv = —22__v_ potom hmotnost m je chdpand
£/ 1—v2/c? ’

ako relativistickd hmotnost telesa a je zavisld na rychlosti, ktorou sa dané
teleso pohybuje. V newtonovskej mechanike je relativistickd hmotnost rovna
kI'udovej hmotnosti. Landau v The Classical Theory of Fields, 1975 relati-
visticki hmotnost nezavidza a pracuje len s pojmom kludovej hmotnosti, ¢o
dodéva jeho praci na prehladnosti.

20 limitnom pripade z hladiska kvantovej fyziky nebudeme v tejto praci uvazovat.
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V lagrangeovskej formulécii mechaniky je zavedenie sily trochu problema-
tickejsie. Jej definicia je tu totiz zavisla na predpokladoch kladenych na ki-
netickt a potencidlnu energiu systému, a obcas by sa mohlo zdat, Ze sila je
v tom-ktorom pripade definovana prave takym sposobom, aby dala sthlas
s Newtonovymi pohybovymi rovnicami. Tymto sposobom moze v pripade
velmi vSeobecného zadania problému nastat v definicii sily zmétok.

Dalsia zmena pre druhy Newtonov zdkon nastdva v Einsteinovej relati-
vite, kde sila je definovand vo vSeobecnej geometrii, a to ako kovariantnd
derivacia hybnosti, ktord sa prirodzene redukuje na druhy Newtonov zakon
v pripade, ze priestor, v ktorom ju popisujeme, nie je zakriveny. Relativis-
tické vyjadrenie sily je stvorvektorom a je invariantné voci Lorentzovej trans-
formdcii (teda ak je sila nulovd resp. nenulovd v nejakej vztaznej ststave,
je potom nulové resp. nenulovd v kazdej inej ststave). Takto definovand
Stvorsila popisuje spravne silové interakcie i medzi telesami pohybujicimi
sa rychlostou blizkou rychlosti svetla, ¢o mé vyznam pre pouzitie tretieho
Newtonovho zédkona.

Pre treti Newtonov zdkon je vyznamny i Einsteinov postulat konecnej
rychlosti Sirenia svetla. Newton vo svojej teodrii predpokladal, ze interakcie
st okamzité, Einstein ukazal, ze to tak nie je. Predstavme si, ze do exis-
tujuceho systému telies vlozime nové teleso. Po dobu potrebnu k prenosu
tejto informéacie musime zahrnit do rozboru nielen jednotlivé telesd ale i pole
sustavy, pretoze i na nom prebiehaji zmeny. Vhodnejsie ako silovym posobe-
nim je popisovat situdciu cez zmenu hybnosti sistavy. Vyhodnym popisom
je potom popis pomocou tenzoru energie-hybnosti, kde okrem telies nesie
hybnost i pole.

Problematickou ¢astou prechodu tretieho zékona do relativistickej tedrie
moze byt jeho prepojenost s vazbami. Pri popisoch v newtonovskej mecha-
nike sa vazbami zaobera podrobnejsie D’ Alembertov princip, istym sposobom
je mozné vazby zapojit i do Lagrangeovej formuldcie mechaniky (obmedze-
nie pohybu ¢astice obmezdenim poctu stupiiov volnosti), no v Einstenovej
relativite sa s vynimkou Mgllera? nikto problémom prili§ nezaobera.

3Mgller v The Relativity Theory, 1952 uvadza akisi “relativisticki” verziu
D’Alembertovho principu, podrobnejsie sa budeme zaoberat v ¢asti 3.2.
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1.3 D’Alembertov princip

D’Alembertov princip je podrobne rozobrany v Horsky, Novotny, Stefanik,
Mechanika ve fyzice, 2001, tu len zhrnieme hlavné myslienky:.

Nech je dand ststava N hmotnych bodov, ktorych kartézske siradnice
oznacime x; = (1,y1, 21; .-} TN, YN, 2N ), pretoze kazdy z hmotnych bodov
je popisany tromi siradnicami, index ¢ bude nadobudat hodnoty 1,..,3N.
Priestor, ktory popisujeme stiradnicami z; budeme oznacovat P3V.

Newtonove pohybové rovnice v priestore P3N mozeme popisat ako

pre ¢« = 1,2,..3N, kde a; je vysledné zrychlenie, s ktorym sa hmotny bod
v danej stradnici pohybuje, F; je vtisknutd sila a R; je vizbov4 sila. Lavii

stranu rovnice je rovnako dobre mozné pisat ako ‘3—1;’ vyjadrujuc zmenu hyb-
nosti castice vplyvom posobenia vtisknutych a vazbovych sil.

Dalej uvazujme r vézobnych podmienok fa(x;,t) = 0, pre A = 1..r,
z ktorych kazdd vymedzuje vizobni nadplochu v P3*". V kazdom bode
Ofa

mozeme gradientom vézobnej podmienky vytvorit vektor ¢4, a dalej vy-
brat vektor dx;, ktory je kolmy k vizobnej nadploche a teda aj na vsetky
gradienty vazobnych ploch a spiﬁa podmienku %(59@ = 0. Vektor tejto vlast-
nosti sa nazyva vektor virtudlneho posunutia. l

Pre jednoduché vazby plati, ze sily sposobené vazbami su kolmé na vazbové
plochy a teda aj k virtudlnym posunutiam. Oznac¢me virtualne posunutie
v trojrozmernom systéme Jr a pre vazbovu silu R = Agradf, kde A je
Tubovolna konstantnd funkcia, mozeme pisat Ror = 0, teda virtudlna praca
vazbovych sil je nulova.

D’Alembertov princip vyjadruje poziadavku, aby pre vsetky virtualne po-
sunutia platilo Y-, (F; — mya;) dx; = 0, ¢o bolo ziskané vyndsobenim (1.4)
virtudlnym posunutim dz; a s¢itanim cez vsetky 1.

Ak by systém nebol podrobeny vazbam, boli by virtudlne posunutia na
sebe nezavislé a mohli by sme prejst na systém Newtonovych rovnic

Ak ale posunutia nie su nezavislé, potom prava strana predchadzajiceho
vyrazu nebude nulové, a bude vyjadrovat koeficienty vizbovej sily R;.

Plynulym pokracovanim mozeme prejst na lagrangeovski formuldciu me-
chaniky, ked z D’Alembertovho principu d’alej odvodime Lagrangeove rov-
nice prvého a druhého druhu.
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Kapitola

Lagrangeovska mechanika

Rozbor lagrangeovskej mechaniky je dostupny v mnohych ucebniciach, na-
sledovny postup sleduje knihu Landau, Mechanics, 1993.

Lagrangeovska mechanika popisuje stav systému na zaklade pohybovych
rovnic odvodenych z jeho kinetickej a potencialnej energie a robi tak pouzitim
zovSeobecnenych siradnic ¢. Vyberme si popis systému pomocou Lagran-
geovych rovnic 2.druhu. Pred samotnym odvodenim pohybovych rovnic si
eSte zadefinujeme Lagrangeovu funkciu castice L, ktora je dana ako rozdiel
jej kinetickej T' a potencidlnej U energie danej castice

L= ¥ Janla)id — V(o) (21)
i,k

kde kineticka energia je dand T' = 3, ; %@ik(Q)qiqk a potencidlna energia je
funkciou stradnic U = U(q).

Pohybové rovnice systému je mozné odvodit z principu najmensieho tcin-
ku. Pre jednoduchost zvolime systém s jednym stupiiom volnosti, odvodenie
pre s stupiiov volnosti prebieha rovnakym sposobom pre kazdy z nich. Nech
je dana funkcia L(q, ¢, t), ktord tplne popisuje stav systému. Systém sa v Case
vyvija z t; do ty a prechadza z ¢; do ¢s a to tak, ze icinok S funkcie L, dany
jej integralom cez casovy interval S = fttf L(q, ¢, t)dt, nadobuida minimalnu
hodnotu. Princip najmensieho tuc¢inku dostaneme variaciou integralu

L
55_5/ (', ', t)dt = Z(gléqjtgléq)dtzo. (2.2)

déq?

7 @ integrovanim per partes, vysledkom

Varidcie sa zbavime dosadenim §¢* =
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je

to
55 — <8L d OL

o7 dl 8q'2> dgdt =0 (2.3)

t1

Aby princip platil, integrand musi byt nulovy, teda qui — %qui = (0. Pohybové
rovnice maju potom tvar

oL _aor
d¢t  dt Ogi’

(2.4)

kde ¢’ je i-ta stiradnica.

Dalej sa dd ukédzat, ze za istych podmienok je mozné z Lagrangeovych
pohybovych rovnic odvodit druhy Newtonov zdkon. Za predpokladu, Ze ki-
neticka energia systému je dana suctom

1
T=>Y §mav§ (2.5)

a potencidlna energia je funkciou stradnic U = U(ry, rs...), potom je mozné
odvodit pohybové rovnice systému castic

oL d oL
or, dtov,

(2.6)

Dosadenim lagrangianu do pohybovych rovnic dostaneme ich jednoduchsi
tvar

ou dv
o = ma—dta, (2.7)
a
kde lava strana rovnice F = —gTU je vektorom sily, ktora posobi na a ¢asticu

a jej dosadenim mozeme Vzt’aha (2.8) interpretovat ako druhy Newtonov
zakon. Pohybové rovnice v tomto tvare sa nazyvaju Newtonove pohybové
rovnice.

Zavedenie vézieb (podlozky, pruziny, zévesy atd.) by mohlo ¢iste me-
chanicky problém previest vznikom trenia v styénych bodoch na problém
komplikovanejsi. Ak zanedbame trenie o podlozku a takisto predpokladame,
ze zavesy a pruziny su nehmotné, potom nam véazby iba obmedzia pocet
stuptiov volnosti a pohyb systému mozeme i teraz popisat rovnicou (2.1), ale
pre redukovany pocet sturadnic.
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Popis situdcie v zovSeobecnenych stiradnicach méa dalsiu vyhodu v tom,
7e tvar Lagrangeovej funkcie je nezdvisly na volbe vztaznej ststavy. Popis
z viacerych vztaznych sistav vyzaduje len zmenu parametrov ako rychlost,
dizka apod. a dava rovnaké vysledky. RieSenie, ktoré z Lagrangeovej funkcie
ziskame, je jednozna¢nym rieSenim problému.

2.1 Definicia sily v lagrangeovskej mechanike

Problematike sily sa este chvilu budeme venovat. Pokial sa zaujimame o
situacie, kedy potencidl je zavisly na rychlosti, stretavame sa v literatire s
dvoma definiciami sily.

V predchadzajicom odstavci boli odvodené pohybové rovnice pre systém
castic a sila na ne posobiaca bola definovana pomocou derivacie potencialu
podla suradnice

U
or,

F = (2.8)
V podkapitole 4.1 je naznaceny Landauov pristup z The Classical Theory of
Fields, 1975, pre post-newtonovsku aproximaciu, v ktorej je sila definovana

0L,
F, = ( o )r =r,. (2.9)

Landau tu pouziva vlastne tu istt definiciu sily ako v nerelativistickom
pripade a to napriek tomu, ze v nerelativistickom pripade uklada ako pod-
mienku zdvislost potencidlu iba na siradnici, ¢o zrejme v post-newtonovskej
aproximécii nesplnil.

V publikdcii Horsky, Novotny, Stefanik, Mechanika ve fyzice, 2001 je
definicia sily ind a to

LU, daU

F, = (2.10)
kde U = U(dy, x,t) je zovieobecnend potencidlova funkcia a potencidlna
energia, ktora nezavisi na rychlosti, je jej Specidlnym pripadom. Tato definicia
sily da napriklad pri rieSeni pohybovych rovnic nabitej castice v elektrickom
poli spravnu hodnotu sily, kym Landauova definicia by viedla k vyrazu, ktory
zahfna len cast Lorentzovej sily.
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V relativistickej teérii sa Mgller v The Relativity Theory (1952) konkrétne
zaujima o gravitacnu silu K; a uvadza

oL
K; = g (2.11)
kde L je relativistickd Lagrangeova funkcia definovand vztahom (4.9).
Invernov variacny pristup ku klasickej mechanike v Introducing Einstein’s
Relativity, 1992 pracuje v zovSeobecnenych siradniciach z# a zavadza zo-
vieobecnent rychlost ##. Kinetickd energia je potom T = %gwji’“ﬁc” a po-
tencidlna energia je znovu zavisld iba na polohe, U = U(x) a déva vznikat
zovseobecnenym silam F, = —gc—[ﬂ. Pohybové rovnice nachadzame potom
v tvare i + I') @”i# = F*. Inverno este poddva kovariantnu verziu druhého
Newtonovho zakona
=
dr
kde p* je stvorhybnost, ktord ziskame z lagrangidnu p,, = —%.
Definicia hybnosti sa zédkonite musi v tychto pristupoch lisit.
Celkovo su teda bezné dva sposoby definovania sily a k nej prislusnej
hybnosti a to bud

(2.12)

U L AT -U)
FI = —57 P1 = a_v = 78\[ s (213)
alebo
ou doUu oT
FII——E+E8—V7 pII—a—v. (214)

Kedze vtisknutd a viazbova sila st pevne spojené D’ Alembertovym princi-
pom, otdzkou zostava, aky vplyv maju rozdielne definicie sily na silu vazbov.
Vychddzajtc z (1.4), kde lavii stranu nahradime ¢asovou zmenou hybnosti,
vazbovi silu dostaneme ako

dp
— —F=R. 2.15

Dosadenim za hybnost a silu z prvej definicie a ndslednym rozpisanim dosté-
vame

dpr P _dorTr-uU)y ou doT) doWU) oU dpu

At ' dt ov o dt ov dt ov  or  dt

Z: toho pre prislusné vazbové sily plynie Ry = Ryr. Podarilo sa nam teda

ukdzat, ze vazbov4 sila nie je ovplyvnend definiciou sily.
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Kapitola 3

Relativisticka mechanika

Dosledkom newtonovych pohybovych rovnic je fakt, ze fyzikalne javy sa deju
rovnako vo vztaznych ststavich v pokoji ako v rovnomerne priamociaro sa
pohybujtcich sustavach. Toto si vSimol uz Newton a tym vlastne prisiel
na princip relativity. Einstein vytvoril svoju tedériu relativity ako odpoved
na nezrovnalost v newtonovskej mechanike pri popise vysokych rychlosti.

3.1 Specidlna tedria relativity

Specidlna tedria relativity vznikla z dovodu nedostatocnosti newtonovskej
mechaniky pre popis vysokych rychlosti. Jej dvoma zakladnymi postuldtmi
st

e Vsetci inercialni pozorovatelia su ekvivalentni
e Rychlost svetla je rovnakd v kazdej inercidlnej vztaznej sistave

Poslednym tderom tedrii éteru bolo prave potvrdenie druhého postulatu
Specidlnej tedrie relativity experimentom Michelsona a Morleyho.

Aby tedria spiﬁala vsetky poziadavky, ktoré na nu boli kladené, bolo po-
trebné, aby vyhovovala nejakej modifikovanej Galileovej transformécii, ktora
by umoznila popisovat javy v réznych vztaznych sistavdch. Takou trans-
forméciou je Lorentzova transformécia (ako Lorentz ukézal pri vyrieseni
problému s Maxwellovymi rovnicami). Einstein v tejto myslienke pokracoval
a prepisal druhy Newtonov zdkon tak, aby bol tento voci Lorentzovej trans-

1
form4cii invariantny (zavedenim Lorentzovho faktoru gama v = (1 — v?/c?)” 2)
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a ziskal zndmu formulu pre vztah relativistickej m a kludovej my hmotnosti

mo
1/1—1)2/02'

Z Lorentzovej transformacie vyplyvali popri naraste hmotnosti pri priblizovani
sa rychlosti svetla d'alsie dolezité nasledky ako kontrakcia diiky a dilatacia
casu.

Specialna tedria relativity v sebe zahfiia aj najslévnesiu rovnicu fyziky,
zakon ekvivalencie energie a hmoty

m =

(3.1)

E = mc*. (3.2)

Jednou z najdoleZitejsich zmien, ktora sa udiala, je zmena pohladu na pries-
tor, v ktorom sa odohravaja vsetky deje. Do Einsteina sa fyzika popisovala
v trojdimenziondlnom priestore a separatne od neho existoval cas. Einstein
zaviedol priestorocas, kde priestor a ¢as si neoddelitelné. Novy sposob po-
pisu presiel od vektorov k stvorvektorom, ktoré pridavaju ¢asovu zlozku, teda
kazda udalost je popisand siradnicami ¢, z,y, z.

3.1.1 Specidlna Lorentzova transformécia

Lorentzova transformécia je transformacia stradnic vyplyvajica zo vzajom-
ného pohybu dvoch vztaznych stistav. Je relativistickym rozsirenim Galileo-
vej transformacie.

Specidlna Lorentzova transformdcia udédva, akym sposobom sa transfor-
muju stiradnice pri prechode popisu zo ststavy S do sustavy S’. Obe sustavy
S'1i5" boli v éase t =ty v lubovolne zvolenom pociatku. Ststava S’ sa zacne
vzhladom k S pohybovat rychlostou v. Pre popis javu, ktory sa v starej
sustave S odohral v mieste priestorocasu popisanom suradnicami ¢, x,y, 2
je potrebné néjst nové ciarkované siradnice t/, 2’1y, 2. Lorentz ukdzal, Ze
transformacné vztahy si

t—vz/c? — vt
o vx/c R =y == (3.3)

1/1—1}2/62, 1/1—1)2/02’

Transformécia ¢asu okrem dilatdcie ¢asu predkladd d'alsi problém a to problém
sticasnosti dvoch javov. Z tohto d'alej vyplyva potreba synchronizécie hodin.
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3.2 VsSeobecna tedria relativity

Vseobecna teoria relativity je postavena tak, aby spiﬁala nasledovné pozia-
davky:

e princip ekvivalencie

e princip vSeobecnej kovariancie

e princip miniméalneho gravitacného posobenia
e korespondené¢ny princip

Vseobecna tedria relativity tak ako Specidlna relativita pracuje so Stvor-
veli¢inami, tj. stvorrychlostou, stvorhybnostou, stvorzrychlenim atd. Tieto
veli¢iny maju Styri zlozky: jednu ¢asovi a tri priestorové.

Predpokladajme, ze Castica sa v priestoroc¢ase pohybuje po krivke, ktoru
mozeme popisat stradnicami z* = (¢, ct), kde i nadobtida hodnoty priesto-
rovych indexov!. Stvorrychlost U* 2 a tvorhybnost P* st dané vztahmi

dzt
/J p— _—
v dr’
Pt = m,U", (3.4)

kde M, je vlastnd hmotnost castice, tj. kludovd hmotnost, ktort by sme
zmerali v lokalnom inercialnom systéme sturadnic. Lokalny inercialny systém
suradnic je taky siradnicovy systém, pre ktory su v danom bode koeficienty
konexie nulové. Vztah kludovej a relativistickej hmotnosti je dany

1 2 N
5 k 2
I s N

c c?

1
2

m = myl =1m, <1+2X>

c2

kde faktor I' je zovseobecneny Lorentzov faktor.
KedZe nasim hlavnym zdujmom budt sily, je potrebné objasnit si koncept
Stvorsily vo vSeobecnej tedrii relativity. Tedria hovori, Ze voln4 castica je takd

'Konzistentne s prvou a druhou kapitolou pokra¢ujeme v jednotnom znaceni: rimska
abeceda prebieha priestorové indexy, grécka abeceda priestorové a ¢asovy index.

2Rovnako by bolo mozné definovat veli¢iny v kovariantnych indexoch, ale kedze prevod
medzi kovariantnym a kontravariantnym vyjadrenim je velmi jednoduchy, P* = g P,
obmedzime sa v texte len na jednu formulaciu.
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castica, na ktort neposobia iné sily okrem sil gravitacnych. Pre takuto casticu
potom plati
DpPr  dP?

Fp - dT - ? +FZVUMPV - 0 (36)

Rozpisanim tohto vyrazu dostaneme pohybové rovnice?® pre volni ¢asticu
v danom externom gravitacnom poli (=rovnice geodetiky). V pripade, ze
vysledkom vypoctu podla tohto vztahu nie je nula, je v systéme pritomn4 sila
iné¢ho povodu ako gravitaéného*, napriklad coulombovské posobenie apod.

Neznamou vo vztahu pre vypocet stvorsily zostava veli¢ina I, ktora je
spojend so vztaznou sustavou/typom priestoro¢asu - tento mozeme popisat
metrikou a koeficienty gama, Christoffelove symboly, st potom koeficientami
konexie spojenej s metrikou, urcené definicnym vztahom

1
re, = 5g’”‘ (Ouva + OvGua — Oaluw) - (3.7)

Otédzkou zostdva, ako urcit gravitacnt silu, ktord citi castica pri pobyte
v externom gravitacnom poli.

Zavedme dynamické gravitacné potencidly ~; a x.

Prepiseme (3.4) na trojrozmerné vektorové rovnice veliciny p' = mu
a to tak, ze za predpokladu ¢asovej zavislosti hybnosti p; = p;(t) mozeme
skonstruovat novy priestorovy vektor

depi . dp; kol dp; ldr}/kl N,

T A A VRS W TR

(3.8)

kde index ¢ oznacuje kovariantni derivaciu vztahujicu sa k metrickému ten-
ZOru 7y, uréenému

Yik = Gik T ViVks (3.9)

3Ako bolo spomenuté v prvej kapitole, okrem popisu sistavy z pohladu silového
posobenia v nej moézeme k ziskaniu pohybovych rovnic pouzit vieobecnejsi pristup
vyuzivajici zdkony zachovani: zdkon zachovania energie a zdkon zachovania hybnosti.
Vo vseobecnej tedrii relativity si zdkony zachovania energie a hybnosti vyjadrené po-
mocou tenzoru energie-hybnosti a pohybové rovnice potom dostaneme ako jeho derivacie:
T, =0.

4Okrem Mgllera sa problematike externych sil venuje kratko i Stephani v General re-
lativity, 1990
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kde vektorovy potencial v; je dany

gia

;= . 3.10
v Nem (3.10)
Z toho vidime, ze (3.4) v priestorovych indexoch prejde na
dcpi
— K, = mG;, 3.11
& m (3.11)

kde G; je priestorovy vektor zavisly na dynamickych gravitacnych poten-
cidloch (7;,x) a ich prvych deriviciach. Ak p; = mu;(t) interpretujeme ako
hybnost ¢astice, potom K; je gravitacna sila posobiaca na casticu.
Konstanta imernosti m bola vyssie definovand ako zotrvaénd hmotnost,
a podla (3.11) je i gravitacnou hmotnostou® €astice. Pre ¢asticu v pokoji sa

; . h . } ’ ) - .
hmotnost redukuje na my = —=—. Tu my je kludova hmotnost castice v
£/ 1+2x/c?
gravitacnom poli.

Gravitacna sila K; je vo vSeobecnosti komplikovanym vyrazom potencia-
lov, ich derivacii, rychlosti ¢astice a jej zrychlenia. Existuje vSak Specialny
pripad, kedy sila nadobtuda jednoduchy vyraz, a tym je situdcia, kedy je
suradnicovy systém casovo-ortogonalny — potencidly 7; su nulové. Potom
priestorova cast rovnic z (3.4) je identickd s (3.7) ked polozime

ox
Gi - (933/
K = mG = —mgrady. (3.12)

Gravitacna sila vyvstavajuca zo skalarneho gravitacného potencialu je totozné
s Newtonovym gravitacnym zédkonom, a plati pre lubovolne silné polia a vietky
rychlosti. Dalej, ak «; = 0, hmotnost pre relativistickt casticu sa zredukuje na

m

Podrobnejsie sa budeme zaoberat porovnavanim zloZiek newtonovske;j sily
a zloziek stvorsily. Priestorové zlozky stvorvektoru nie s tvorené jednoducho

5T1to skutoénost povazoval Einstein za dolezity argument v prospech viéeobecnej tedrie
relativity, pozri Mgller, The Relativity Theory, 1952.
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prislusnym trojdimenzionalnym vektorom, na veli¢inu zndmu z nerelativis-
tickej fyziky stvorsilu prevedieme nasledujicim vztahom:

f f.
# 2 u? 2 u?
\/14‘0—)2(—6—2 \/14‘0—)2(—6—2

kde x je skalarny gravitacny potencial.

Tedria vazieb je obmedzena na Mgllerovu ”relativisticki” verziu D’ Alem-
bertovho principu v The Relativity Theory, 1952. Sily gravitacného povodu
K; su brané ako vtisknuté sily, vazbovymi silami R; su sily negravitacného
povodu a pohyb castice je potom popisany kovariantnou derivaciou vektoru

hybnosti dccl’t’i, teda pohyb castice podrobenej vtisknutym i vazbovym silam
vyhovuje pohybovym rovniciam
dcpi

=K, + R,. 3.15

P (3.15)

Pracuje sa tu so silami, na ktoré je potrebné stvorsily previest podla (3.14).

3.2.1 ZovSeobecnena Lorentzova transformacia

Zovseobenena Lorentzova transforméacia, odvodena v ¢clanku Burcev, 1964, je
nelinedrna transformdcia stradnic medzi Tubovolnym systémom S, v ktorom
je zadany pohyb testovacej castice, a vztaznou stistavou S’ spojenou s testo-
vacou casticou odvodenou v ramci vSeobecnej tedrie relativity. Jej Specidlnym
pripadom je Specidlna Lorentzova transformécia.

Burcev uvadza ako vyznacény pripad pohyb hmotného bodu v Schwarz-
schildovom poli. Transformac¢né vztahy za zjednodusenej situécie, kedy po-
hyb telesa (= testovacej ¢astice) prebicha v centralnej rovine § = /2 s po-
lomerom r = R maju tvar

t’ (1-U) — ¢wR?/c?

_ , 3.16
1-U—v?/c? (316)
r = r—R,
0 = 0—7/2,
— 1 —02/(1 —1)e2
§ = (o—ut (1+1 V1-v2/(1 U)c>7
1-U—v%/c?

kde U = 2GM/rc* a v? = w?R?, pre odvodenie a vieobecné vyjadrenie
transformécii pozri Burcev, 1964.
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Kapitola 4
Variacny princip

4.1 Post-Newtonovska aproximacia

Pristup vychadza z faktu, ze do aproximéacie stvrtého radu v 1 / ¢ je vyjadre-
nie Lagrangeovej funkcie presné bez zahrnutia gravitacnych vin. Vseobecné
vyjadrenie existuje len pre aproximéciu v 1/¢ do druhého radu, ¢o je prva
aproximécia po Newtonovi (odtial ndzov post-newtonovskd aproximécia).

Odvodenie tejto takzvanej druhej aproximacie je napriklad v Landau, The
(Classical Theory of Fields, 1975, tu preto zhrnieme len podstatné vysledky.
Zmacenie je nasledovné: pole popisujeme metrikou h so signatirou (+, —, —, —),
v® je rychlost v smere 7, index a oznacuje a casticu, index 0 oznacuje ¢asovii
suradnicu a indexy ¢, k prebiehaji hodnoty priestorovych stradnic. Prislusnymi
aproximdciami zloziek tenzoru energie-hybnosti, Ricciho tenzoru a metrického
tenzoru a dosadenim do vSeobecného vyjadrenia Lagrangeovej funkcie pre
jedno teleso

ds
L,= W C— 4.1
m Cdt (4.1)
dostaneme
i 2 i k\ 3
La = —ma02 <1 + hoo + Qhol'& - U—g + hik%) . (42)
c c c

Hmotnost m oznacuje kludovii hmostnost (pre porovnanie: je to hmotnost,
ktort vo svojej tedrii Mgller oznacuje ).
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Rozvojom odmocniny a vynechanim konstanty —m,c* prejde Lagrange-
ova funkcia pre jedno teleso na vyraz

mav? mgut hoo
L,=—9% 4 @ mec? - hol

2 8c? 8 4c2?

1 h h
2 —hi gviof — 220y ﬂvi) (4.3)

Lagrangeovu funkciu pre cely systém nie je mozné dostat jednoduchym
s¢itanim jednotlivych Lagrangidnov, jeho zostavenie musi byt také, aby bolo
z neho mozné ziskat spravne hodnoty sil, ktoré posobia na kazdé teleso. Silu
z Lagrangeovej funkcie ziskame zo vztahu

oL,
(%) »

Vyslednd Lagrangeova funkcia pre cely skimany systém potom je

MV " Gmy, mavd ' Gmgamy
2 11+3 ¢ a — 2 2 (45
o (14 G ) ¢ D e DY S (0
Gm,
— Z zb: 47;7:% [TV vy + (VaNgp) (Vp1gp)]

B Z Z Z G? mambmC

B 2C27T b7 ac

I =

kde 745 = |74 — 13|, nap je jednotkovy vektor pozdii smeru r, — 73 a clarkovana
suma znamend, ze vynechdvame ¢len s b = a alebo ¢ = a.

Tento vysledok je prekvapivy hned z niekolkych dévodov. Posledny ¢len
vyjadruje interakciu vSetkych troch telies a teda pri vypocte sily dostaneme
¢len, ktory nebudeme vediet s ohladom na treti Newtonov zdkon uspokojivo
vysvetlit.

Takisto vidime, ze na jednej strane Lagrangeova funkcia zavisi na re-
lativnych polohach, no na strane druhej je pri popise rychlosti zavislda na
vztaznej sustave. Z toho vyplyva, Ze ak by sme si pri vypocte sily vybrali
definiciu Fy;, nastal by problém s ¢lenmi obsahujticimi rychlost.

Vyslednu Lagrangeovu funkciu napriek tomu pouzijeme s vedomim, ze
problému s tretim ¢lenom sme boli usetreni zvolenim situdcie o dvoch inter-
agujucich telesach. Ako sme si ukazali v kapitole 2 definicia vtisknutej sily
nemés na vazbovi silu vplyv, teda aj v tomto zmysle moézeme d'alej Lagran-
geovu funkciu pouzivat.
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4.2 Relativisticka Lagrangeova funkcia

Odvodenie relativistickej Lagrangeovej funkcie je napriklad v Mgller, The
Relativity Theory, 1952.
Casova trajektoria bodu splna variaény princip

dor 2
5/ dT_a/ g T =0, (4.6)

kde A je lubovolny parameter. Nasobenim konstantnym vyrazom —1f,c? do-
staneme pre vsetky varidcie dx#, ktoré sa vynuluju pre t = t; a t =t

5 : L (i, t) dt =0, (4.7)

kde 1M, je vlastnd hmotnost,tj. kludovd hmotnost merand v lokdlnom iner-
cialnom systéme, a to

1
2GM  u?\ 2
e (12 ”
a Lagrangian L je dany
o dr
XA 2
L (x , T ,t) —1hyC e (4.9)
Priebeh vlastného casu v zavislosti na suradnicovom case je
dr 2GM  u?
— =4/l - — 4.10
dt \/ rc? c?’ (4.10)

¢o je vlastne zovSeobecneny Lorentzov faktor I' zadefinovany v kapitole 3.
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Kapitola 5

Myslienkovy experiment

5.1 Problém auticok - zadanie

Predpokladajme, ze mame k dispozicii rovnoramenné vahy a dve rovnaké
auticka tak, Ze moZzeme vahy pouzit na porovnanie hmotnosti auticok. V si-
tuacii, kedy na vahach budu obe auticka v pokoji, je zrejmé, ze ramena vah
budu v rovnovaznej polohe. Ako sa vsak zmeni situdcia, ak sa jedno z auticok
bude po miske véh pohybovat relativistickou rychlostou? Ktord z misiek vah
poklesne, inymi slovami, ktoré z dvoch auticok ma vacsiu hmotnost?

5.1.1 Preco je problém auticok paradoxom?

Specialna tedria relativity ndm na otézku déva nasledujicu odpoved. Vybe-

rieme si za vztaznu ststavu ststavu stojaceho auticka. Hmotnost stojaceho

auticka je teraz rovna jeho kludovej hmotnosti mg. Potom relativisticky sa

pohybujiice autitko ma hmotnost m = —22— a &m je jeho rychlost blizsia
Vi

rychlosti svetla, tym je jeho hmotnost vacsia. Poklesne teda miska s relati-

vistickym autickom.

V Specidlnej tedrii relativity vak neexistuje ziadna absolitna vztaznd
stistava, preto na postdenie problému musi byt rovnako dobrd i vztaznd
sustava spojend s relativistickym autickom. Teraz sa situacia obrati, rela-
tivistické auticko sa vzhladom k vztaZnej ststave nepohybuje a teda jeho
hmotnost je uréend jeho kludovou hmotnostou, zatial ¢o auticko predtym
stojace sa teraz vzhladom k novému vztaznému systému pohybuje rychlostou
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blizkou rychlosti svetla a jeho hmotnost je rovna m = —=. Vysledkom je,
=%

ze tentokrat poklesne druha miska — dospeli sme teda k paradoxu.

Skor, ako pristupime k rieSeniu zadaného paradoxu, urobime este mali
odbocku k velmi podobnému mysienkovému experimentu navrhnutému Sup-
pleem v roku 1989.

5.2 Suppleeho paradox

Problém je nasledovny: predstavme si ponorku, ktord jej posddka sSikovne
ponorila tak, Ze sa vznasa a okrem toho je ponorka vzhladom k Zemi v pokoji.
Némornici vypustia v batiskafe pozorovatela (batiskaf sa bude vznisat a bude
v pokoji vzhladom k Zemi) a potom za¢nt ponorku urychlovat. Otazkou je,
¢o sa bude s ponorkou diat, ked’ sa jej rychlost priblizi rychlosti svetla.

Ak vztfaznu ststavu spojime s pozorovatelom v batiskafe, v ponorke by
vplyvom takto vysokej rychlosti mala nastat kontrakeia dizky, hmotnost po-
norky by sa zvysila (teda gravitacnd sila by bola teraz vicsia ako sila vztla-
kovd) a ponorka by mala zacat klesat ku dnu.

Posadka v ponorke vsak ocakava iny vysledok. Pre posadku je prirod-
zenou vztaznou ststavou ponorka, teda pohybovat sa bude voda okolo nej
a to kazdy objemovy element rychlostou blizkou rychlosti svetla. Posddka
teda predpoklada, ze pre kazdy objemovy element nastane kontrakcia diZky
v smere pohybu, hustota jednotlivych elementov sa zvysi (¢o vedie k zvacseniu
vztlakovej sily) a ponorka zacne stipat.

Prvé riesenie tohoto paradoxu podal Supplee. Toto rieSenie bolo skor kva-
litativneho charakteru, v aparate vSseobecnej tedrie relativity bol problém vy-
rieSeny len neddvno, Matsas, 2003. Suppleemu bolo jasné, ze paradox vyplyva
z faktu, ze pozorovatel v batiskafe ”citi” iné gravitaéné pole ako posadka v po-
norke (inymi slovami posddka v ponorke nevidi okolo seba len tiect ocedn,
ale pohybuje sa i Zem pod nim a to m4 na vysledok nezanedbatelny vplyv).

Ked'ze Specidlna tedria relativity primarne neriesi problémy zahfnajtce
gravitaciu, Supplee si vypomohol jednoduchou tivahou. Testované teleso by
sa chovalo rovnako padajiic volnym padom v gravitacnom poli Zeme i uza-
vreté vo vytahu d'aleko od Zeme, ak by tento bol urychlovany so zrychlenim
rovnym gravitacnému zrychleniu Zeme g. V Suppleeho rieseni sa teda ocedn
s ponorkou pohybuje smerom nahor so zrychlenim ¢ a okrem toho voda okolo
ponorky tecie rychlostou blizkou rychlosti svetla. Namornici pozoruji kon-

28



trakciu diZky objemovych elementov vody prudiacich okolo ponorky (teda ich
hmotnost sa zvysuje), takze namornikom sa zda 7e stupajd, no zdroven sa
dno ocednu vplyvom zrychlenia v kolmom smere z rovného meni na zakrivené
a to sa deje rychlejsie ako stupanie ponorky. Nakoniec dno narazi zospodu
na ponorku, vysledok tivahy posadky ponorky sa teda zhoduje s itvahou po-
zorovatela v batiskafe a paradox je tymto odstraneny.

Matsasovo riesenie je postavené na rigor6znom odvodeni vysledku vo Vse-
obecnej tedrii relativity. Vo svojom ¢lanku uvadza sposob vypoctu vyslednej
sily posobiacej na pohybujicu sa ponorku, a to nasledovne: vyberom metriky
(sustava je spojend so Zemou) a formuldciou relativistického Archimedovho
zakona dostava silu posobiacu na pohybujicu sa ponorku. Vztlakova sila
posobiaca na pohybujticu sa ponorku sa od sily posobiacej na staciondrnu po-
norku lisi o relativisticky faktor gama, teda vysledna sila je nenulova a je ori-
entovand smerom ku dnu a Matsasova ponorka klesa. Interpretacia vysledku
je velmi struénd, podstata problému je podla Matsasa v tom, Ze posadka po-
norky vnima gravitaéné pole lisiace sa od pola generovaného nepohybujiicou
sa Zemou prave o Lorentzov faktor gama.

Je zaujimavé, Ze napriek tomu, ze paradox v Specidlnej tedrii relativity
vyplyva z faktu, Ze neexistuje privilegovans vztaznd ststava a mozeme teda
problém posudzovat z pohladu lubovolného pozorovatela, Matsas sa vo svo-
jom vypocte obmedzil len na vypocet v sistave spojenej s nepohybujicou
sa Zemou. I vo VSeobecnej tedrii relativity je velmi dobre mozné vybrat si
alternativnu vzfaznu ststavu, napriklad taki, ktord by bola spojené s po-
norkou a teda by popisovala Zem pohybujticu sa rychlostou blizkou rychlosti
svetla. Ak by potom aj z tohto pohladu vysiel rovnaky vysledok, bolo by
mozné bezpecne prehldsit paradox za vyrieseny.

5.3 Riesenie paradoxu auticok vo Vseobecnej
tedrii relativity

Problémom riesenia pomocou Specidlnej tedrie relativity je neuvazenie zmeny
situdcie vplyvom pohybu véh. Ak sa vahy pohybujt relativistickou rychlostou,
musia sa nejakym sposobom menit i ony samotné a teda i sposob, ako
véazia. Tiez v ststavdch pohybujtcich sa navzdjom relativistickou rychlostou
nastava problém pri vyjadreni silovych interakcii. Ako bolo pisané v kapi-
tole 1 (druhy Newtonov zékon) sila je z4visld na rychlosti, rovnost sil v jednej
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stistave nezarucuje rovnost sil v ststave inej, ak sa tieto vzdjomne pohybuji
a teda z tohto pohladu by sa na paradoxnom rieSeni mohol podielat i Treti
Newtonov zakon.

Dalsim pristupom k rieseniu problému je Vseobecnd tedria relativity, je
viak najprv potrebné si zadanie 'prelozit’ do vhodného jazyka.

Mame dve rovnaké testovacie telesd A a B o hmotnosti m v gravitactnom
poli Zeme. Teleso A sa vzhladom k Zemi nepohybuje, leZ{ v pokoji na podlozke,
kym teleso B sa vzhladom k Zemi pohybuje po podlozke rychlostou blizkou
rychlosti svetla (smer rychlosti je kolmy k spojnici telesa so Zemou).

Ked'ze ani jedno z telies nemdzeme prehldsit za volné (problém obsahuje
vazbu na podlozku), mézeme vypocitat ako gravitaéni silu posobiacu na obe
telesa, tak i silu, ktorou na kazdé z telies posobi podlozka.

Postupujeme podla kapitoly 3.

Najprv vyjadrime posobenie podlozky. Vyuzijeme prirodzené vyhody tvaru
Zeme a budeme pole, ktoré vytvara, popisovat Schwarzschildovou metrikou

2GM

rc?

d 2
ds? = —2 (1 _ ) dt? + ﬁTGMQ +12 (d? + sin? 0de®) ,  (5.1)

rc2

v maticovom zapise

—2 (1 _ 2G]2\/[)
rc
1
- |_2GM
Guv = rc? 9 )
T
r2sin® 6
o 1
2 2GM
¢ (17 T‘C2
" 1— 2GM
gt = rc? 1 . (52)
2
1
r2sin? 6

Nenulové koeficienty konexie pre Schwarzschildovu metriku su

GM 1
| A
tr rr 7"262 (1 . 22@4)7
) GM 2GM
T = r2 <1 2 )’
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2GM
i 7 sin 2 )
. (1 QGM)
= — 7T —
00 re2 ’
1

ry, = I =-

Or or 7"7
ngb = — sinfcos#b,
Fie = cotd. (5.3)

Vypocet pre testovacie teleso A

Testovacie teleso A umiestnime na povrch Zeme a jeho siradnicovy cas para-
metrizujeme parametrom A, teda z* = (X, R, 0,0). Stvorrychlost a stvorhyb-
nost spocitame pomocou vztahu (3.4), najprv ale musime spocitat normu
rychlosti. Dosadenim zvolenej parametrizacie do metriky dostaneme

9GM
42:—2(1— )dv. 5.4
¢ = (1- 2% 6.0

Vieme, 7ze velkost intervalu ds? je rovnd zaporne vzatému intervalu vlastného
casu —c?dr?, teda

2GM
—cdr? = —¢ <1 - R ) d\? (5.5)
a po uprave konecne dostaneme
dA 1
N o (56)
Rc?

¢o je vysledok zhodny so (4.10) pre v = 0.
Stvorrychlost a stvorhybnost sto%acej castice si potom dané ako
Ur=—=~L_(1,0,0, O)aP“—i(l 0,0,0).
1— 25;;{ 1— 2G M
Kedze jediné nenulové komponenty rychlosti a hybnosti st ¢asové kompo-
nenty, budd vo vztahu (3.5) indexy p, v brané ako t, a porovnanim so zozna-
mom nenulovych Christoffelovych symbolov zostane jedina nenulova kompo-

nenta sily zlozka F",

Rc2

M
Fr=TLU'P' = G (1—

r2

(5.7)

2GM> 1 my

re? \/1 _ 2GM \/1 _ 2GM
Rc? Rc?

31



B GM( 2GM> 1 My

- 2 - 2
NN e
G M,

pu— R2 .

Aby sme mohli nakoniec porovnat vysledky, je potrebné previest silu na taku
podobu, ktori je mozné zmerat. Najprv urobime prevod na kovariantny tvar
a potom prevod tejto Stvorsily na silu,

G M, 1

Ry (5.8)
Rc

Fr:grrFT:

Prevod na vektor sily prebehne vynésobenim faktorom I' pre v =0
GMm, 1
r-t4 zlozka gravitacnej sila posobiacej na teleso B je podla (3.12) rovna

g _GMm _ GMin, 1 (5.10)

R2 R? h — 2}?];4

Vypocet zopakujeme po vhodnej parametrizacii i pre testovacie teleso B.

fr=FEI= (5.9)

Vypocet pre testovacie teleso B

Zo zadania tlohy by bolo prirodzené poZzadovat, aby sa bod B pohyboval
po rovnej doske (akési prediienie plochy misky vah do nekone¢na), ukazuje
sa vsak, ze vypocet sa tym prilis skomplikuje a ziskany vysledok nie je mozné
jednoducho interpretovat.

Jednoduchsie je vyuzit symetriu metriky a predpokladat satelitny po-
hyb v centralnej rovine, teda jedna uhlové stiradnica sa nebude menit. Toto
mozeme urobit s vedomim, Ze polomer Zeme je dostatocne velky na to, aby
sme zakrivenu trajektériu bodu mohli v mieste, kde sa nachddza miska véh,
prehldsit za priamku.

Stradnicovy ¢as budeme parametrizovat lubovolne zvolenym parametrom
a, teda o# = (o, R, wa, 0).

Aby sme zistili ako sa meni vlastny ¢as so zmenou zvoleného parametra,
dosadime prislusni parametrizaciu do metriky

ds® = —¢? <1 — 2GM

2

) do® + R*w*da’® (5.11)
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a takto vzniknuty dlzkovy element polozime rovny elementu vlastného casu.
Potom zmena parametru v zavislosti zmeny vlastného casu je popisana na-
sledovne:

da 1
= ) 5.12
dr \/ 1— 251\24 R2w2 ( )

Stvorrychlost a stvorhybnost pohybujticej sa ¢astice si potom dané ako

1
Ut — N (1,0,w,0) (5.13)
1_ (.L)

Rc?
M
Pt = 0 (1,0,w,0)

1 2GM R2w2
= "Re?

Z nenulovych zloziek Stvorrychlosti a Storhybnosti je ihned vidno, Ze
indexy p,v vo vztahu (6) mozu nadobudat hodnoty ¢ a €, a porovnanim
so zoznamom nenulovych Christoffelovych symbolov zostane znovu jedind
nenulova komponenta sily zlozka F",

Fr = TLU'P 4 T5,U° P’ (5.14)
_ GM 2GM 1 g
2 ( e )\/1 2GM R%? \/1 2§C¥_R2w2
2GM w Mw
- (1_ re2 ) 2GH _ B2y 2GM _ Ry
\/1 = "Re? \/1 ~ 'Re?
2GM
_(GMg o (1— Rcz)
R2 0 (1 _ 2GM R%?)'
Rc? c2

V dalsich vypoctoch sa budeme zaoberat uZ len prvou ¢astou sily, ktord
je gravitacného povodu. Znova v ramci potreby porovnania vysledkov, je
potrebné previest kontravariantné na kovariantné zlozky

GMm 1
Fr:grrFr: ( 0) (515)
B
a Stvorsilu na silu
G M, 1
f= ( — R2 - ,0,0) . (5.16)
\/1 - 2R02
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r-t4 zlozka gravitacnej sila posobiacej na teleso B je podla (3.12) rovna

GMm G M, 1
Kr=— R2 = R? \/1 _2GM _ R%W? (5.17)
Rc? c2

Ked teraz pozname silu, ktorou na testovacie telesd A a B posobi Zem
a i silu, ktorou na ne posobi podlozka, bolo by v ramci zaujmu o treti Newto-
nov zékon potrebné zistit, akou silou posobia testovacie teleséd A a B na Zem
a na podlozku.

Vezmime si najprv jednuduchsi pripad telesa A. Vytvorenie situdacie, kedy
teleso A bude teleso budiace pole a Zem bude testovacim telesom by viedlo
na vypocet analogicky k (5.10). V tomto vypocte sa vSak pouziva apro-
ximdcia, ktord zanedbdva silové posobenie pola na generujiici objekt. To
by znamenalo, 7Ze by sme sa pokusali zistit, ako na obrovské teleso (Zem),
ktorého pole zanedbavame, posobi malické teliesko (auticko), ktorého pole
je voci polu Zeme zanedbatelné. Takyto pristup samozrejme nemoze viest
k spravnemu vysledku.

Ak by sme teda chceli uréit silu, akou na Zem posobi auticko, museli by
sme prislusné vypocty urobit bez tejto aproximécie.

Poslednym bodom pre rozrieSenie paradoxu je vypocet sily, ktorou Zem
a auticka posobia na seba v ststave spojenej s autickom B.

Problém bol doteraz rieSeny konzistentne so vSeobecne zauzivanym pris-
tupom, Ze rieSenia vo VSeobecnej tedrii relativity nevedu na paradoxy a je
postacujice preto problém riesif v stradnicovej ststave, kde je vyjadrenie
najjednoduchsie. To je zrejme i dovod, preco je paradox v Matsasovej praci
rieeny len vo vztaZnej ststave spojenej so Zemou.

Ak by sme cheeli byt dosledni, potom by tento vypocet prebiehal podobne
ako predchédzajtice vypocty s malou obmenou, kedy by sice teleso generujtice
pole bola Zem, no pozerali by sme sa na situaciu z auticka B.

Je teda potrebné pretransformovat stiradnicovy systém vhodnou trans-
formdciou a d'alsie vypocty uz prebehni rovnako ako (5.11)-(5.17). Pouzit
je mozné bud zovseobecneni Lorentzovu transforméciu, alebo aproximovat
situdciu tak, aby bolo mozné pouzit §pecidlnu Lorentzovu transformdciu.

KedZe pouzitie oboch transformécii je vypocetne prili§ ndrotné na ma-
nualne pocitanie, bol pouzity program Maple. Varovanie autorov, ze pri kom-
plikovanych transformécidch program zadanu tlohu nemusi zvladnut sa vy-
plnilo a vysledok som v tejto vztaznej sistave neziskala.
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5.4 Riesenie v post-newtonovskej aproximacii

Dalsou moznostou, ako sa s paradoxom vysporiadat, je post-newtonovsks
aproximaéacia. Tento pristup zahina odvodenie Lagrangeovej funkcie pre systém
telies a z nej potom vypocet sily (podla kapitoly 4).
Vo vseobecnom vyjadreni Lagrangianu
Gm

L = 5
C*Tab

(5.18)

Gmam
_ Z Z 1 b [TVaVy + (Vo) (Vp.ng)]

B Z Z Z G?*mgmpm.

2C27 b7 ae

a a

posledny clen z dovodu dvojtelesového systému neuvazujeme.

KedZe Lagrangeova funkcia je odvodend pre zovseobecnené siradnice,
. ~ 2’ ~ o) ). U . )~ . ’ z ’ .
je mozné pouzit toto v lubovolnej vztaznej sustave. Problém posudime ako
vo vztaznej ststave spojenej so Zemou, tak i vo vztaZnej ststave spojenej
s testovacim telesom B.

Vypoéet vo vztaznej siistave spojenej so Zemou

Pre vypocet vo vztaznej sistave spojenej so Zemou d alej preznacime rq, = 7,
me = m, my = M a rychlost vy, ktord prislicha pohybu Zeme, je nulova.

Lagrangeova funkcia pre testovacie teleso A (rychlost v, je takisto nulova)
je rovna

GM
L=—"" (5.19)
T
Derivovanim potom ziskame silu v mieste r = R
GMm
K,=— PR (5.20)
Lagrangeova funkcia pre teleso B (kde rychlost v, = v) je dana
mu? 3GM mvt  GMm
L=—|1 ) 5.21
2<+T02)+8C2+ r (5:21)
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Zem posobi na testovacie teleso B v mieste r = R silou

GMm 3v?
Ky = - <1 n 2—62> . (5.22)

Tento vysledok m4 dva limitné pripady, a to ked sa rychlost testovacieho
telesa B blizi nule (pripad testovacieho telesa A), alebo rychlosti svetla.

: GMm

hgg S TR (5.23)
5 5GMm

im = ——

voe 2 R?

Vypocet vo vztaznej siistave spojenej s testovacim telesom B

Pre vypocet vo vztaznej ststave spojenej s testovacim telesom B preznacime
Tap = T, Mg = m, my, = M a nakoniec rychlost v, = v, ked'Ze v tejto stistave
je to Zem, ktora sa pohybuje. Lagrangeova funkcia pre testovacie teleso A
(rychlost v, = v) je rovna

~ GMm N Gva_2

L ) 5.24
r roc? ( )
Derivovanim potom ziskame silu v mieste r = R
GMm v?
K, =— 7 <1 + g> . (5.25)
Lagrangeova funkcia pre teleso B (kde rychlost v, = 0) je dand
mu? 3GM mvt  GMm
L=——|1 ) 5.26
2<+TC2)+802+ r (5.26)
Sila posobiaca na testovacie teleso B v mieste r = R je potom
GMm 302
K, =— 1+—=. 5.27
R? < + 202> (5:27)

Sily, ktorymi na Zem posobia testovacie telesd, budi vypocitané analo-
gicky. V Lagrangeovej funkcii zdmenou m a M sa sice objavi zmena v kine-
tickych ¢lenoch, tie ale do vyrazu pre silu neprispievaji, a konecné vysledky
st Teleso A posobi na Zem v mieste r = R

GMm
s

K, = (5.28)
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a teleso B posobi na Zem v mieste r = R

GMm 3v?

5.5 RieSenie pomocou relativistickej Lagran-
geovej funkcie

Posledny pristup k rieSeniu je urobit predchédzajice vypocty i s relativis-
tickou Lagrangeovou funkciou, ktora je matematicky exaktnym vyjadrenim
situdcie.

Vypocet bude prebiehat podla kapitoly 4.

Pre testovacie teleso A nebude ani vlastnd hmotnost, ani zavislost strad-
nicového ¢asu na vlastnom ¢ase obsahovat rychlost, Lagrangeova funkcia sa

teda zredukuje na
2GM
L (i a't) = —1hyc?y /1 — : 5.30
(ZE o ) o€ 7‘62 ( )

Silu z Lagrangeovej funkcie ziskam zo vztahu

o <6L> My GM (5.31)

or 11— 2561\2/1 R2

kde 7‘?@0\/1%@ predstavuje kludovii hmotnost v gravitaénom poli.

Vypocet pre testovacie teleso B rychlost obsahovat bude, Lagrangeova
funkcia teda zostava

2GM  u?
L L _ 2
L (& xt) = —1hyc \/1— = T3 (5.32)
Sila je potom
m GM
K, = — 2 : (5.33)

1 — 2GM  v? R2
Rc? c2

Oba tieto vysledky sa vztahuju k stradnicovému systému spojenému so
Zemou.
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Kapitola 6

Diskusia vysledkov

V tejto kapitole st zhrnuté a interpretované vysledky postupov a vypoctov
popisanych v piatej kapitole.

Pristup cez aparat VSeobecnej tedrie relativity

Uvedené st vysledky ziskané vo vztaznej sistave spojenej so Zemou.
Situacia pre testovacie teleso A je nasledovna:

e Vazbova sila R; je rovna f, = Gl\}éﬁﬁ)%w a predstavuje silu, ktorou
" Rc2
na testovacie teleso A posobi podlozka.
e Vtisknuta sila F; je rovna K, = —G%[Q”foﬁ a predstavuje silu,
1—26M

Rc?
ktorou na testovacie teleso posobi Zem.

e Vazbovié a vtisknuta sila st v rovnovahe, na teleso A neposobi vysledna
sila a teleso sa v smere kolmom na podlozku nepohybuje.

Situacia pre testovacie teleso B je:

N . . . GMfn .
e Viazbovd sila R; je rovna sile f, = =732 L a predstavuje
1_2G]¥[_R2§./2
Rc c

silu, ktorou na testovacie teleso A posobi podlozka.

GMth, 1

2
R 1_2GM _ R2w2
Rc2 2

e Vtisknuta sila F; je rovnd K, = — a predstavuje

silu, ktorou na testovacie teleso posobi Zem.
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e Vizbova a vtisknuta sila su v rovnovahe, na teleso B neposobi vysledna
sila a teleso sa v smere kolmom na podlozku nepohybuje.

Spojenim oboch vysledkov vidime, ze sila, ktorou posobi Zem na testo-
vacie teleso B je vécsia ako sila, ktorou posobi na teleso A a poklesne teda
miska pod testovacim telesom B.

Takto ziskany vysledok sihlasi i s Matsasovym vysledkom pre Suppleeho
paradox.

Overenie vysledku v stistave spojenej s testovacim telesom B sa ukézalo
vypoctovo prilic naroéné a napriek pouzitiu vypoctového programu Maple
neprinieslo vysledok.

Post-Newtonovska aproximacia

V post-newtonovskej aproximécii boli vypocitané sily, ktorymi na testova-
cie telesa posobi Zem a i sily, ktorymi posobia na Zem testovacie telesa.
Vo vztaznej stistave spojenej so Zemou boli vysledky nasledovné:

e Sila, ktorou Zem posobi na testovacie teleso A, je rovna
K. = __ GMm
T R2 .

e Sila, ktorou Zem pésobi na testovacie teleso B, je rovna
Kr — GMm (1 +

202

Pozorovatel v tejto ststave by ¢akal, Ze miska klesne pod testovacim telesom
B.

Vo vztaznej ststave spojenej s testovacim telesom B boli vysledky nasle-
dovné:

e Sila, ktorou Zem pésobi na testovacie teleso A, je rovnd
Kr — _GMm (1 +

e Sila, ktorou Zem posobi na testovacie teleso B, je rovna
K, = —SMm (14 32).

I pozorovatel v tejto stistave by ¢akal, Ze miska klesne pod testovacim telesom
B.

Vysledok je jednoznacny, miska klesne pod testovacim telesom B. Vidime,
7e problém bol naozaj sposobeny skutocnostou, Ze testovacie teleso v poli
pohybujticeho sa telesa "citi” iné pole ako v pripade, ze teleso generujuce
pole sa nepohybuje.
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Pristup cez relativisticku Lagrangeovu funkciu
Cez relativisticki Lagrangeovu funkciu boli vypocitané sily, ktorymi Zem

posobi na testovacie telesa.

e Sila, ktorou Zem posobi na testovacie teleso A, je rovna
L=

R? 1_20M "
Rc2

e Sila, ktorou Zem posobi na testovacie teleso B, je rovna

GMh, 1
K, = -4 .
" R? 1_2GM _ R2w2
Rc? 2

Pozorovatel v tejto stistave ¢akd, ze miska klesne pod testovacim telesom B.
Vysledok suhlasi s vysledkom ziskanym vSeobecne-relativistickym pristu-
pom, tiez sthlasi s Mgllerovym zdverom zhrnutym v (3.12).

Celkové rieSenie paradoxu sa ndm ziskaf podarilo. Kvalitativne vidime
zo vsetkych troch pristupov, Ze vacsiu hmotnost mé auticko pohybujtce sa
relativistickou rychlostou. Kvantitativne vSak vysledky medzi sebou nesedia.

V post-newtonovskej aproximécii ziskavame ¢len 3/2, kym vo vseobecne-
relativistickej teorii i cez relativisticki Lagrangeovu funkciu by po Tayloro-
vom rozvoji vznikla v korekénom clene len 1/2.

Vysledky ziskané vSeobecne-relativistickym pristupom a cez relativisticku
Lagrangeovu funkciu stuhlasia a to zrejme i preto, ze boli konzistentne pouzité
pristupy od jedného autora, Mgller, The Relativity Theory, 1952.

Faktor 3/2 z post-newtonovskej aproximdacie v Landau, The Classical
Theory of Fields, 1975, je zase v sithlase s Missnerom, Thornom a Whee-
lerom, Gravitation, 1973.

V pristupoch k rieseniu problému cez Lagrangeove funkcie ziskavame gra-
vitaénu interakciu telesa s telesom generujicim pole. Problémom je urcenie
vazby, t.j. sily, ktorou posobi na teleso podlozka. Tedria vazieb nie je v relati-
vite rozpracovand, preto v nej nemozeme urobit Ziadne prehldsenia ohladom
tretiecho Newtonovho zakona.
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Zaver

V tejto praci sme sa zaoberali platnostou Newtonovych zdkonov v relativis-
tickej tedrii. Ukazali sme, ze prvé dva zakony uspokojivo do tedrie relativity
prechadzaju a identifikovali sme tskalia prechodu pre treti Netonov zakon.

O dalgiu analyzu problému sme sa pokusili na konkrétnom probléme,
ktory je v Specidlnej tedrii relativity paradoxom. Paradox spoéiva v odpo-
vedi na otdzku, ktoré z dvoch vdzenych auticok m4 vacsiu hmotnost, ¢i to,
ktoré stoji na miske vah v klude, alebo to, ktoré sa po miske vah pohybuje re-
lativistickou rychlostou? Otézka je tu vlastne otdzkou o velkosti posobiacich
sil medzi autickami a Zemou.

Tu sme si najprv zaviedli teoreticky podklad pre rieSenie a potom sme
podrobnym rozborom situdcie ukazali jej rieSenie troma roznymi metodami
a to rieSenie v aparate VSeobecnej tedrie relativity, v Post-newtonovskej apro-
ximacii a nakoniec za pomoci relativistickej Lagrangeovej funkcie.

Riesenie problému sme urcili jednoznacne v Post-Newtonovskej apro-
xim4cii, kde vysledok bolo mo7né porovnat v oboch klticovych vztaznych
sustavach. Vo vseobecno-relativistickom pristupe a za pomoci relativistickej
Lagrangeovej funkcie sme vysledok, ktory je kvalitativne v zhode s Post-
newtonovskou aproximéciou, ziskali len v jednej zo vztaznych stustav. Roz-
rieSenim paradoxu teda je fakt, ze na testovacie telesd pohybujtice sa relati-
vistickymi rychlostami posobia v poli daného telesa vicsie sily, ako na telesa,
ktoré st v danom poli v klude.

Nezodpovedanou zostava otazka tretiecho Newtonovho zakona. V lite-
ratture sa problému ziaden priestor nevenuje, o silach sa uvazuje len zriedkavo,
povacsine sa kladie doraz na pohybové rovnice pre testovacie telesd, ktoré nie
st podrobené inym silam ako gravitacnym. Overenie tretieho Newtonovho
zakona pozaduje i dobry sposob popisu vézieb, ktory v relativistickej mecha-
nike nie je rozpracovany. Bolo by zaujimavé d'alej sa problémom zaoberat a
zistit, kolko vody z pomyselného Newtonovho vedierka Einstein naozaj vylial.
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