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Uvod

Na avod této prace bych rada citovala slova Richarda P. Feynmana, nositele
Nobelovy ceny za fyziku:

,Pro ty, kdo neznaji matematiku, je obtizZné porozumét skutec-
nému pocitu nad nejhlubsi krdsou prirody. Chcete-li se dozvédét
néco o prirodé a obdivovat ji, musite porozumét jazyku, kterym
mluvi.”

(R.P. Feynman, O povaze fyzikdlnich zakont)

Nejefektivnéjsim popisem piirody je popis matematicky. Ptirodni zakony
samy maji matematickou podobu, proto se prednasky zakladniho kurzu fy-
ziky bez matematiky neobejdou. Uz od prvniho semestru se studenti odborné,
aplikované i ucitelské fyziky v pfednaskach z mechaniky setkavaji s pojmy
derivace a integralu, diferencialu a kmenové funkce, diferencialni rovnice, ma-
tice a vektoru, gradientu, rotace, divergence, atd. Prednasky z matematické
analyzy a algebry vSak k nékterym z nich dospé€ji az mnohem pozdéji.

Co potom zbyva studentovi? Je téméf nemozné nastudovat z literatury a
do hloubky pochopit tyto pojmy béhem jediného semestru. Studenti je pak
obvykle chapou ,intuitivné” a vzorce si zapamatuji jako ,,obrazek”.

Predméty Zakladni matematické metody ve fyzice 1. a II. jsou zaméfeny
pravé na vysvétleni nékterych matematickych pojmi, jejich cilem je také
naucit studenta s nimi pracovat v mife dostatecné pro prvni roc¢nik studia
fyziky. Pfedmeéty patii k nejzapisovanéjsim v prvnim roc¢niku obori studij-
niho programu Fyzika. Jsou zde pfednéaseny zakladni pojmy a metody apli-
kované matematiky s dirazem na jejich pouziti pfi feseni fyzikalnich tloh.
Sylabus obsahuje kapitoly z algebry, matematické analyzy, geometrie i dife-
rencialnich rovnic. Jak lze vycist z kazdoro¢ni studentské ankety, problémem
v tomto oblibeném predmétu je nedostatecnost literatury. Studenti kombi-
nované formy studia nemaji k dispozici zadny volné dostupny text, ktery by
obsahové zahrnoval cely sylabus pfednasky.
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Cilem této prace je vytvoreni u¢ebniho textu k prednaskam, ktery bude volné
k dispozici studentiim na internetovych strankach. Snazim se, aby tento text
byl stru¢ny a srozumitelny, ale presto matematicky korektni. V textu jsou
definovany pouze ty pojmy, které se objevuji v prednaskach z fyziky a for-
mulovana pouze tvrzeni, ktera budou studenti potfebovat v prvnich nékolika
semestrech. Text neni zatizen zdlouhavymi dikazy ani velkym mnozstvim
definic, nebot se predpoklada, ze v budoucnu studenti absolvuji kompletni
zékladni matematicky kurz a dospé€ji k hlubsimu pochopeni pojmi a souvis-
losti. Naopak, diraz je kladen na aplikaci a vypocetni praxi, proto je text
doplnén priklady a cvicenimi. Kazdy ¢tenar, ktery zvladne predchozi text,
by mél byt schopen dané priklady vyfesit ¢i vypocitat.

Prvni kapitola obsahuje zakladni pojmy integralniho poc¢tu a popisuje nékteré
integracni metody. K jejimu napséani byla pouzita hlavné literatura [2], [3] a
[4]. V kapitole 2 jsou popséany zaklady vektorové algebry v R? a v R3, matice,
determinanty, linearni zavislost a nezavislost vektort. Bylo pouzito poznatkt
z knih [5], [7], [14]. T¥eti kapitola zahrnuje k¥ivkovy integral, parametrizaci
kiivek a hlavné fyzikalni charakteristiky linedrnich utvard. K vytvofeni této
C¢asti poslouzila prevazné literatura [7], [11] a [13].

Pti tvorbé této bakalaiské prace jsem predpokladala bézné matematické a
fyzikalni znalosti, se kterymi by mél byt student sezndmen na stfedni skole.
Text byl vysazen systémem KTEX.

autor
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Kapitola 1

Integrace funkce jedné
promeénné

V této kapitole se budeme zabyvat integralnim poctem funkce jedné pro-
ménné a rozebereme metody feseni integralii.

1.1 Neurcity integral
Hledéni neurcitého integralu (primitivni funkce) je opacny proces k uréovani
derivace.

Definice 1.1. Funkce F' se nazyva primitivni funkce k funkci f na otevieném
intervalu [, jestlize plati F'(x) = f(x) pro kazdé x € I.

Poznamka. Ne kazda funkce ma primitivni funkci.

Véta 1.1. Necht funkce F' je néjakd primitivni funkce k funkci f na intervalu
I. Pak {F+ C,C € R} je mnozina vSech primitivnich funkeci k funkci f na 1.

Definice 1.2. Mnozina {F'+ C, C' € R} se nazyva neurcity integrdal z funkce
fnalazadse [ f(z)de, z €l

Ze znamych vztaht pro derivaci elementarnich funkci plynou ihned tyto
vzorce:

xn—i—l
/:E"dx: +C (neR,n#—1)
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d
/—x:ln|x\+C
T

/exdx:em—i—C

/axdx:a +C (aeR,a>0,a#1)
Ina

/cosxdx:sinx—i—C /sinxdx:—cosx+0

1 1
/ s—dr=tgx+C /#dx:—cotgx—l—(j
COS“ x S~ xr

1
/ 2+1dx:arctgx+0
x

1
————=dx = arcsinz + C' .
/ V1—2?
Véta 1.2. Necht f,g jsou funkce definované na intervalu I a nechf I je
primitivni funkce k funkci f, G' primitivni funkce k funkci g na I. Pak je
F + G primitivni funkce k f + ¢g na 1.

Véta 1.3. Necht F' je primitivni funkce k funkci f na intervalu I a necht
c € R. Pak je ¢- F primitivni k ¢- f na I.

1.2 Zakladni integracni metody

1.2.1 Metoda per partes

Véta 1.4. Nechf na intervalu [ existuji v/, ', [ u'v. Pak

/uv':uv—/u’v na I.
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Priklad 1. Odvodte vztah pro integrovani metodou per partes pres derivaci
soucinu.

"= w +uv
/uv /uv+/uv
uv—/uv —|—/uv

/uv —uv—/

Priklad 2. Vypoctéte nasledujici integral pomoci metody per partes.

) :
. u =e v =sinx
e’ sinxdr =| . = —e" cosz+ | " cosxdr =
v =e¥ v = —cosx
/

u =€ v =cosx ) )

= - . = —e" cosz +e” sinx — [ e’ sinxdr ;
v =e¥ v =sinz

2/636 sinzdr = —e” cosx +€” sinx + C ,
. 1 .
e’ sinxdr = ie”‘“(smx —cosz)+ Cs .

Priklad 3. Vypoctéte nasledujici integral pomoci metody per partes na in-
tervalu (—oo, 00).

u = arccotgx v =1
r_ 1 _
u=—5g v=x

dx =

/ arccotg x dr = = xarccotg x + /

x
241

= rarccotg r + — ln|x + 1|+ C = zarccotgx + = ln(:p2+1)+C’.

Priklad 4. Vypoctéte nasledujici integral pomoci metody per partes na in-
tervalu (0, 00).

u=Inz vV =z

3

u=21 v=32z2
x

2 2 1
:—xglnx——/amdx:
5 3 3

/\/Elnxdx:

2 4 2 2
= gx%ln:p—gx% +C = gxﬁ(lnx—§)+0.
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1.2.2 Metody substitucni

Véta 1.5. Necht I, .J jsou oteviené intervaly, funkce g : I — J mé derivaci
¢’ na intervalu I, funkce f : J — R md primitivni funkci F' na intervalu J.
Pak plati:

L [ flgt)g(t)dt = F(g(t)) +C ; tel.

2. Jestlize funkce g je ryze monotdénni (tj. rostouci nebo klesajici), g(I) =
J a existuje primitivni funkce K (t) k funkci f(g(¢))g’(¢) na intervalu
I, pak

[rwa=rkr@+e ; wed.

Pozndmka. Pokud oznac¢ime = = ¢(t) a zapiSeme derivaci funkce g jako po-

dil diferencialt ve tvaru 4 = ¢'(¢), pak formalnim vynasobenim vyrazu dt

dt
dostaneme dz = ¢/(t) dt.

Prvni substituci 1ze pak nazorné zapsat ve tvaru (po pfeznaceni proménnych):

[ statand@as=| 880 24 | = [roa

=F(t)+C=F(g(x))+C,
coz zdivodnuje zavedené znaceni.

Podobné pro druhy typ substituce piseme:

/ﬂ@dn:glgg—g ~ [ o0

=K@t)+C=K(g 'z))+C .
Priklad 5. Vypoctéte nasledujici integral pomoci prvni substituéni metody:.

sinx =1t

.3
sin® x cos x dx =
/ coszdr =dt

1 1
t3dt = ~t* 4+ C = ~sin*a + C .
4 4
Priklad 6. Vypoctéte nasledujici integral pomoci prvni substitucéni metody.

/(:L’+1)5d:c:

Priklad 7. Vypoctéte nasledujici integral pomoci prvni substituéni metody:.

_Z‘Q _.:UQ :t 1t 1t 1_$2
/xe dx_‘—dex :dt‘—/—iedt——§e+0——§e +C'.

$+1 _t 5 16 _l 6
1y —dt‘ /tdt G HC=cl+1)+C.
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Integrace funkci typu R(sinx, cosz)
U funkei typu R(sinz, cos z) se pouZiva nékolik typu substituci:

1. Pokud je zadana funkce typu R(sinx,cosx) lichd vzhledem k sinu a
sudé vzhledem ke kosinu, tj. plati R(sinz,cosx) = —R(—sinz, cos x),
pak zavadime substituci ¢ = cosz.

2. Pokud je zadand funkce typu R(sinz,cosx) sudd vzhledem k sinu a
liché ke kosinu, tj. plati R(sinz,cosx) = —R(sinz, — cos z), pak zava-
dime substituci ¢t = sin x.

3. Pokud je zadané funkce typu R(sinz,cosx) lichd vzhledem k sinu i
kosinu, pak zavadime substituci ¢ = sin x nebo ¢ = cosz.

4. Pokud je zadand funkce typu R(sinx,cosx) sudd vzhledem k sinu i
kosinu, pak zavadime substituci ¢t = tgx.

5. Pokud nemtzeme vyuzit ani jedné z vyse popsanych substituci, pouzi-
jeme tzv. ,univerzalni substituéni metodu” ¢ = tg 3.

Priklad 8. Vypoctéte nasledujici integral pomoci substitu¢ni metody.

. 3 .
/sm zcoszdr = cosrdr  — dt 1

: _ 1 1
sin x t ‘:/t3dt:—t4+012181n4$+01-

/Sin?’xcosxdx = ’ oS B ﬁlt ' :/—t(l —t*)dt = /(—t+t3)dt =

—sin zdx

1 1 1 1
:—§t2+1t4+02:—§coszx+icos4x+02.

Pocitali jsme dany integral pomoci dvou substitu¢nich metod a vysledky jsou
na prvni pohled rozlisné. Pozorny ¢tenar si vSimne, Ze tomu tak neni a ze
rozdil je ukryt v konstantach C; a Cs.
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Priklad 9. Upravte integral pomoci univerzalni substitu¢ni metody.

tgs =t
dx :H%dt
2—Sin:pd B 5 = arctgt B
/2+Cosx v COSQ% :m:p:t? B
cosr = cos2§ — sinzg = 2(:052% —1= }jrg
sinz = 2singcos s =2tgscos’§ = £y

242t2 -2t

2t
- 1-¢2 2" T 242t24+1—¢2 27
2+ =t 14t % 14+t
2 —t+1
=4 dt .
/(t2+3)(t2+1)

Goniometrické a hyperbolické substituce funkci typu R(v/ax? + bx + ¢)

Priklady s funkcemi typu R(vax? + bz + ¢) fesime tak, Ze se snazime dopl-
nit funkce na ,C¢tverec” a po vytknuti konstanty prevadime tlohu na feseni

integralu z funkce:

1. R(v1 — x2), pak volim substituci x = sint nebo x = cost.

2. R(V/xz? — 1), pak volim substituci z = = nebo z = _.
3. R(V1+ x?), potom je substituce x = sinht.
Priklad 10. Vypoctéte nasledujici integral.

z =sinht cosh ¢
= | dz = coshtdt

1
——dx = | ——dt =
/\/x2+1 t =1In(z + Va2 + 1) Vsinh?t + 1
:/dt:t+Czln(a:+\/1+x2)+C.

1.2.3 Integrace racionalnich funkci

Racionélni (lomend) funkce je funkce, kterd se da zapsat ve tvaru podilu dvou
polynomt. Vydeélenim prislusnych polynomi dostaneme vyjadieni racionalni
funkce ve tvaru souctu polynomu a ryze lomené funkce - racionalni funkce,
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ve které je stupen polynomu v c¢itateli mensi nez stupen polynomu ve jme-
novateli. Ryze lomenou funkci mizeme dale rozepsat na soucet parcialnich
zlomki, coz jsou racionalni funkce ve tvaru:

A

—— AaeR, neN
(x —a)

Axr + B ‘
(22 + px + q)"’

A B, p,geR neN, pP—4¢<0.

Podminka p? — 4¢ < 0 znamend, Ze polynom 22 + px + ¢ nema realny kofen.

Priklad 11. Rozlozte na soucet polynomu a parcidlnich zlomkt racionalni

funkeci
3 —Tr—24

R(z) = 2 —2r—8

Provedeme c¢astecné déléni:
br — 8

—r 2=
Rz) =+ Jrx2—226—8

Rozlozime jmenovatel na soucin kofenovych cinitelti a kvadratickych poly-
nomt, které nemaji realny koien:
5t — 8

R(x):x+2+(x+2)(x_4) :

Rozepiseme na soucet parcialnich zlomki s tzv. neurcitymi koeficienty:

A B
= 2 _ .
R(:p) T +x+2+:p—4

Rozepsané zlomky sec¢teme a porovname s rozkladanou ryze lomenou funkei:

A B Alr—4)+ B(r +2) br — 8

12 71 @ -1 @ide-1

Polynomy v c¢itatelich se musi rovnat:

Alx —4)+ Bz +2) =5z -8,
Ar —4A+ Bx + 2B =51 — 8,
2(A+ B) —4A+2B =5z -8,
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tedy koeficienty u jednotlivych mocnin proménné jsou stejné

1

xr: A+B=5,
% —4A+2B=-8.
Resenim této soustavy linearnich rovnic je A = 3, B = 2, hledany rozklad
tedy je
23— Tr — 24 _ 3 2
x?2—2r —8 T+ 2 — 4
Priklad 12. Vypoctéte
22+ 3z +1 A B Cx+ D
dr = + + dr =
(x+1)2(22+ 2+ 1) r+1 (z+1)2 22+2+1
B / 1 n 2
B (x+1)2

| ey

1 1
dr =— [ ———=d2z+2 | ———d
x2+x—l—1) v /(az+1)2 o /:L’2+3:+1
r+1 =

=t 4 1
dz :dt’ /tzdt+2 g/(ﬁ
2cr+1

=k 1 1
V3 :_+§/ -ﬁdk::
t 3 k2 +1
1 4
—arctgh+C = —— + arctg(
\/_

H—l»—\
+
w]| oo

(

H—l»—\

2 _
%dx =dk 2
2+ 1
— +C.
z+1 /3 V3 )

Vratme se jesté k prikladu 17. Dopocitame ho diky znalosti pocitani s parci-
alnimi zlomky.

2 —sinx 2 —t+1 42 — 4t + 4

. T T dx =14 dt = dt =
/é+w%x v /kﬁ+3Xﬁ+U /kﬁ+3Xﬁ+n

_/At+B+Ct+Ddt_/2t+4 2t

) 243 241 ) 243 241

2t 4 2t

= dt ——dt— [ ——dt

(/ﬁ+3 h/ﬁ+3 &/ﬁ+1

4 dt
=In|t* + 3|+ =

t2+3’ 4

dt =

—In|+1|+C =

g 5 +3 4 tg 2
4+ — arct —+C— 27’+—arct 24 C.
R e R o I B
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1.3 Priklady k procviceni

1. Vypoctéte a upravte néasledujici integraly (pomoci per partes).
23 sin ud dx [2:63 cos T 1222 sin f + 48x cos T 96 sin f + C}
2 2 2 2 2
2z 3 4 2T (3 3
e’ sin 3z dx 26° (sin 3z — 5 cos 3z)+C

1
/(372 —22)e* dx {1(2:52 — 61 + 3)e*" + C]

/lnxdx [z(lnx — 1)+ C ; x € (0,00)]

Inz 1

/(:L’2 —x) singdx [—2(:52 —z—8) cosg + 42z — 1)sing + C} :

2. Vypoctéte a upravte nasledujici integraly (pomoci vhodné substituce).

/\/I;I—xdx [gx/ﬁ+c; xE(O,oo)}

1
/cotg2:cdx {§In|sin2x|—|—0; x € (O—l—kg, g—l—kg), kEZ}

2 2
/ T da [§In|x3—1\+0;xe(—oo,l)u(l,oo)}

3 —1
2241 1 2241
Te dx ée +C
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dx +4

1
/ sin” x cos x dx {g sin® z + C}

3. Vypoctéte a upravte nasledujici integraly (vyuzijte nejprve metodu per
partes a poté vhodnou substituci).

1
/arccotgxdx {x arccotg x + 5 In(z? +1) + C’}
/arcsinxdx [xarcsinx+\/1—x2+0 ;T € (—1,1)]

/arccosxd:p [:Earccos:p—\/l—:szrC ;T € (—1,1)} :
4. Entropie Van der Waalsova plynu je urcena vztahem

Cy R

kde R, b jsou konstanty. Urcete S za predpokladu, ze C, nezavisi na teploté.

[S=C,InT + RIn(V — b) + C]
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Kapitola

Z4iklady vektorové algebry v R?
a R

2.1 Algebra vektori v R? a R3

Ve fyzice nam zatim postaci jednoduchéd a nazorna predstava vektoru jako
uspotfadané dvojice bodii v R, R? R3, jestlize pro né definujeme algebraické
operace sc¢itani a nasobeni c¢islem, splnujici urcita pravidla. Kazdy bod je
urcen svymi soufadnicemi X = [z;] v R, X = [z1,75] v R? X = |21, 2, 23]
v R3.

Definice 2.1. Vdzany vektor XY na pifmce (v R), v roviné (v R?) nebo
v prostoru (v R3) je uspoifddana dvojice bodl [X,Y], kde X je pocate¢ni
bod a Y je kone¢ny bod vektoru. Dvojice totoznych bodfl [X, X]| se nazyva
nulovy vazcmy vektor. Opacnym vektorem k vektoru XY rozumime vektor
YX a piseme XY = -YX.

Kazdy vazany vektor je charakterizovan svoji délkou, smérem, orientaci a
— —

umisténim; napt. vektor XY a vektor Y X maji stejny smeér, délku, ale opac-

nou orientaci.

]Eﬁnice 2.2. Necht AB je vektor AS R2, respektive v R3. Pro dany vektor
AB zavadime tzv. délku vektoru d(AB) a plati

d(AB) = /(b — a1)? + (by — az)? v R?,

—

d(AB) = \/(by —a1)2 + (by — a9)? + (b3 — a3)? v R®.
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Definice 2.3. Volny vektor 4 je mnozina vSech vazanych vektort dané délky,
smeéru a orientace.

Operace s vektory:

a) dva vazané vektory se stejnym pocate¢nim bodem mezi sebou muZeme
sCitat (odecitat). Vysledny vektor mtizeme ziskat bud vypoctem nebo gra-
ficky.

Priklad 13. Sectéte dva vazané vektory AB , AC se stejnym pocatecnim bo-
dem A. Soutadnice bodt jsou A = [ay, ag, as], B = [by, be, bs], C' = [c1, 2, c3].

E+A_C)':(bl—al,bg—az,bg—a3)+(cl—al,CQ—ag,c;»,—ag):
= (b1 —ai+c —a,by —ay+cy —ag, by —az+cy—az) =
:(bl+cl—2a1,b2+02—2a2,b3+03—2a3):E,

kde D = [by + ¢; —ay, by + ca — ag, bg + ¢35 — as] .

A

Obrazek 2.1: Soucet vektoru graficky

Priklad 14. Odectéte od sebe dva vazané vektory JTB, AC se stejnym po-
¢ate¢nim bodem A. Soutfadnice bodi jsou A = [ay,as,as], B = [by, by, b,
C = [Cl, Co, 03].
— — — —
AB — AC = AB + (—AC) =
= (by —a1,by —ag, by —as) + (—c1 + a1, —ca + ag, —c3 + az) =

=(by—ar—c1+ay,by —as —co+ag, by —az —c3+az) =

:(bl—Cl,bQ—CQ,bg—Cg):@.
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A C

Obréazek 2.2: Rozdil vektort graficky

— —
b) vektor mizeme nésobit libovolnym redlnym ¢islem o : AC' = o+ AB, pii
, —_— —_— —_— — ., ., o ,
tom plati d(AC) = |a| - d(AB), vektory AB a AC' maji stejny smér a déle
— —
vektor AB je souhlasné orientovan s vektoreg> AC pro a > 0, nesouhlasné
orientovan pro « < 0; jestlize a = 0, pak « - AB je nulovy vektor.

Vse vyse bylo popséno pro vazané vektory. Nyni budeme pracovat s tzv. vol-
nymi vektory. Volny vektor si mizeme predstavit jako vazany vektor umis-
tény v pocatku soustavy soufadnic. (Ve skutecnosti je volny vektor mnozi-
nou nekonecné mnoha vazanych vektori stejného sméru, délky a orientace.
Z této mnoziny si vybirame vhodného reprezentanta.) Soufadnice jeho po-
¢atecniho bodu jsou nulové, souradnice koncového bodu nazyvame slozky
(volného) vektoru ve standardni (kanonické) bazi a piseme @ = (uy, up) v R?
¢i 4 = (uy,us,u3) v R3. Volny vektor je uréen svymi slozkami jednoznacné.
Pro operace sc¢itani volnych vektort a nasobeni volného vektoru ¢islem plati

@+ 7= (u; +vi,up + vo,uzg +v3) VIR,
a-i=(a-up,a-uya-u3) vR.
Podobné vypadaji vztahy v R2.
Nulovy volny vektor oznacujeme ¢ a plati 6= (0,0) v R? a o' = (0,0,0) v R3.

Véta 2.1. Necht i, ¥ a @ jsou vektory a «, 3 jsou redlna ¢isla. Pak plati:

a) i+ T=0+1,

b) (@ + V) + W =d+ (0+w) ,
c)u+o=1,

d) i+ (—u) =0,

e) (a-f) @=a-(B-7)=0(a-0),
fla-(d+V)=a-t+a- -0,
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2.2 Linearni zavislost a nezavislost vektorii,

,
baze
Definice 2.4. Systém vektoru w7y, ..., U se nazyva linedrné zdvisly, jestlize
existuji realna cisla aq, ..., a; tak, ze alespon jedno z nich je rtizné od nuly

a plati
oty + -+ gty = 0.

V opacném piipadé jde o linedrni nezdvislost systému.
Priklad 15. Zjistéte, zda jde o linedrné zavisly nebo nezavisly systém vek-

toru.
u=(5-1,2)

7 = (10, -2, 4)

Systém je linedrné zavisly, protoze plati 2 -« + (—1) - ¥/ = 0.

Definice 2.5. Rekneme, Ze (i1, . .., Uy) je mazimdlné linedrné nezdvisly sys-
tém, jestlize
a) systém je nezavisly

b) systém (i1, ..., U, W) je zavisly pro libovolny vektor .

Definice 2.6. Systém (i, ..., u) se nazyva bdaze, pravé kdyz kazdy vektor
W je mozno vyjadrit jednoznacné ve tvaru W = aquy + aotls + - - - + oy iy, kde
Qq,...,q jsou realna cisla.

Véta 2.2. Systém (i1, ..., uU) je baze < systém je maximalné linedrné ne-
zavisly.

Pozndmka. Kazda béze v R? (R?) je tvofena dvéma (tiemi) vektory. Cislo
urcujici pocet vektorti v bazi nazyvame dimenzi.

Definice 2.7. Necht B = (€}, &, €3) je baze v R? a vektor @ € R? je vyjadien
ve tvaru d = ui€] + u9€y + usfs, pak ¢isla uq, ug, uz nazyvame souradnicemi
(slozkami) vektoru i v bazi B a piSeme @ = (uy, uz, u3)p.

Poznamka. Obecné plati, ze jeden vektor mé v riznych bazich rtzné slozky.
Nemtizeme proto psat jen @ = (uy,ug, ug), pokud nespecifikujeme bazi, ve
které pracujeme. Ve fyzice i v tomto textu dany zapis budeme pouzivat a
implicitné budeme predpokladat, Ze jde o bazi kanonickou.



KAPITOLA 2. ZAKLADY VEKTOROVE ALGEBRY V RZ A R3 21

Priklad 16. Spoctéte o jako soucet vektoru o a v, kde
U= u1€1 + Uggz + u3€3 s

U = v1€] + V9€5 + vs€s .
w = ’J"— U= (u1€1 + Uggz + Uggg) -+ (Ulgl + U2€2 + Uggg) =

= (Ul + U1)51 + (Ug + Uz)gg + (Ug + 03)53 .

2.3 Matice a determinanty

Definice 2.8. Necht m,n € N a pro cela ¢isla i,7 (1 <i<m,1 <j <n)
jsou disla a;; redlna. Vyraz

a1y a1 ... Qp

921 o9 ... QA9p
A =

m1 Am2 ... (mp

obsahujici m fadkit a n sloupcii se nazyva matice typu m xn arealna ¢isla a;;
se nazyvaji pruky matice A. PiSeme také strutné A = (a;;), kde 1 < i < m,
1 <j < nnebo jen A = (a;).

Definice 2.9. Jestlize m = n, nazyva se matice A ¢tvercovd matice. V tomto
pripadé Cislo m = n nazyvame rddem matice A.

Definice 2.10. Jestlize A = (a;;) je ¢tvercova matice fadu m, pak se matice
u = (aflla asg, . .. 7a'mm)
nazyva hlavni diagondla matice A.

Poznamka. Dvé matice jsou si rovné, jsou-li stejného typu a odpovidajici
prvky se rovnaji.

Definice 2.11. Necht A = (a;;) je matice typu m x n. Pro cela ¢isla k, 1
(1 <k <n,1<1<m)poloime by = ay. Pak matice B = (by) typu n x m
se nazyva matice transponovand k matici A a znac¢i se AT,

Priklad 17. Vytvorte matici transponovanou k matici A.

2 -1
A:(_iéé) AT=13 0
12
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Definice 2.12. Ctvercova matice fadu n tvaru

100 ... 00
010 ...00
000 ...01

(tj. matice majici v hlavni diagondle samé jedni¢ky a vSude jinde nuly) se
nazyva jednotkovd matice (fddu n).

Definice 2.13. Necht A = (a;;), B = (b;;) jsou matice stejného typu m X n.
Pro cela ¢isla 4,5 (1 < i < m,1 < j < n) polozime ¢;; = a;; + b;;. Matice
C = (¢;5) typu m X n se nazyva soucet matic A, B a piseme C = A+ B.

Priklad 18. Sectéte matice A a B.

>
Il
N
|
— N
w o
3 Ot
~_
ve}
Il

7 =31
0 6 9

95 6
C:A+B:<—1 9 16)'

Definice 2.14. Necht A = (a;;) je matice typum xnar € R.Pro1l <i <
m,1 < j <n polozme ¢;; = r-a;; a dale necht C' = (¢;;). Matice C se nazyva
nasobek matice A redlnym cislem r a piseme C' = r - A.

Priklad 19. Vypoctéte nasobek matice A s redlnym ¢islem r = 3.

15 3 15
A=| -3 2 C=r-A=[ -9 6
76 21 18

Definice 2.15. Necht A = (a;;) je matice typu m x n a B = (by) je matice
typu n x p (m,n,p € N). Pro1 <i <m,1 <[ < p polozme

n
Cip = E airbrl
r=1

Matice C' = (¢;) typu m X p se nazyva soucinem matice A s matici B. PiSeme

C=A-B.
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Priklad 20. Vypoctéte souc¢in matic A a B.

1 2
A=|3 4 B:(Z’_Z _1)
5 6

s 0 7 -1 1
s 4 )= 51
27 11 1

Definice 2.16. Necht A je ¢tvercova matice fadu n. Matice X s vlastnosti
A-X = X-A = E, se nazyva inverzni matici k matici A, zna¢ime symbolem
AL

Jeden z postupt hledani inverzni matice si ukdzeme na nasledujicim piikladu.

Piiklad 21. Vypodtéte inverzni matici A~! k matici A, kde

Vedle matice A napiseme jednotkovou matici. Matici potom upravujeme po-
moci ekvivalentnich tprav (tj. pri¢teni k-nasobku libovolného fadku (sloupce)
k jinému fadku (sloupci), vynasobeni fadku (sloupce) nenulovym ¢islem) tak,
aby na misté matice A vznikla matice jednotkova. A tak nam na misté pu-
vodni jednotkové matice vznikne matice inverzni k A.

11 2|1 00 1 1 0 0
10 3/010]~]10 1 =11 -1 0]~
15 —-1/0 0 1 0 —4 0 —
11 21 0 o0 112 100

~l 01 =11 =1 0|~ 010|-431]/|~
00 —1/5 —4 -1 00 1/-5 41

10 0/15 —11 -3
~1 0104 3 1
0 0 1|-=5 4 1
15 —11 -3
Alt=| -4 3 1
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Pro nase vypocty nadm zatim bude stacit znat vypocet determinantu matice
nejvyse radu 3.

Definice 2.17. Determinant ¢tvercové matice je ¢islo urcené takto:
det A = aq; pro matici 1. fadu,
det A = aq1a90 — aq12a91 pro matici 2. fadu, znac¢ime téz

11 a12

det A = X

az1 22
z vyznacenych Sipek je patrny zplisob vypoctu.

det A = aj1a22a33 + 12093031 + Q13021032 — Q13022031 — Q11023032 — A12021A33 =

a1 12 @13 a11 12
N X X /

= aa 22 23 21 22
e X X N\

asi a32 a3s a3y a32

pro matici 3.radu.

Véta 2.3. Determinant matice A je nulovy pravé tehdy, kdyz radky matice
A jsou linearné zavislé.

Priklad 22. Vypoctéte determinant matice A, kde

1 -1 0
A=1|2 7 -3
5 0 4
1 -1 0
detA=|2 7 -3 |=
5 0 4

=1-7-44(=1)-(=3)-54+0:2:0—-0-7-5—1-(=3)-0—4-2-(=1) =51

2.4 Skalarni, vektorovy a smiseny soucin

Definice 2.18. Kazdé dvojici vektorti i, 7 z R? je p¥ifazeno redlné ¢islo - 7,
které se nazyva skaldrni soucin vektoru «, v a plati @-v = | -|v] - cos <(u, V).
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<i

\ 4

u
Obréazek 2.3: Skalarni soudin

Tato definice je nezavisla na volbé baze.

— —

Véta 2.4. Vlastnosti skalarniho soucinu (u, ¥, W jsou vektory a « je realné

&
£
)

AV

o
3
=
=
o
[0}
-+
=)
)
[}
o+
&
=)
D
]
I
Qy

Definice 2.19. Rikdme, Ze dva vektory @, ¢ € R? jsou vzajemné ortogo-
nalni, pokud « - v = 0. Ortogondlni bdzi potom nazyvame mnozinu linearné
nezavislych vektori, jejiz jakékoliv dva vektory maji skaldrni soucin roven
nule.

Definice 2.20. Jsou-li vektory v ortogonalni bazi jednotkové délky, pak se
tato baze nazyva ortonormdlni.

Priklad 23. Vektory ortonormélni baze v R? jsou naptiklad €; = (1,0, 0),
¢ = (0,1,0), €3 = (0,0, 1).

Poznamka. Mame-li pravotocivy Sroub a budeme jim otacet od kladného
sméru osy e; nejkratsi cestou ke kladnému sméru osy e; a bude-li se sroub
pritom posouvat v kladném smeéru osy e3, nazyvame takovou soustavu pra-
votocivou.

Zménime-li u pravotocivé soustavy smysl jedné nebo vsech tii os, dostaneme
soustavu levotocivou.
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Priklad 24. Nakreslete soufadnicové osy pravotocivé ortonormélni baze.

€,
1 i=yj
0 iy
muizeme vypocitat skalarni soucin vektori pomoci jejich slozek v libovolné
ortonormalni bazi B takto:

Plati tedy ¢; - ¢; = { . Pomoci pravidel uvedenych ve vété 4.4

- U= (u1€1 + ug€s + uzey) - (v1€1 + v2€3 + V3€3) = Uvy + UgVz + UV3

Priklad 25. Spoctéte skalarni soucin vektoru «, v’ a vypocitejte thel «, ktery
tyto vektory sviraji. Slozky vektord jsou zadany v ortonormalni bazi B.

u=(1,0,2)p
7=(-2,1,3)5
U-7=-2-1+1-0+3-2=4
i = V12 + 02+ 22 =5
7] = V(=22 + 12+ 32 = V14
w- U= U] cosa
4=+v5-V14-cosa
a = 61°26'

Definice 2.21. Vektorovy soucin je zobrazeni, které pritazuje dvojici vektort
[i, 7] € R x R? vektor w € R3. Znac¢ime @ = @ x . Pro velikost vektorového
soucinu plati:

|| = |u| - |v| - sin <(u, V) .
Vektor w je kolmy na rovinu tvofenou vektory « a v.
Orientaci vektoru w mutzeme zjistit podle pravidla pravé ruky. Jestlize pfi-

lozime pravy ukazovak na vektor # a pravy prostfednik na vektor ¢, pak
vztyceny palec udava smér vektoru .
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<i
\

=)

Obrazek 2.4: Vektorovy soucin

S = |u| - d = |ul||v] sinaw = ||
Velikost vektorového soucinu vyznacuje velikost plochy rovnobézniku o stra-

nach urcenych vektory « a v.

— —

Véta 2.5. Vlastnosti vektorového soucinu (u, U, W jsou vektory a « je realné
¢islo):

Pozndmka. Podle definice 4.20 plati pro pravotocivou ortonorméalni bazi
B = (€1, €, €3):

— — — — — —

€1 X €3 =¢€3, €3 X €3 =2¢€1, €3 X €] =€

Vektorovy soucin mizeme spocitat v pravotocivé ortonorméalni bazi
B = (€1, é3, €3) takto:

= (u161

ST

U9€3 + uz€y) , U= (u1,us,us)p ,
— 'l_}):

+
= (0161 + v9€3 + 0353) ) (Ul, V2, U3)B )

U X U= (u1€q + ug€s + uze3) x (v1€] + v2€3 + v3€3) =
= uyv1(€1 X €1) +ugva(€] X €3) +ugvs(€1 X €3) +ugvi (€3 X €1) +ugva (€ X €3)+
+ugvs(€s X €3) + uzvi(€z X €1) + uzva(€3 X €3) + ugvs(ez x €3) =
= (ugus — u3va)eq + (uzvy — u1v3)ey + (U1vy — upv1)e3

w = (U2U3 — U3V2, U3V — U1V, U1V2 — UQ'Ul)B .
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Pro vektorovy soucin pouzivame také nasledujiciho zapisu ve slozkach :

€1 € €3
UX U= U1 Uz Us
U1 V2 U3

Priklad 26. Spocitejte vektorovy soucin vektort u, o, pokud jsou slozky
vektoru u, v zadany v pravotocivé ortonormaélni bazi B.

i=(2,-52), =(3,-45)5,

€1 €5 €3
UxXv=| 2 =5 2 |=—17¢] —4e;+Té3,
3 —4 5

ix0=(-17,-4,7)5 .

Definice 2.22. Smiseny soucin vektori u, 7,w € R® (v tomto poradi) defi-
nujeme jako ¢islo (@, ¥, w) € R dané vztahem

V1 U2
wy W2

Smiseny soucin lze interpretovat geometricky jako velikost objemu rovnobéz-
nosténu, jehoz hrany jsou u, v, w.

D [
A lC
W V \\ h
[
A U "B

Obrazek 2.5: SmiSeny soucin
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Priklad 27. Urcete objem ¢tyfsténu s vrcholy P = [0,0,0], A = [1,0, 3],
B=21,1,C=[,-12]

i=A—P=(1,0,3),
t=B-P=(211),
W=C-P=(1,-1,2),
1 03
(@,0,d)=2 1 1|=-6,
1 -1 2
V =|(u,v,W)|=]—-6/=6

Definice 2.23. Duojity vektorovy soucin vektort 4, v, W € R® (v tomto
poradi) definujeme vztahem o x (¥ x ).

Véta 2.6. Plati 4 x (v x @) = (4 - W)V — (4 - V).

2.5 Prechod mezi bazemi, matice prechodu

Problém transformace souiadnic v R? je formulovan nasledovng. Jsou dany
baze B = (dy,dy,a3), B’ = (a1, ay’,d3') v R3. Vektor @ mé slozky uy, uy, us
v ,necarkované” bazi B. Jaké jsou slozky téhoz vektoru u v ,Carkované” bazi
B'?

Abychom tento problém mohli fesit, musime znat bud slozky vektorti obou
bazi vzhledem k béazi tfeti, nebo slozky vektori jedné z obou bazi v bazi
druhé. Jestlize zvolime za zékladni bazi ,necarkovanou”, pak vektory baze

,carkované” piseme jako linearni kombinaci:

—/ - - -
a) = 1G] + T12G3 + T13G3 = (T11, T12, T13) B
Ny N N N

Ay = To1d] + To2a) + Te3ds = (To1, Toz, To3)B

iy N N =
as = T31041 + T3203 + Ta3a3 = (731, T32, T33) B

7 v =/ 3 —
zkrécené a; = ) 5, Ti;d;.
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Definice 2.24. Prechod od jedné baze ke druhé je dan matici

T11 T12 T13
T = To1 T22 Ta23 )
T31 T32 733

zvanou matice prechodu ¢ matice transformace od baze (ai, a3, a3) k béazi
-/ =/ =/
((1,1 , A2, A3 )

v v v =/ =/ =/ . 4 ~ 2 - i+ At
Véta 2.7. Ponévadz vektory ai', as', a3’ jsou linearné nezavislé, je dle kritéria
linearni zavislosti determinant matice 7' nenulovy.

Podobné by se uskutecnil opacny prechod, tj. od baze ,,carkované” k bazi ,ne-
v 7 /7 . — 3 Sl v o 7 v /7 7’
carkované”, tj. a; = > T;kak,, kde slozky Tj’»k vektori baze ,necarkované”
v bazi ,¢arkované” tvorl matici T".

v o . v , — — — ) —/ =/ =/
Véta 2.8. Pro matici prechodu 7" od béaze (a1, a3, a3) k bazi (ai', a3, d3’) a

, (—» -

pro matici pfechodu T” od baze (di’, ay', d3') k bazi (a1, as, a3) plati vztah
T-T'=T .-T=FE,

kde E je jednotkova matice. Matice T', T” jsou navzajem inverzni.

Matice transformace T ma specialni vlastnosti, jestlize obé baze, mezi ni-
miz se uskutecnuje prechod, jsou ortonormalni. Pfedevsim spliiuje tzv. relaci
ortogonality: v Tadcich matice T totiz stoji slozky ortonormaélnich vektort
€1, 6, e3 vzhledem k ortonormélni bézi (1, €y, €3). Plati €; - €; = d;; a ve
slozkach Ei:l TikTjk = 0ij, kde 0;; se nazyva Kroneckertiv symbol a plati pro
néj vztah:

1 proj=1,

0ij = .,
0 proj#i.
Véta 2.9. V pripadé ortonormalnich bazi plati:
-2 —/ - - - A —/ -
T, =€ e; =cos<(€e,€;) a T); = €j€ = Co8 <(ei', €5) ,

tedy ' =T1 =17 .



KAPITOLA 2. ZAKLADY VEKTOROVE ALGEBRY V RZ A R3 31

Priklad 28. Jaka je matice pfechodu a transformacni vztahy mezi slozkami
piechodu od béze (€1, ¢3,€3) k bazi (¢1', 63, €3') (viz. obrazek), jestlize sys-
témy (€;'), (€;) jsou ortonormalni.

1.1 4 . , [N
V ortonormalni bazi plati 7;; = cos <(€&;, €;).

™ .
T11 = COS (X To1 = COS (Oz+ 5) = —Sln« 731 =0
m .
Ti9 = COS 5 a) =sina Ty = cosa T2 = 0
713 =0 To3 = 0 T33 =1

cosa sina 0
T = —sina cosa 0
0 01

Transformacni vztahy:

€1 cosae sina 0 €1
=/ . =
€3 = —sina cosa 0 €3
—/ -
€3 0 01 €3

2.6 Priklady k procviceni

1. Jsou dany vektory: © = (—3,0,1), v = (1,—1,2), @w = (—1,2,0) v pravo-
to¢ivé ortonormalni bazi. Urcete:

a) U X U,
b) (d x U) -,

c) linearni zavislost (nezavislost) vektort u, v, @ .
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[a) (1,7,3), b) 13, ¢) vektory jsou linedrné nezavislé |

2. Jsou déany vektory: @ = (2,-1,2), v = (-3,—1,1), W = (0,1,—1) v pra-
votoc¢ivé ortonormalni bézi. Urcete:

a) d= —2U+ 30 ,
b) linedrni zavislost (nezavislost) vektoru , v, w .

[a) (6,5,—5), b) vektory jsou linedrné nezavislé |
3. Dokazte vypoctem ve slozkach v ortonormalni bazi souradnic:
(@ xb)-(¢xd)=(dc)- (bd) — (ad) - (bc).

4. VyTeste soustavu rovnic:

r+y+z=4
20 + 3y — 2 = —2
—r+y—z=—6.

Déle u nerozsifené matice soustavy A vyjadiete AT, A~ a det A.

[t=2, y=—1, 2=3, det A= 6]

1 2 -1 2 2 4
AT=(1 3 1 A*lz6 3 0 3
1 -1 -1 5 —2 1

5. Uréete matici prechodu T od baze B = (€1, €3, €3) k bazi B' = (¢1', &', €3')
a také matici pfechodu 7" od B’ = (éi',¢&',¢3') k B = (€1, €3, €3). Potom
uréete @ x b v bazi B, jestlize znate @ = (1,0,—1)gat/ = (=1,1,1)p.

€;
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V3 g 1 V3o 1
2 2 2 2
T=( 01 0 "= 01 0
1 V3 1 V3
—3 0 % : 0%

6. Najdéte bazi v prostoru RS, kterd obsahuje vektory @ = (1,2,0,1,2),
v=1(2,1,-1,0,2), W = (-1,0,2,3,—1).

[ napt. {u, v,,(0,0,0,1,0),(0,0,0,0,1)} ]
7. Vypoctéte soucin matic A, B, kde

341 1 2 31
A=1213 B=| -11 10
010 20 41

1 10 9 4

A-B=C= 7 5 =3 5

-1 1 120

8. V relativistické kvantové teorii jsou dulezité Pauliho matice o;, i = 1,2, 3,

0 1 0 i 10
n=(1a) o (e) w0 )

Ukazte, ze plati vztahy oy -0, = —0;-0) = 1-0,, pro indexy k, [, m probihajici
v cyklickém poradi hodnoty 1, 2, 3.
9. Zéavazi tihy 7N je zavéseno na dvou vldknech, ktera sviraji se svislym

smérem uhly 45° a 30°. Najdéte velikost sil ﬁl, ﬁg, které ptisobi na obé
vldkna.
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Kapitola 3
Krivkovy integral

Dosud jsme pracovali s integraly, jejichz integracnim oborem byl libovolny
interval [, §] a integrovany objekt funkce f(x) definovand na daném inter-
valu [a, B]. Nyni v8ak budeme uvazovat celou k¥ivku C za integracéni obor a
integrovany objekt bude funkce na oteviené mnoziné obsahujici tuto kiivku
C ¢ vektorové pole.

3.1 Krivka a jeji parametrizace

R ZA R
p
t /m
N~
o x(t),y(t),z(t) C
"y
X

Obrazek 3.1: Parametrické vyjadieni krivky

Definice 3.1. Parametrickym vyjadrenim k¥ivky C rozumime zobrazeni
C:tela,B]—Ct)=(z(t),y(t),2(t)) € R3 kde t je parametr.

Definice 3.2. Pokud existuji derivace funkei z(t), y(t), z(t) pro vSechny hod-
noty parametru ¢ € [« 3], pak se kfivka nazyva hladkd.
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Definice 3.3. Pokud neexistuji derivace pouze v kone¢ném poctu bodt in-
tervalu [a, 3], pak se kiivka nazyva po castech hladka.

Rozdélme interval [a, 3] takto: o = tp < t; < ... < t, = (. Bodu t;; i =
0,1,...,n, odpovida na kiivce C bod A;, ktery je koncovym bodem vektoru
(t;) = (x(t;),y(t;), 2(t;)) (piSeme také A; = 7(t;)). Pro rovinnou kiivku
ukazuje situaci obrazek.

Yy

O T

i+

v

X(t:) X(ti) X

Obrazek 3.2: Délka kiivky
Délka tsecky A;A; i1 je

ALy = [2(tiv1) — 2)2 + [y(tir) — y()2 + [2(ti) — 2()]2 =

tiv1 — 1 Livy1 — 1 Livy1 —

Délka lomené cary AgA; ... A, je pak dana souctem:

n—1
Z ALiJrl =
=0

S WW =1

P tiv1 — b tiv1 — 1 tiy1 — 1

Budeme-li déléni intervalu zjemnovat, tj. n — oo nebo ¢;,,; —t; — 0, bude
se délka lomené cary blizit délce oblouku kiivky C. Pii n — oo se vyrazy

w(tiv) —x(t) yltip) —ylts)  2(tia) — 2(6:)

9 )

Liy1 — 1 Liy1 — 1 tiy1 — 1
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blizi derivacim funkei z(¢), y(t), z(t). Definujeme proto délku oblouku C jako
integral

6
- / VEOE T HOF T EOPd: .

Priklad 29. Vypoctéte délku oblouku cykloidy z(t) = a(t — sint), y(t) =
a(l — cost); t € [0,27], kde a je kladné konstanta. Provéite, Ze tato rovinna
krivka splnuJe predpoklady potrebne pro moznost definovat délku oblouku

vztahem [(« f VIE( (t)]? dt.

1(0,27) = /% V[a(1 = cost)]? + [asint]?2 dt = a/% V2 —2costdt =

27'(' t 2
:\/Qa/ \/QSinz—dt:2a/
0 2 0

Piiklad 30. Vypoctéte délku Sroubovice z(t) = cost,y(t) = sint, z(t) = +
na intervalu ¢ € [0, 27].

2
l(0,27r):/ \/sm t—i—cos%—i——dt
; 16

t 27
sm dt = —4a |cos = =8a .
2 2],

\/ﬁ/«Qﬂ'd \/1_7
t:T’ﬂ'

3.2 Fyzikalni charakteristiky linearnich Gtvaru

Definice 3.4. Krivkovym integralem pruniho typu z funkce f(x,y, z) po kiivce
C rozumime

B
/cf(a:,y,z)dl:/ f(z(t), y( \/:cz )+ 22(t)dt .

Hmotnost kovového dratu

Uvazujme hladkou kiivku C a predstavme si, ze tato krivka je zjednoduse-
nym modelem kovového dratu. Chceme zjistit hmotnost dratu, ale vime, zZe
linedrni hustota materidlu neni podél vlakna konstantni. Linearni hustotu
popiseme spojitou funkei pu(7) = p(z,y, 2).

Potom hmotnost dratu mizeme vypocitat vztahem

m(©) = [ = [ " e, 9(0), () VD) T O T B e
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Pfiklad 31. Vypoctéte hmotnost primky, kde u(z,y) = 22 + y*, z = t,
y=3t—2,-1<t<2.

2 2
M = / (> 4+ 9% — 12t +4) - V12 + 32dt = / (10* — 12t + 4) - V10dt =
-1 -1
— [* — [1063 1242 2 —
-1 —1

Moment setrvacnosti krivky vzhledem k ose o

J(C) = / AF (Pl =

B
= / v (a(t), y(t), 2(t)) - pla(t), y(t), 2(t)) - V32(t) + 52(1) + 2(8) dt
kde v(7) je vzdélenost bodu r na kfivce od osy o.

z

\
?’

A\ 4
<

X

Obrazek 3.3: Moment setrvacnosti vzhledem k ose 0 = 2

Priklad 32. Vypoctéte moment setrvacnosti pulkruznice vzhledem k ose y.

ry)=1,22+y =4 =t y=vV4—12,-2<t<2.
HAT, Y

2 ] 2 2 1 2 1
= 4.1-4/1 dt = 4.4/——=dt =28 ———dt =
Jy /_2 \/ +4—t2 » V1 _¢2 /_2 4( _ﬁ)




KapiToLA 3. KRIVKOVY INTEGRAL

38

=~

Tézisté krivky

1

rr(C) = m'/cf'ﬂ(f)dl-

Tento vztah lze rozepsat do souradnic:

xt:ﬁ/x-u(x,y,z)dzz
-/ " at) - pat).
ytzﬁ/cy-u(x y, z)dl
= [ vt
Z’f—m#)/c 2 plx,y, 2)dl

Vv

ERVERC

1) + 22(t) dt .

£) + 22(t) dt .

) VaR(1)

louku) a moment setrvacnosti vzhledem k ose x.

u(x,y) =1,z =a(t —sint),y =

2
m(C) :/ 1-/[a(1 —cost)]2 + (asint)2dt =
0

1) + 22() dt .

a(l —cost),0 <t <2m.

2
:/ \/a2 —2a2cost + a2cos?t + a?sin®tdt =
0

27 27
t
:/ \/ia\/l—costdt:/ 2asin§dt:8a.
0 0

2
t
a(t —sint) - 1- 2asin§ dt =

|
&=
N

»-bl@

»bl@

27
(/ tsin — dt—/ sint-sin%dt) =
0 0
[ 27 t ]
2tcos— — —2cos=dt| —
(carewg), = [ 2w

a
4

27 . 2t t
—/ 2sin” — cos —dt = ar .
0 2 2
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1/%(1 £)-1-2asin - dt
= — a(l —cost)-1-2asin - dt =
vr 8a Jo 2
a 27 27
= - / Sin—dt—/ cost-sin—dt | =
4\ Jo 2 0 2
2 27
t t t t
" —2cos — _E/ cos? — —sin? = | sin— dt =
4 2], 4 J, 2 2 2
2m 27
t t t
_ ¢ —2cos — _ﬁ/ 2¢o8— —1|sin-dt =
4 2], 4 /o 2 2
E =cost a a (1
— 2 _ ¢ _a 2 1\(_ _
‘dk: _ ésin%dt‘ 4(2+2) 4/1 (2k 1)(—2)dk
+a 2k3 kfl +a 1 2+1 +a 4
=a+ - |— — =a+—-[—= — = =a+—-—=-a.
21 3 1 2 3 3 3 3
4
T—[ﬂa,—a]
3

2 2
t t
x:/ az(l—cost)2~2asin—dt:/ 2a° - 4sin® ~ dt =
0 2 0 2

27 o2 .

¢ t t — cost

= 8(13/ sin® = dt = 8a3/ sin —(1 — cos? =)dt = ‘ k CoS 5
0 2 0 2 2 g Sl

—1 —1
= 8a3/ (-2)(1 — k*)*dk = —16a3/ (14 k* —2k*) dk =
1 1

S 5 3 573) 15¢

dk = —Llgintdt ‘_

K 2k317! 1 2 1 2 256
:—16a3{k+———} :—16a3<—1———|———1——+—): 3

1

Definice 3.5. Krivkovym integralem 2. typu z vektorového pole ﬁ(az,y, z)
po kfivce C rozumime

/ﬁ(ﬂdf’z/Fl(x,y,z)dx+Fz(x,y,z)dy+F3(x,y,z)dz=
C C

B8
- / Fu(e(t), y(t), 2(0)a () + Fa(a(t), y(0), 2(0)a(t) +
B .
FE (), y(1), 2(1))3(0)] dt = / F(re)ie)dt

kde F = (Fy, Fy, Fy).

Pozndmka. Je-li F = (F1, Fy, F3) silové pole a C trajektorie hmotného bodu,
pak kiivkovym integralem 2. typu vypocteme praci, kterou vykona sila F
po dané kiivece C.
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Piiklad 34. Céstice se pohybuje po kifivece + = Rcoswt, y = Rsinwt, z = bt.
Na castici ptsobi sila ﬁ, jejiz velikost je nepiimo tmérna vzdalenosti ptiso-
bisté od osy z a jejiz smér je kolmy k ose z. Vypoctéte praci sily v intervalu

e o]
F=-K- 0); K>0.
<$2+y2’x2+y2’ )’

A= /Cﬁ(F) dr = —K/Ow [%(—Rwsinwt) + RS}I;Wtchoswt dt =

21
= —K/ w(— coswtsinwt + sinwt coswt) dt =0 .
0

Prace dané sily F v intervalu t € [0, 27”] je nulova.

Véta 3.1. Necht F = (Fy, Fy, F) je silové pole a C je kfivka. Prace vykonana

silou F' po kfivce C nezavisi na parametrizaci kiivky, ale zavisi na tvaru dané
kiivky C.

Priklad 35. V roviné jsou dany krivky:
Cr:ax(t) =ty(t)=t* te|0,1]
Cy : x(s) = sin (—s) ,y(s) = sin? (gs) s€[0,1].

Dale je dana funkce u(x,y) = ﬁ, ktera bude reprezentovat linearni hus-

totu kiivek a sila F(x,y) = (v(22+y2), 2yxy), kde 7 je rozmérové konstanta.
Vypoctéte hmotnost kiivek a praci sily po obou zadanych kiivkach.

Snadno lze zjistit, ze grafy téchto kiivek v roviné xy jsou stejné.

m(Cl):/C u(f)dl:/o ﬁ\/l+(2t)2dt:/o dt—1.

m(@) = [ )i =
[ e B G+ B ) e (G -
\/1+4sm (23)
:/o \/1+4:in2 (gs)g ’cos (g:;)’ \/1+4sin2 (gzs) ds=1.
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Je vidét, ze kiivky C; a C; maji stejnou hmotnost a jsou tedy ekvivalentni.
' 4
A(Cl) = / 'y(;p? + y2) dr + 2yxydy = 7/ [(t2 + t4) 4213 Qt} dt = g,y )
C1 0

A(Cy) = / v(@® + ) dz + 2yay dy =
Ca

o ) ) 5o 3
+ 21sin3 (gs> 2 sin (;Ts) cos (g 5)] as =
- 7/0 S (sin? (55) +5sint () ) -cos (5s) ds =

Prace obou kiivek vysla %7, coz odpovida véte 5.1.

Priklad 36. Spocitejte integral I = fc(xz +y3)dx + (22 — y?)dy, kde C je
kiivka y = 1 — |1 — x|,z € (0, 2), probihana ve smyslu rostouciho z.

Ktivku C rozdélime na dveé ¢asti:

a)y=xz,0<x<1,("C,”), dy =dz

b)y=2—-2,1<2<2/(C"), dy=—dz

C je tedy C; + C,. Integral I napiseme jako soucet odpovidajicich integrali
Il, IQ pfes Cl, CQ.

1 .’173 =1 2
-71:/ (x2+y2)dx+(x2—y2)dy:2/ 22dx =2 {—] =
1 0 3 =0 3

I, = / (2% +y*)dz + (22 — y?)dy = / (22 +4 + 2° — 4z) da+
Ca (6

2 2
+(:L’2—4—:c2+4x)dy:/(2x2—4x+4)dx—/(4x—4)dx:
1 1

223 4g? 42 =2 9
S e Y, | S
{3 2+:c 5 —|—:c} 3

=1

AOdtUdlzll—i—[Q:g
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3.3 Priklady k procviceni

1. Ukazte, ze délka Iy sinusoidy y = ksinwz,z € (0,2F) je rovna délce I,
elipsy 2—2 + %—z =1, volime-li a = w™! a b = a? + k%

[l = l]

2. O kolik je tfeba prodlouzit homogenni ty¢ délky [ = 0,75m, aby se jeji

tyce zdvojnasobil?
[Al = 0,26] = 0,195 m)]

3. Vypoctéte hmotnost a moment setrvacnosti vzhledem k ose x cCasti si-
nusoidy C : 7(t) = (¢,sint), t € [0,n]. Linearni hustota je popséna funkci

Wz, y) = [yl /1 -y

=2 (VE- 1), = 0]

Vv ey

R =10cm.
[T = [2£,28] = 6,3 cm; 6,3 cm)]

T

Vv

poloméru R. Délka dratu je L, pficemz R > i Pouzijte soustavu soutadnic
s pocatkem ve stiedu kruznice a s osou x prochazejici sttedem dratu.

7= [ o

6. Vypoditejte praci sily F = (—ka, —ky,0) po kruwmici 2% 4+ 22 = 1,y = 1
z bodu A = [0,1,1] do bodu B = [1, 1, 0]. Pouzijte parametrizaci k¥ivky C,
kde x = cost a z =sint, t € [%,O}.

[4=1#]

2

7. Urcete praci silového pole F=k- —y,2,22), k = 1N.m! po lomené ¢aie

=k (
ABCDA, A=10,0,0], B=11,0,0],C =[1,1,0], D = [0, 1,0].
[A=2N]
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