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Uvod

Na tvod této prace bych rad citoval slova Richarda P. Feynmana, nositele
Nobelovy ceny za fyziku:

,Pro ty, kdo neznaji matematiku, je obtizZné porozumét skutec-
nému pocitu nad nejhlubsi krdsou prirody. Chcete-li se dozvédét
néco o prirodé a obdivovat ji, musite porozumét jazyku, kterym
mluvi.”

(R.P. Feynman, O povaze fyzikdlnich zakont)

Nejefektivnéjsim popisem piirody je popis matematicky. Ptirodni zakony
samy maji matematickou podobu, proto se prednasky zakladniho kurzu fy-
ziky bez matematiky neobejdou. Uz od prvniho semestru se studenti odborné,
aplikované i ucitelské fyziky v pfednaskach z mechaniky setkavaji s pojmy
derivace a integralu, diferencialu a kmenové funkce, diferencialni rovnice, ma-
tice a vektoru, gradientu, rotace, divergence, atd. Prednasky z matematické
analyzy a algebry vSak k nékterym z nich dospé€ji az mnohem pozdéji.

Co potom zbyva studentovi? Je téméf nemozné nastudovat z literatury a
do hloubky pochopit tyto pojmy béhem jediného semestru. Studenti je pak
obvykle chapou ,intuitivné” a vzorce si zapamatuji jako ,,obrazek”.

Predméty Zakladni matematické metody ve fyzice 1. a II. jsou zaméfeny
pravé na vysvétleni nékterych matematickych pojmi, jejich cilem je také
naucit studenta s nimi pracovat v mife dostatecné pro prvni roc¢nik studia
fyziky. Pfedmeéty patii k nejzapisovanéjsim v prvnim roc¢niku obori studij-
niho programu Fyzika. Jsou zde pfednéaseny zakladni pojmy a metody apli-
kované matematiky s dirazem na jejich pouziti pfi feseni fyzikalnich tloh.
Sylabus obsahuje kapitoly z algebry, matematické analyzy, geometrie i dife-
rencialnich rovnic. Jak lze vycist z kazdoro¢ni studentské ankety, problémem
v tomto oblibeném predmétu je nedostatecnost literatury. Studenti kombi-
nované formy studia nemaji k dispozici zadny volné dostupny text, ktery by
obsahové zahrnoval cely sylabus pfednasky.
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Cilem této prace je vytvoreni u¢ebniho textu k prednaskam, ktery bude volné
k dispozici studentiim na internetovych strankach. Snazim se, aby tento text
byl stru¢ny a srozumitelny, ale presto matematicky korektni. V textu jsou
definovany pouze ty pojmy, které se objevuji v prednaskach z fyziky a for-
mulovana pouze tvrzeni, ktera budou studenti potfebovat v prvnich nékolika
semestrech. Text neni zatizen zdlouhavymi dikazy ani velkym mnozstvim
definic, nebot se predpoklada, ze v budoucnu studenti absolvuji kompletni
zékladni matematicky kurz a dospé€ji k hlubsimu pochopeni pojmi a souvis-
losti. Naopak, diraz je kladen na aplikaci a vypocetni praxi, proto je text
doplnén priklady a cvicenimi. Kazdy ¢tenar, ktery zvladne predchozi text,
by mél byt schopen dané priklady vyfesit ¢i vypocitat.

V kapitolach 1 a 2 jsou probirany zaklady diferencialniho poc¢tu funkce jedné
realné proménné, jsou zde definovany pojmy jako je limita, spojitost, derivace
funkce ¢i jeji diferencial. Jako zdroj ke zpracovani slouzily zejména publikace
[1], [10]. Tteti kapitola se zaobira skalarnimi funkcemi dvou a t¥{ proménnych,
parcialnimi a smérovymi derivacemi, gradientem a tuplnym diferencidlem a
zdrojem k jejimu zpracovéani byla publikace [2].

Pii tvorbé této bakalaiské prace jsem predpokladal bézné matematické a
fyzikalni znalosti, se kterymi by mél byt student sezndmen na stfedni skole.
Text byl vysazen systémem IXTEX.

autor
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Kapitola 1

Pojem funkce

V této kapitole se budeme zabyvat readlnou funkci jedné realné proménné,
jeji limitou a spojitosti. Spravné pochopeni téchto pojmi je dilezité pro cely
diferencialni pocet funkci jedné proménné a rovnéz pro navazujici partie jako
integralni pocet, obycejné diferencialni rovnice apod.

1.1 Funkce jedné proménné a jeji graf

Definice 1.1. Redlnou funkci jedné redlné proménné rozumime zobrazeni f
z M do R, kde M je podmnozina R, tj. kazdému x € M je pritazeno pravée
jedno y = f(x) € R. Mnozina M se nazyva definicnim oborem funkce f
a znac¢i se D(f). Mnozina H(f) = {y € R|3z € D(f) : f(x) = y} je obor
hodnot funkce f.

Pozndmka. Pro struc¢nost budeme fikat misto realné funkce jedné realné pro-
ménné pouze funkce jedné promeénné.

Funkce zadavame tzv. funkénim predpisem a defini¢nim oborem. Pokud defi-
ni¢ni obor neni zadan, pak uvazujeme nejvétsi podmnozinu R, pro kterou ma
dana funkce smysl. Mohou tedy existovat funkce, které maji stejny predpis,
ale 1isi se definiénim oborem.

Definice 1.2. Grafem funkce f je mnozina bodu G = {[z, f(z)] : x € D(f)}.
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Pfiklad 1. Grafickym zndzornénim realné funkce f(x) = z* je parabola.

ya

Obréazek 1.1: Parabola f(x) = 22

Priklad 2. Grafickym zndzornénim realné funkce y = cosx je kosinusoida.

y

1 COS X

Obréazek 1.2: Funkce y = cosx

1.2 Limita a spojitost funkce

Mit limitu je lokalni vlastnost funkce popisujici chovani funkce v ryzim okoli
bodu (tento pojem definujeme pozdéji), v némz limitu uréujeme. Skutecnost,
ze jde o ryzi okoli (tj. okoli kromé tohoto bodu), znamend, Ze limita nezavisi
na funkéni hodnoté funkce v tomto bodé — funkéni hodnota se muze lisit od
limity v tomto bodé, nebo funkce nemusi byt v daném bodé definovana.

Definice 1.3. Necht xy,d € R;0 > 0. Pak interval U(zg) = (xg — 0, 29 + 9)
nazveme okolim bodu xy. Mnozina U(xg) — {xo} se nazyva ryzi okoli bodu
xo.

Bud ¢ € R. Pak interval U(4+00) = (a,+00) nazveme okolim bodu +oo
a interval U(—o0) = (—00, a) okolim bodu —oc.
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Definice 1.4. Rekneme, Ze funkce f m4 v bodé 2y € R U {—o00, +00} = R*
limitu L € R*, jestlize ke kazdému okoli U(L) bodu L existuje ryzi okoli
U(xp) bodu z tak, ze pro vSechna = € U(zy) je funkce definovana a plati
f(z) €e U(L). Piseme lim, .., f(z) = L.

Volbou bodti zy a L mohou nastat tyto specialni pripady limity:

e Vlastni limita ve vlastnim bodé, je-li zo, L € R
e Vlastni limita v nevlastnim bodé, je-li g = tooa L € R

e Nevlastni limita, je-li L = £oo.

V pfipadé vlastni limity ve vlastnim bodé popiSeme okoli U(L) pomoci &
a U(xg) pomoci ¢ a dostaneme nasledujici definici.

Definice 1.5. Necht zy, L € R. Rekneme, Ze lim, .., f(r) = L, jestlize
Ve>030 >0V e R:0< |z —xo| <0 = |f(x)— L| <e.

Y 4

L+e+

L-¢ 1

I\

x\/

0 Xg—8 X xojrS
Obrazek 1.3: Vlastni limita ve vlastnim bodé
Funkce f méa v libovolném bodé nejvyse jednu limitu.

Definice 1.6. Jestlize funkce f(z) méa v bodé x, vlastni limitu a plati, ze
lim, .., f(x) = f(x¢), pak fikdme, Ze je funkce spojitd v bodé xy.

Definice 1.7. Bud f funkce, I C D(f) interval. Rekneme, Ze f je spojitd
na intervalu I, jetlize je spojita v kazdém vnitinim bodé intervalu I.
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Priklad 3.

a) funkce f(z) = arctg|%| mé v bodé zo = 0 vlastni limitu L = Z, ale neni
v tomto bodé definovana a tedy ani spojita.

1 proxz#0
0 prox=0
ale neni v tomto bodé spojita.

b) funkce f(z) =

mé v bodé xy = 0 vlastni limitu L = 1,

AZ N

c) funkee f(z) =< mé v nevlastnim bodé zy = foco vlastni limitu L = 0.

7
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d) funkce f(z) = \x—il\ mé v bodé xy = 1 nevlastni limitu L = oo, ale neni v

tomto bodé definovana a ani spojita.

1 prox >0
e) funkce f(z) = sgnax = 0 prox =0 nema v bodé zy = 0 limitu.
—1 proxz <0
Neni v tomto bodé spojita.
yA

1

><V
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Kapitola 2

Derivace funkce jedné
promeénné

2.1 Derivace funkce

Méjme funkci f definovanou na okoli bodu x. Jestlize zménime proménnou
xo 0 hodnotu h, zméni se funkéni hodnota o f(z¢ + h) — f(zg), prumérna
zména funkéni hodnoty (tj. smérnice secny grafu) je potom

fwo + 1) — f(o)

(2.1)

0 Xo Xg+th

><V

Obrazek 2.1: Derivace funkce

Okamzitou zménu funkéni hodnoty (smérnice teény grafu v bodé [z, f(z0)])
dostaneme jako limitu vyrazu (2.1) pro h — 0 (pokud existuje)

h—0 h
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Definice 2.1. Limitu (2.2) nazyvame derivaci funkce f v bodé xy a znac¢ime
it f'(zo)-

Je-li limita (2.2) vlastni, nazyva se ¢islo f’'(zg) vlastni derivaci funkce f
v bodé z.

Je-li limita (2.2) nevlastni, nazyva se f'(zo) nevlastni derivaci funkce f
v bodé z.

N7 prox >0

bodé
—v—x proxz <0 v

Priklad 4. Urcete derivaci funkce f(x) = {

IL‘OZO.

Funkce f(z) mé v bodé zp = 0 nevlastni derivaci +oo. Te¢nou ke grafu
funkce f(z) je osa y.

Obrazek 2.2: Graf f(z)

Pozndamka. Libovolnad funkce mé v libovolném bodé nejvyse jednu derivaci.

Poznamka. Pokud oznac¢ime x = xg + h lze derivaci psat ve tvaru

(2.3)

Derivace ma vyznam:

o Geometricky - derivace funkce je smérnice te¢ny ke grafu funkce v bodé

[z0, f(20)].

o Fyzikdlni - predpokladejme, Ze v ¢asovém intervalu (t1, t5) se po pfimce
pohybuje zleva doprava hmotny bod, jehoz poloha v Case t je urcena
soutadnici z(t) bodu dané pfimky. Pramérna rychlost v daném casovém
intervalu je

_ x(ta) —a(ty)

= 24
p =" (2.4)
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Okamzitou rychlost vy v néjakém Case tq zjistime tak, ze budeme ,,zmen-
sovat” velikost casového intervalu, tj. budeme se ,blizit k bodu t,”.
Vyjadreno matematicky pomoci limity
x(t) —a(to)
vg = lim —————= =2'(t . 2.5
o = Jim To 0 = () (25)
Vidime, ze fyzikalni vyznam derivace je v tomto ptripadé okamzita rych-
lost hmotného bodu.

Podobné obecnéji, jestlize f(t) je fyzikalni skaldrni veliCina zéavisejici
na Case, charakterizuje f’(t) jeji okamzitou zménu v ¢ase t.

Pozndmka. Ve fyzice se obvykle derivace fyzikalni veli¢iny zavisejici na case
zna¢i f(t).

Piiklad 5. Z definice derivace odvodte derivaci funkce f :y = 23.

_ 3 _ .3 _ 2 2
i J@) = fwo) @t —ag (@ = @) (2P 4 wor 4 2p) _
T—xo T — Xo T—r0 T — X T—xo T — X
T—xT0
(%) = 327 .

Véta 2.1. Nechtf funkce f, g maji v bobé xz( vlastni derivaci. Pak plati:

L (ef () imsy = ¢ (2))omsy = /(o) -
2. (f(2) £ 9(2))ymsy = ['(w0) £ ¢'(w0) -
3. (f(@) - 9(2))z=s, = f'(x0)g(20) + f(0)g'(x0) -

! ! /
4. Jeli g(xo) # 0, pak (M) _ F(@0)g(eo)—f(20)g' (w0)

9®) ) oo 92 (z0)

Véta 2.2 (Derivace slozené funkce). Mé&jme funkci u = g(x), kterd ma
vlastni derivaci v bodé xg, a funkci y = f(u), kterd ma vlastni derivaci v
bodé ug = g(xg). Pak slozend funkce y = F(x) = flg(z)] m4 vlastni derivaci
v bodé z, a plati

F'(z0) = f'(uo) - g'(x0) = ['[9(w0)] - g'(20) -
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Priklad 6. Odvodte z definice derivace rovnici pro derivovani slozené funkce

F@) = Fw) _ . flg()] = flo(eo)] | gla) = glwo) _

F'(zo) = mlgla}o T — g z—z0  g(x) — g(x0) r—1zo
= Jim P B < ) g0 = St )

Protoze lze vlastni derivaci funkce f chapat jako funkci, mtzeme definovat
jeji derivaci v néjakém bodé xp; tu pak nazyvame druhou derivaci funkce f
v bodé zg a zna¢ime f”(zo). Rovnéz vlastni druhou derivaci 1ze chapat jako
funkci f” na mnoziné D(f”) C D(f’). Ta mtze mit opét derivaci v nékterém

bodé atd.

Definice 2.2. Druhou derivaci funkce f rozumime funkci f” = (f’)" a pro
libovolné n > 2 definujeme n-tou derivaci (derivaci n-tého Tddu) funkce f
vztahem f( = (f(r=DY,

Piiklad 7. Vypoctéte derivace vsech fadi polynomu f(z) = 223 —4x?+z—8.
Pro kazdé x € R plati:

fl(r) =6 -8z +1, f(z) =122 -8,
f/,/($) — 12 , f/,/,($) — 0 ,

odtud f™ =0, pro libovolné n > 4.
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2.2 Prehled derivovani elementarnich funkci

Nasledujici vzorce plati vsude tam, kde jsou prislusné funkce definovany.

(e)=0 (%) =az" ' a€R
(e") =e" a®) =a"Ina
1 1
Inz) = - log z) =

(nay = - (log, ) = ——
(sinx) = cosx (cosx) = —sinz

1 1
(tg) = cos? x (cotg )’ = sin’z

1 1

(arcsinz) = —— (arccos ) = —

(arctgz) =

Priklad 8. Vypoctéte derivace nasledujicich funkci.
a) 5r?

(52%) = 5(2*) =5 32> = 152° .

b) 2% — 2x + 2

(2 22 +2) =22 -2.

c) e”(122° — 7x)

(e*(122° — Tz)) = e"(122° — Tx) + "(5 - 122* — 7) =

e”(122° + 602* — 70 —7) .

d) z5z,a#0
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e) sin®(cos 3z)
(sin?(cos 3z))" = 2sin(cos 3z) - cos(cos 3z) - (—sin3z) - 3 =
= —6sin(cos 3z) cos(cos 3z) sin 3z .

f) x*

1
(2%) = (e*!n7) = e=In® (lnx + :c—) =2"(lnz+1) .
x

2.3 Diferencial funkce

Pro funkce se kromé derivaci zavadi i takzvany diferencial funkce.

Definice 2.3. Predpokladejme, Ze existuje derivace f'(zg) funkce f v bodé
xo. Necht Az = h je pfiristek argumentu z. Funkce F' : F(h) = f'(x9) - h
proménné h € R nazyvame diferencidal funkce f v bodé xy. Hodnoty diferen-
cidlu oznac¢ujeme jako df(xg)(h) = f'(xo) - h = f'(xo)Ax = f'(x0)(x — o) =
f'(xo)dz(h). Vyraz dz nazyvame diferencidlem funkce y = z.

Geometricky vyznam diferencialu

><V

0 Xo xo-;-h
Obrazek 2.3: Geometricky vyznam diferencidlu

Je dana funkce f(x) a bod [z, f(x¢)]. V tomto bodé sestrojime tecnu ¢. Smér-
nice tecny je tgp = f'(xo). Piirtstek Af(zo)(h) je sou¢tem dvou hodnot:
diferencidlu df(zo)(h) a 7(h). Plati lim,_o7(h) = 0. Nejbéznéjsi aplikace
diferencialu spociva v tom, Ze (pro mala h) klademe

fxo +h) = f(xo) + f'(wo)h,
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tj. skute¢ny piiristek funkce A f(x)(h) nahradime s jistou chybou diferenci-
alem df(zo)(h) (geometricky graf funkce nahradime jeho te¢nou). Nékdy se
pouziva oznaceni

f(x) = f(xo) + f(x0)(x — x0) pro x — g .

2.4 Priklady k procviceni

1. Vypoctéte a upravte derivace nasledujicich funkci.

2 —1 x?—1 2r }

2+ 1

1y = x arcsin

! .
{y —arcsmx2+1+x2+1

y = cos2z — 2sinx [y = —2cosz(2sinz + 1)]
)= 514 a3 J = 222 /(1 —a®)?
1—a3 (1 =232\ (1+23)2
=2+ (z — 1) arcsin ’ ’—1+x7_1+arcsin ’
v z+1 YTy i@+ 1) z+1

1-1
y= ;>0 {y’ziﬁ QM}
T
i \cosa sing Yy = (sinz)®®(cotgx - cosx —sinx - Insinx)+
y = (sine)™*+(cos z) { +(cos x)*™%(cosx - Incosx — tgx - sinx)

¢ 1+2 , 1

= arc =

Y 12 Y o1
y = sinh x [y = cosh ]

y = cosh x [y' = sinh z]
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y=—V1+a22+zhn(r+V1+a?) [y’:ln(aj+\/1+x2) .

2. Vypoctem podle definice najdéte derivaci funkce f, je-li

a)f(x) = 2
b)f(x) = °
c)f(z) =3
d)f(x) =

3. Hmotny bod se pohybuje po ose x podle vzorce x = 10t + 52, kde ¢ je ¢as
v sekundach a z je vzdalenost od pocatku (v metrech). Uréete primérnou
rychlost v ¢asovém tseku 20 < t < 20+t a provedte Ciselny vypocet, jestlize
a)t =1; b)t = 0,1; ¢)t = 0,01. Jaka je okamzita rychlost v okamziku t = 207

[@)215m - s71;5)210,5m - s71;¢)210,05m - s 0 = 210m - s
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Kapitola 3

Skalarni funkce dvou a tri
proménnych

V této kapitole se budeme zabyvat skalarnimi funkcemi dvou a tii promeén-
nych, smérovymi a parcialnimi derivacemi téchto funkci, jejich gradientem a
uplnym diferencidlem.

3.1 Skalarni funkce dvou a t¥i proménnych

Skalarni funkce dvou a t¥i proménnych jsou naptiklad hustoty téles se spo-
jité rozlozenou hmotnosti, tlaky v kapalindch nebo potencidlni energie ¢astic
v gravitaénim poli Zemé. Jsou to funkce soufadnic (proménnych z,y, z).

Definice 3.1. Zobrazeni f : R? D A > (z,y) — 2z = f(z,y) € R se nazyva
redlnd funkce dvou redlnych promeénnijch, definovana na A. MnozZina A je de-
finiéni obor funkce f a mnozina vSech realnych cisel, kterych funkce nabyva,
je obor hodnot funkce f.

f(x.y)

X

Obrazek 3.1: Skalarni funkce
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Definice 3.2. Podobné definujeme funkci t7% proménngch f : R® > A >
(z,y,2) — w = f(z,y,z) € R a funkci n-proménnych f : R* D A >
(x1,...,xp) —w= f(x1,...,2,) €ER.

Definice 3.3. Grafem funkce dvou proménnych je mnozina bodt

Gy ={lr,y,z] e R’ |z = f(z,9)} .

ZA

fxy) 17

<\/

Obrazek 3.2: Graf funkce dvou proménnych

Definice 3.4. Rekneme, 7e funkce f € R? — R ma v bodé [zg,7] € R?
vlastni limitu L € R, jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje o > 0 takové, ze
pro kazdy bod [z, y] spliujici |x — xo| < 6, |y — vo| < 0, [z, y] # [z0, Yo], plati:
|f(x,y) - L| <E.

Piseme lim, ) (20 ,40) f (7, y) = L.

Poznamka. Podobné by se definovala limita pro funkci t¥1 proménnych.

Definice 3.5. Rekneme, 7e funkce f je spojitd v bodé [z, yo], jestlize mé
v tomto bodé vlastni limitu a plati

lim  f(z,y) = f(z0,v0) -

(z,y)—(x0,y0)

Pozndmka. Podobné by se definovala spojitost funkce tii proménnych.

3.2 Parcialni a smérové derivace

Definice 3.6. Nechf funkce f : R? — R je definovand v bodé [z¢,yo] a
néjakém jeho okoli. Polozme p(z) = f(x,yo). M&-1i funkce ¢ derivaci v bodé
Zo, nazyvame tuto derivaci parcidlni derivaci funkce f podle proménné x
v bodé [zg, yo| a oznacujeme f,(xo, o), eventuelné %(:po,yo) nebo f!(zo,yo)-
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To znamena, ze

fz(x0,70) = lim M = lim f(@,y0) — f(z0,%0) ‘

T—xo T — X T—x0 T — X

Podobné, ma-li funkce 1(y) = f(xo,y) derivaci v bodé vy, nazyvame tuto
derivaci parcidlni derivaci funkce f podle proménné y v bodé [xg, yo] a ozna-

¢ujeme fy (2o, Yo) (g_g(%,yo), f;(fo,yo))

Pozndmka. Zcela analogicky se definuji parcialni derivace funkce 3 promén-
nych.

Véta 3.1. Necht funkce f,¢ : R — R maji parcidlni derivace podle pro-

ménné x;; @ € {1,...,n} na oteviené mnoziné M. Pak jejich soucet, rozdil,
soucin a podil ma na M parcialni derivaci podle x; a plati

1) % (o)) = @) £ ()

1) 9(0)] = g f0) g(a) + S @) 7-(0)
0 lf(a:)] o f@)g(@) — f(@)5-g(@)
dx; [g(x)] 9*(z) ’

pfi¢emz tvrzeni o podilu derivaci plati za predpokladu, ze g(z) # 0.

Geometricky vyznam parcialnich derivaci

Obrazek 3.3: Geometricky vyznam parcialnich derivaci
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Necht je déna funkce f : R? — R a G, je jeji graf. Necht 7 je rovina dand
rovnici y = yo. Prisecikem Gy N7 je kiivka v roviné 7 a parcidlni derivace
fz (0, yo) udava smérnici tecny t k této kiivce v bodé Qo = [xg, yo, f (%0, Yo)]-
Podobné derivace f,(xo, yo) udava smérnici tecny ke kiivce v bodé @, ktera
vznikne prisecikem plochy G s rovinou z = .

Priklad 9. Spoctéte parcialni derivace f, f, funkce:
a) f(z,y) = arctg 2

fl‘ =Yy xy—l ;

fy=2"-Inx.
Definice 3.7. Necht [zg,yo] € D(f.). Existuje-li parcidlni derivace funkce
fz(x,y) podle proménné x v bodé [xg, yo], nazyvame tuto derivaci parcidlni
derivact 2. ddu podle x funkce f v bodé [x¢,yo| a znacime f,.(zo,yo) nebo
2*f
o2 (70, %0)-
Analogicky definujeme parcialni deriv%ci 2. fadu podle y funkce f v bodé
[%0,yo] & znacime f,, = (zo,yo) nebo g—yg(xo,yo).
Existuje-li parcialni derivace funkce f,(x,y) podle proménné y v bodé [z, yo],
nazyvame tuto derivaci smisenou pag“cicilm/ derwact 2. radu funkce f v bodé
(%0, Yo| a znacime f,, (o, yo) nebo ;x—gy(xo,yo).
Analogicky definujeme smisenou pal;ciélni derivaci 2. fadu funkce f v bodé
[%0,Yo] a znacime f,, (o, yo) nebo %(%,yo).
Véta 3.2. Necht funkce f ma spojité parcialni derivace f,,, fy» v bodé
[0, yo]. Pak jsou tyto derivace zaménné, tj. plati

fmy(l’m%) = fy:v(x07y0) .
Pfiklad 10. Ukazte, 7e pro funkci u = \/ﬁ plati wg, + Uy, + u,, = 0.

Uy = — = 3
(2 +92 + 22)3
. __(x2+y2+z2)g_3x2(x2+y2+22)% B

($2+y2+22)3
1 322
2 2 2§+ 2 2 2\32
(@ +y?+2%)2 (22 +y*+2%)

9
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funkce u je na x,y, z zavisla symetricky, proto mizeme u,, a .. psat podle
Ugs-

1 3y
Uyy = — 5 + 5
(22 +y2+22) (22 +y? 4 22)>
1 322
Uy = — + )

(2 +y2 4 22)7 (a2 4y 22)3

3 3(x? + y? + 2?)
uxx+uyy+uzz:_ 3+ 5
(@2 +y2+22)2 (22 +y? + 22)2
3 3

Njw

3
2

(22 +y% + 22) (22 4 y% + 22?)

Priklad 11. Spoctéte parcialni derivace 2. fadu podle x, y a smisené derivace
funkce f(z,y) = 3x2y> + 62°y.
fr = 6279° + 302y |
f, = 152%y* + 62° |
foz = 6y° + 1202%y |
fyy = 602y ,

[y = 30zy* + 302* fo—f
fyz = 30zy* + 302* oo Ty

Definice 3.8. Je-li funkce f ddna na R™ a je-li ¥ = (vy,...,v,) vektor, pak
derivaci funkce f v bodé a ve sméru v rozumime

o Jla+ 1) f(a)

t—0 t

I

ma-li limita smysl. Tato limita se znaci fz(a) a ¥ika se ji téz smérovd derivace

funkce f v bodé a.

Pozndmka. Derivace funkce f v bodé a ve sméru vektoru v je vlastné derivace
funkce ¢(t) = f(a+ tv) jedné realné proménné ¢ v ¢t = 0. Tak se také pocita.

Piiklad 12. Vypoctéte smérovou derivaci funkce f(z,y) = arctg(z? + y?)
v bodé [1,1] ve sméru vektoru @ = (1, 2).

. aretg[(1+1¢)* + (14 2t)%] — arctg2
fan(1,1) = 15}3 7 =
arctg(2 + 6t + 5t*) —arctg2 6 + 10t 6

=i - _—
20 t 0T+ (24604522 5
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Ve fyzice se obvykle vyuziva pro smérovou derivaci zapis:

Of (o, yo) _ af(xo,yo)s 4 8f(9€0,y0)8

F’ = = )
('r07y0) 8§ ax T ay Y

3.3 Gradient

Pro derivaci funkce F(x,y,z) ve sméru § = (s;,s,,5,) v bodé (xo, Yo, 20)
plati:

df (0, Yo, 20) _ df (zo, Yo, 20) df (o, Yo, 20) df (o, Yo, 20)
95 oz T oy v e

Tento vztah lze zobecnit pro n proménnych, ale ve fyzice ho nebudeme pou-
zivat.

Of(x0,Y0,20) 9f(x0,Y0,20) 3f($o,yo720)>7 pak dany

Jestlize zavedeme vektor ¢ = ( o R o

vztah mizeme prepsat do tvaru:

8f(9€0,?/0720) S5 o .
—ag = YaSe TSyt s =g-5= |g] - 5] - cos<t(g - 5)

Definice 3.9. Vektor —g urcuje smér nejvétsiho spadu funkéni hodnoty
funkce f a g se nazyva gradient funkce f.

Definice 3.10. Rovnici f(z,y) = K = konstanta je v R? uréena kivka kon-
stantni funkéni hodnoty (vrstevnice). Podobné v R? je to plocha konstantni
funkéni hodnoty.

Priklad 13. Vypocitejte gradient potencidlu gravitacniho pole.

grad V(x,y,z)

kulova

X plocha

Obrazek 3.4: Potencial gravitacniho pole
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—kM
V(:E,y,z): 2 2 2
VIt y + 2z
7= (z,y, 2)

P2 = g2 4 y? 4 2

gradient potencialu:

ov oV oV
dV ==, —,— | =
gradV (z,y, 2) (ax’ Jy’ az)
B kM2x kM 2y KM?2z B
2\/(:E2+y2+22)3’2\/(:E2+y2+22)3’2\/(x2+y2+22)3
kM
- 5(7,y, 2)
(22 +y2 + 22)2

kM _

gradV (z,y, z) = gt

3.4 Uplny diferencial

Definice 3.11. Rekneme, 7e funkce f : R> — R je v bodé [z, yo] diferenco-
vatelnd, jestlize existuji redlna cisla A, B takova, ze plati
lim f(xo + hyyo + k) — f(20,y0) — (Ah + Bk)
(h,k)—(0,0) Vh? 4+ k?
Linearni funkce Ah+ Bk proménnych h, k se nazyva uplny diferencidl funkce
v bodé [z, yo] a znaci se df(zo, yo)(h, k), ptip. df(zo, yo)-

=0.

Véta 3.3. Je-li funkce f diferencovatelnd v bodé [xg, yo|, pak méa v tomto
bodé parcialni derivace a plati A = f,(xo,v0), B = fy(x0, y0), ti.

df(zo,yo)(h, k) = fu(xo,y0)h + fy(z0,y0)k .

Pozndmka. Uplny diferenciél ¢astéji piseme ve tvaru d f(xo, yo) = fe(x0, yo)da+
fy(@o, Yo)dy.

Diferencial se pouziva k pfibliznému vypoctu funkénich hodnot:

f(z,y) = f(wo,y0) + df (o, yo)(* — o,y — o) -
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Geometricky vyznam uplného diferencialu

Rovina v R? o rovnici 2 = Az + By + C se nazjyva tecnd rovina ke grafu
funkce z = f(z,y) v bodé T = [xq, yo, f (0, yo)], plati-li

i J@®y) —Ar—By—C
(#9)=(w0,90) \/(x — 20)® + (y — yo)?

Ma-li tato rovina prochazet bodem 7', musi tento bod vyhovovat rovnici
roviny, tj. f(zo,y0) = Axg + Byo + C, odkud z = A(x — x¢) + B(y — yo) +
f(xo,90). Tato rovina je tecnou rovinou, jestlize existuje uplny diferenciél
funkce f v bodé€ [xo, o, ti- A = fo(xo,%0), B = fy(%0,Y0). Rovnice tecné
roviny mé tvar:

z = f(wo,y0) + fo(z0,v0) - ( — 20) + fy(%0,%0) - (¥ — ¥o) -

Odtud je vidét, ze uplny diferencial funkce v daném bodé je ptirtstek funkce
na tec¢né roviné.

Véta 3.4. Ma-li funkce f v bodé [zg,yo| spojité parcidlni derivace 1. Fadu,
pak ma v tomto bodé také diferencial.

Priklad 14. Pomoci totalniho (aplného) diferencidlu pfiblizné vypoctéte:
a) 1,04202
Pro pfiblizné vyjadreni plati:

f(z,y) = f(z0,90) + df(z0, yo)(x — o,y — Yo)

f(z,y) = f(xo,90) + fe(2o, yo)(x — o) + fy (20, Y0) (¥ — Yo)

Zdejde o funkei f(l‘a y) = lya [‘T07 yO] = [17 2]7 (ZL‘—ZL‘()) = 0704 a (y_yO) = 0702
Nejprve si spoc¢itame parcidlni derivace funkce f(z,y) = zV.
fx(l‘,y):y'l’y_l fw(x07y0):2'11:2
fy(z,y) =2aY -lnx fo(To,y0) =12 -In2=0

£(1,04;2,02) ~ 124+2-0,04 +0-0,02 = 1,08

1,04%92 ~ 1,08 .
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b) 1/(2,98)2 + (4,05)2

Zde jde o funkci f(z,y) = /22 4+ v2, [z0,%0] = [3,4], (x — x9) = —0,02 a

Nejprve si spo¢itame parcialni derivace funkce f(z,y) = /22 + y2.
3 _
4 —_—

\/ﬁ f;c(fb’o’yo) =

fx(xay) = L fx(xﬂayﬂ) =

/$2+y2 2_|_42

NeEwe
V3

Ul O W

f(2,98;4,05) = f(3,4) + fz(3,4)(—0,02) + f,(1,2)(0,05)

3 4
£(2.98;4.05) ~ 5+ = - (~0,02) + - - 0,05 = 5,028

/2,982 + 4,052 ~ 5,028 .

3.5 Priklady k procviceni

1. Ovéfte rovnost z,, = z,, u funkei:

a) z = x® — 2xy — 3y,

b) z = arccos \/%

2. Najdéte parcialni derivaci 1. a 2. fadu funkei:

a zmzo,zajy:—y—g,zyyzi—?;
b) 2y =2cos(z +y) — zsin(x + y), 2,y = cos(z +y) — xsin(z + y),
2y = —wsin(z +y) ;
) o = R Ty =~ = TR S
d) Rxx = 2y(1 + x2)y72(_x2 + 21'2:9 + 1)7
i Zay = 22(1 4+ 22)Y 71 + yIn(1 + 22)], 2,y = (1 + 22)Y In*(1 + 2?) |
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3. Urcete diferencial funkce u = x* v bodé [2,1,1].
[df(2,1,1) =dz +2In2dy — 2In2d%]
4. Pomoci diferencialu priblizné vypoctéte:

0,48

a) arcsin g

b) e0,()5~t(),02

a) T — 0% p) 1,13]

5. Pomoci gradientu vypoctéte smérové derivace funkce f ve sméru vektoru
@ v daném bodé [z, yo].

) f(x,y) = l‘y,l_[: (172)7 [x07?/0] = [17 1]
b) f(z,y,2) = /a2 +y?+ 22,4 =(1,0,1), [z, Yo, 20] = [0, 1, 0]
[a) fa2)(1,1) = 3; b) f1.01)(0,1,0) = 0]

6. Spocitejte derivaci funkce z? — y? v bodé [1,1] ve sméru jednotkového
vektoru, ktery svird s kladnym smérem osy x thel 3.

1 -3

a
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