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Anotace

Tato prace zkoumé Chladniho obrazce na volné ocelové desce ¢tvercového
tvaru. Teoreticka ¢ast obsahuje odvozeni pohybové rovnice kmitajici desky
a jeji feseni pomoci Ritzovy metody. K vyslednému numerickému vypoctu
a vykresleni kmitovych méda byl napsan program v aplikaci Maple. Vy-
pocitané vlastni frekvence a mddy jsou porovnany s vysledky experimentu.
V préci je také diskutovana konvergence feseni a degenerace moédi na ctver-
cové desce.

Annotation

This work analyzes Chladni figures for a completely free rectangular plate of
steel. The theoretic part contains a deduction of motion equation of a ben-
ding plate and its solution by means of Ritz method. A program in Maple
has been written for getting numeric result and drawing modes. The com-
puted modes and frequences are compared with results of measurement.
Convergence of solution and degeneration of modes on the rectangular plate
is also discussed.
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Kapitola 1
Uvod

e s

vice nez 200 let. Tento jev v roce 1787 poprvé popsal E. Chladni, jehoz
jméno nese dodnes.

Obrazek 1.1: E. F. F. Chladni

Ernst Florenz Friedrich Chladni se narodil 30. listopadu roku 1756 ve né-
meckém Wittenbergu. Na zadost svého otce vystudoval prava v Lipsku, ale
hned po jeho smrti se s vervou vrhl do studia fyziky. Dosahl velkého uznani
tech Roberta Hooka. Tento anglicky fyzik udélal mnoho pokusti se sklené-
nou deskou posypanou moukou, kterou rozechvival na jejim okraji smyccem.
Pozoroval obrazce, které se pti vibraci tvorily. Tento fenomén znovuobjevil
a zacal podrobnéji zkoumat Chladni koncem 18. stoleti. Chladni provadél
své experimenty s tenkymi kovovymi deskami, které sypal jemnym piskem
a rozeznival smyccem. Pti vibraci se pisek shlukoval a vytvarel symetrické
obrazce (obrazek 1) obdobné tém, které uz drive vytvoril Robert Hook.
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Obrazek 1.2: Obrazce experimentalné zjisténé E. Chladnim (pfevzato z [7])

Je zajimavé, ze toto chovani kmitajici desky ovlivnilo M. Faradaye v pte-
mysleni nad experimenty se silo¢arami magnetického pole.

Matematicky popis Chladniho obrazcti v dobé jejich prvniho zkoumaéni
nebyl mozny kvili chybéjicimu matematickému aparatu. Nicméné i se sou-
c¢asnymi matematickymi metodami je feSeni problému kmitajici desky slo-
zité. Na rozdil od pohybové rovnice kmitajici membrany, kde se jedna o dobie
feSitelnou parcialni diferencidlni rovnici druhého fadu (separace promén-
nych), totiz pfi popisu kmitii desky dostaneme rovnici ¢tvrtého fadu. V praci
je k feseni pouzita jedna z varia¢nich metod - tzv. Ritzova metoda.

Cilem prace je sestavit funkéni aparat pro buzeni kmitt volné (popf.
podeptené) desky, vytvorit a zdokumentovat Chladniho obrazce a zmérit je-
jich frekvence. Déale numericky vyfesit pohybovou rovnici, vypocitat vlastni
frekvence desky a porovnat je s naméfenymi hodnotami.



Kapitola 2

Matematicky popis chvéni
desek

2.1 Energie ohnuté desky

Pro odvozeni pohybové rovnice kmitajici desky pomoci Hamiltonova prin-
cipu nejmensi akce potfebujeme znat potencialni (deformacni) a kinetickou
energii desky. Vyraz pro potencialni energii je slozity a lze jej odvodit na
zakladé tivah z teorie elasticity.

Predpokladejme, Ze deska je vyrobena z izotropniho homogenniho ma-
teridlu konstantni tloustky A a jeji hmotny stfed je shodny s pocatkem sou-
fadnicového systému (z,y, z) podle obr. 2.1a.

= ~== h ====2
=

a) b)

Obrazek 2.1: a) Poloha desky vzhledem k soufadnicim.
b) Ohyb desky.

Pri chvéni desky dochazi k malym zménam polohy jejich ¢asti, k defor-
maci. Tyto elementy jsou bud rozpinany nebo stla¢ovany podle toho, v jaké
vrstvé desky lezi (obr. 2.1b). Jedina plocha, u niz nedochazi k natazeni

5



6 KAPITOLA 2. MATEMATICKY POPIS CHVENI DESEK

ani stlaceni, lezi pravé ve stfedu desky (rovina (z,y)) a nazyva se neutralni
plocha (na obréazku 2.1 ¢arkované). Oznac¢ime-li z-tovou souradnici bodu ne-
utralni plochy desky jako vychylku w, mizeme pro malé deformace fici, Ze
k této vychylce dochazi jen ve sméru osy z, a ze je funkci zbylych soutradnic
x,y, tedy

wy =0, wy = 0, w, = w(z,y). (2.1)

2.1.1 Vypocet tenzoru napéti a deformace

K popisu vlastni elastické deformace (a néasledné také k vypocétu deformacni
energie), pfi niz dochézi ke zméné vzdalenosti mezi dvéma libovolnymi sou-
sednimi body télesa, slouzi tenzor deformace ¢;; definovany vztahem

3
1 (0w, Ow Owy, Owy,
.= = 4 + —= , 2.2
K 2 <8x] Eh‘l ; 8.%]' 8@ ( )
kdet,7 =1,2,3 az; =z,00 =y, 3 = 2.
V pripadé malych deformaci jsou slozky posunuti i jejich derivaci mno-

hem mensi nez 1, a proto mtzeme souciny téchto derivaci zanedbat. Tenzor
malych deformaci ma pak tvar

1 /0w, Ow;
€ij = = + . 2.3
" 2 (833] 8%1 ( )
V linearni teorii pruznosti se pfedpoklada linearni zavislost slozek ten-

zoru napéti 7;; na slozkdch tenzoru deformace ej;. Tento vztah vyjadiuje
Hookiv zakon

Tij = Cijklgkl, (2.4)
kde Cjji je 81 elastickych koeficienti.

Jde-li o homogenni izotropni téleso, redukuji se elastické koeficienty na
dvé tzv. Lamého konstanty A\ a u, které lze jednoduse prevést na cCastéji
uzivany Youngiv modul pruznosti £ a Poissoniv pomeér o vztahy

FEo E
A= h=———-7.
(I1+0)(1-20) 2(1+0)

Hodnoty elastickych konstant a koeficient se pro rizné materialy urcuji
experimentalné. Nékteré z nich jsou uvedeny v nasledujici tabulce.

Materidl FE [10''N-m~2] x4 [10YN-m™?] o

(2.5)

hlinik 0,7 0,26 0,34
méd 1,2 0,46 0,35
nikl 1,96 0,77 0,3
ocel 2,2-24 0,85 — 0,88 0,3
olovo 0,16 0,06 0,44

zelezo 2,1 0,82 0,28

Tabulka 2.1: Materidlové konstanty (pfevzato z [3])
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Pomoci Hookova zdkona a konstant F, 0 mizeme vyjadrit slozky tenzoru
napéti
Eo
—Ej.
(1+0)(1—20) (1+0)

Na zékladé jiz zminénych predpokladt tenké desky konstantni tloustky
a malych vychylek dochazi k napinani predevsim v roviné (z,y) a napéti ve
sméru osy z muzeme polozit rovno nule. Slozky tenzoru napéti, které maji
néktery index z, budou tedy nulové

5ij Tre + (26)

Tij =

Tz = 0, Tyz = 0, Tyy = 0.

Tenzor napéti je symetricky, proto i slozky 7., = 7, = 0. Z téchto
podminek a na zékladé vztahu (2.6) mizeme hned napsat nékteré ze slozek
tenzoru deformace

€2 =0, €yz = 0. (2.7)

Stejné jako tenzor napéti je také tenzor deformace symetricky, proto €., =
Ezy = 0.

Vypocet ostatnich slozek obou tenzori vychazi jak ze vztahu (2.6), tak ze
vztahu (2.3). Dosazenim (2.7) do druhého vztahu a s vyuzitim (2.1) mizeme
psat

ow, _8_w
0z Oz’
Integraci podle z obdrzime
ow
e = —Z—— ! 2.
w o +C (2.8)

Konstanta C' je z okrajovych podminek (2.1) rovna nule. Stejnym postupem
dostaneme

Wy = —2——. (2.9)

Tyto diléi vysledky muzeme nyni dosadit do vztahu (2.3). Vysledkem
jsou dalsi ¢tyfi slozky tenzoru deformace

0w d?w d*w

Exe = —2——> Eyy = —Z—— Exy = Eyg = —Z————.
0x?’ v oy?’ vy Ox Oy

Posledni slozku ¢,, vypocitdme s pomoci vztahu

T., =0= (0 Tre+e,, — 20¢e,,),

(14+0)(1—20)

odtud

B o B o Pw  Pw
522—_1_0(5$$+5yy)_21_0 8m2+8y2 :



KAPITOLA 2. MATEMATICKY POPIS CHVENI DESEK

Vysledny tenzor deformace mé tedy tvar
3w 9?w
-z 8212 -z 6€8y 0
0“w 0w
E = —Zz oz 8@/ —Zz ayg 0
o w w
0 0 S (812 + 8y2>

Tenzor napéti jednoduse dopoéitame podle vztahu (2.6)

o 9w 9w 9w 9w
B 1-0o <6x2 + Byz) + Oz2 Ozdy 0
T=—2 9w o 9w + 9w + 9w 0
1+o0 Oz Oy 1—0 \ 022 Oy? Oy?
0 0

0

2.1.2 Funkcional potencialni a kinetické energie

Pomoci tenzort € a 7 mtizeme vyjadrit hustotu potencialni energie
1
u = 5 E E EijTZ'j.
(]

Sectenim trady a integraci pies objem desky ziskdme funkcional popisujici

deformacni (potencialni) energii desky

a/2  a/2
U—Eihg/ / a2_w_|_a2_w 2_|_
N 0x?  Oy?

24 (1 —02)
—a/2 —a/2
2w \? 02w duw
2(1— _ - —— dxd
+2(1-0) [(83:83/) Ox? 32/2] } e

kde a je délka strany ¢tvercové desky a h jeji tloustka. Pro usnadnéni dalsiho
vypoc¢tu bude vyhodné zménit integracni meze transformaci £ = %”3, n= %y

11
2D 2w 02w\’ 92w\ 9%w 0w
UZ?//{( o) TR0-0) [(m) ‘a—ea—m”dfd”’

22 o
(2.10)

kde D = % vyjadiuje jakysi odpor desky proti ohybu.
Kinetickou energii desky ziskame obdobné integraci kinetické energie ele-

mentu desky, jehoz vychylka je w a rychlost w:

1
dT = §w2p dz dy dz.
Po integraci a transformaci mezi je kinetickd energie desky

1 1
1 ow\ 2

—-1-1



2.2. OKRAJOVE PODMINKY 9

Aplikaci Hamiltonova varia¢niho principu pfimo na energie popsané vztahy
(2.10) a (2.11) bychom ziskali pohybovou rovnici desky ve tvaru
0%w h?E

A2 = 0.
DT R Sl

Analytické feseni této diferencidlni rovnice 4. fadu je vSak znadmo jen pro
kruhovy tvar desky. V pripadé c¢tvercové desky je jediné mozné feSeni nu-
merické.

2.2 Okrajové podminky

Obecné okrajové podminky desky jsou pomérné slozité. Pro predstavu je
uvadim, prestoze v dalsim vypoctu nebudou figurovat. Vsechny tii pripady
okrajovych podminek desky (volna, podepfend, vetknutd) jsou podrobné
popsany v [1].

V kazdém volném bodé okraje desky musi platit tyto okrajové podminky:
Pw  *w

0w
—_— —_— in2 — 2 e
e + 8772) + (sin” 0 — cos 0)85877} 0,

oAw

0 .
o +(1- O’)E {cos&sm@ <

2 2 2
Aw+(1-0) {20059sin0 < 0w _ 20 —COSQHa—w>} =0,
n

kde n je normalovy, t tecny vektor okraje desky a 6 oznacuje tthel mezi
normalovym vektorem a osou x (resp. ¢ v transformovanych soutadnicich).

Tyto podminky jsou diky zvolené Ritzové variacni metodé splnény au-
tomaticky.

2.3 Ritzova metoda

Nyni se dostavame do faze feseni, kdy budeme pouzivat tzv. Ritzovu me-
todu analyzy. Budeme postupovat tak, ze do funkciondlu deformacni a kine-
tické energie zabudujeme linearni kombinaci vhodnych funkci tvoricich bazi
a spliujici okrajové podminky. Koeficienty linedrni kombinace urcime ex-
tremalizaci funkciondalu, coz povede k Feseni soustavy obecné nelinearnich
algebraickych rovnic. Pfesnost Ritzovy metody zavisi na vybéru bazovych
funkci, ale dava na zvolené mnoziné funkci nejlepsi mozné feseni. Specialnim
pripadem této metody je i zndma metoda nejmensich ¢tverct.

Vyhodnou moznosti, jak aproximovat funkcional, je zapsat vychylku
w(&,n) jako linearni kombinaci bazovych funkei f,.(£) a fs(n)

p
6 77 = ZZQTsfr s (212)

r=1s=1



10 KAPITOLA 2. MATEMATICKY POPIS CHVENI DESEK

kde ¢, jsou koeficienty linearni kombinace, které dale budeme hledat. Tako-
vych funkei f(&), f(n), které tvoii bazi a zaroven spliuji okrajové podminky
(2.1), je mnoho. Béhem vypocta byl pouzit pfedpis publikovany N. S. Bar-
dellem v [2]

[r/2]

=3 QRO W s ey

n=1

kde r!! = r(r — 2)..(2 nebo 1),0!l = (—1)!! = 1. Nékteré Bardellovy vytvo-
fujici funkce jsou zobrazeny v grafu 2.2. Z dtvodu zapornosti jmenovatele
tento predpis nezahrnuje prvni ¢tyfi tvarové funkce. Misto nich Bardell po-
uziva Hermiteovy kubické zakladni funkce na intervalu [—1;1] (zachyceny
v grafu 2.1) dané predpisem

f1(€) = 1/2 - 3/4¢ +1/48°

f2(6) = 1/8 —1/8¢ —1/8¢6% +1/8¢°
f3(6) = 1/2+3/4¢ — 1/48°

fa(€) = —1/8 —1/8¢ +1/8¢6° +1/8¢°

1-0 T T
B

08| o g e .

N P
0.6} |
0.4} |
0.2 ,, ,,,,,,, 7
0.0 ki }
0.2 - e

-1.0 05 0.0 0.5 1.0

E’n

Graf 2.1: Bardellovy vytvorujici funkce nizsiho fadu
(Hermiteovy kubické zakladni funkce)
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Graf 2.2: Bardellovy vytvotujici funkce vyssiho fadu

Pro pouziti jinych vytvorujicich funkci, tzv. Lagrangeovych polynomi,
je vyhodné zavést na desce déleni p?, kde p oznacuje pocet uzlit v jednom
sméru (obrazek 2.2). Nové soutradnice zahrnujici toto déleni budou potom

(§1,&. .. &pumima .. np).

g &, e,

Obrazek 2.2: Déleni desky

Lagrangeovy funkce jsou dany predpisem

iS]

I1(€ - &)
fo) = SF—— i#n (2.14)
(57‘ - 52)

-
I

bS]

2

Il
—
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Obdobny predpis je pro fs(n). Nékteré tyto funkce pro rtizna déleni desky
jsou na ukéazku zobrareny v grafech 2.3, 2.4, 2.5.

Tvarova funkce v bodé o soufadnici [§,,7s] (nebo jednoduse [r,s]) je
urc¢ena soucinem tvarovych funkci, tedy frs(&,n) = f.(€)fs(n), jak je jiz

vz

uvedeno ve vzorci (2.12). Obecné plati, ze ¢im jemnéjsi je déleni, tim pres-

néjsi je konecné feseni. Zda je tomu tak i v tomto pripadé je diskutovano
v sekci 4.2.
1.2 T T
‘ £y
10 My e N
fg o
08} fo
0.6 | ¥ fg =i
0.4, e
0.2 7/ ‘//4— a
Y ,
02} |
-0.4 N
-0.6 ! !
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
&n

Graf 2.3: Lagrangeovy vytvorujici funkce pro p =5

40 - . . 0.02 .
0% A1 oo1f .
0t 7 . 5 / \\ - _
-20 |/ 4 0.00 prm ;
i fl —_— ,’ NV :
40 b fo —eoeeeees 1 -0.01( 1
-60 ;3 """""" 1 ]
'80 1:—:\ f4 ;77777 i '002 T '
-100 L - > -0.03 -
10 -05 00 05 1.0 04 -02 00 02 04
&n &n

Graf 2.4: Lagrangeovy polynomy fadu 1 az 5 pro p = 20 na celé desce a

v okoli stfedu desky
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500 | f1q4 - 403}
W f15 ***** ;’5" L o
-500 | i 03}
-1000 L - - -0.6 - -
-1.0 -05 00 05 1.0 04 -02 00 02 04
&n &n

Graf 2.5: Lagrangeovy polynomy radu 10 az 15 pro p = 20 na celé desce a
v okoli stfedu desky

2.4 Pohybova rovnice desky

Dosazenim (2.12) do (2.10) dostaneme po tGpravé vyraz

QDZZZZMM / / [P H) +

“1-1
421 0) [FAOL MO S ) = FAOL ) FEm)] |} dean,

kde horni index vyjadiuje fad derivace podle pfislusné proménné. Obdobné
miizeme po dosazeni upravit vyraz pro kinetickou energii. Zavedenim ozna-

¢eni
sk - / f s f k
miizeme potencialni a kinetickou energii desky zapsat jako
U= NS Y aan{IB 10+ 191
T2 qrsqjk sk rjLsk
r s i k
- I21% },
2 ZZZ%% {T

Nyni mame vse potfebné k odvozeni pohybové rovnice kmitajici desky.
Lagrangeova rovnice vyplyvajici z Hamiltonova principu nejmensi akce
ma v nasem pripadé tvar

1
= [ rene

-1

(2.15)

IR IR
+2(1—0) [ 13 (2.16)

pha

(2.17)

oU
Oquu

_dor
dt Oquw

= 0. (2.18)
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Piepokladejme, Ze vSechna gy, se méni se stejnou frekvenci w ([w] = rad-s™1).
Miuzeme proto zapsat Teseni ve tvaru

Guv = Quo exp(—iwt). (2.19)

Po dosazeni (2.16), (2.17) a (2.19) do Lagrangeovy rovnice (2.18) zmizi dvé
sumace (protoze 522 = ,,05,) a dostaneme soustavu p? rovnic s neznadmymi

Iquv
QTS

({0 19032 + P01+ 1213+ 20— o) (113 - 20137}

(K]
2
~grnatsp {1212} ) 3@ o
T

kterou miizeme jednoduseji zapsat pomoci matic jako

([K] = °[M]) {Qrs} =0, (2.20)

kde [K| pfedstavuje matici tuhosti a [M] matici hmotnosti. Obé matice jsou
dimenze p? x p?. Tato rovnice vyjadiuje problém vlastnich hodnot. Kazdé
konstanté (vlastni hodnoté) Q2 = p}i‘ngﬂ odpovida jeden nebo (v pfipadé
degenerace) nékolik vlastnich vektoru se slozkami @,s. Protoze plati znamy

vztah w = 27 f, mizeme z této konstanty jednoduse urcit vlastni frekvence
desky f ([f] = Hz)

4 /D
- 2ma2\| ph

(2.21)

Problém plnéni matice a indexovani jejich prvki je fesen v kapitole 3.2.



Kapitola 3

L ld

° V] » eo 9
Experimentalni zjistovani
obrazcu

Jednim z cilit bakalarské prace bylo sestaveni elektromechanického zafizeni
na buzeni kmiti a s jeho pomoci nasledné vytvoreni Chladniho obrazct na
kovové desce.

Obrazek 3.1: Mérici aparatura s reproduktorem

3.1 Popis aparatury a postup meéreni

Meérici aparatura se skladala z téonového generatoru METEX, zesilovace a
reproduktoru na jedné strané a laboratorniho stojanu, tenkych leteckych
gum (5 x 5mm) a kovové desky o rozmérech 380 x 380 x 3mm ! a hmot-

'Tloustku desky neuvadim ptesnéji, protoze (na rozdil od ostatnich rozmérii) nebyla
zcela konstantni. Jednad se o primérnou hodnotu. Nameétfené hodnoty vcetné chyb jsou
také v tabulce 4.1.

15
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nosti 3,37 kg na strané druhé. Deska byla zavésena na stojanu pomoci gum
vedenych pod deskou do kiize a posypana jemnou krupici umoznujici zvi-
ditelnéni kmitovych médt. Krupice se béhem kmitani desky premistila do
mist (tzv. uzlovych ¢ar), jejichz vychylka byla nulova (w = 0). Pfi vytvareni
obrazct byl reproduktor umistén na nerezonujici podloZzce co nejblize pod
deskou, ale také od ni dostateéné daleko tak, aby ji magnet reproduktoru
neovliviioval. Podle intenzity a frekvence signélu se tato vzdalenost pohybo-
vala v rozmezi 0,5 — 2 cm. Desku tedy rozeznivaly mechanické kmity plochy
reproduktoru prenesené pres tenkou vrstvu vzduchu. Celd métici aparatura
je na obrazku 3.1.

Kvili omezenému vykonu zesilovace a reproduktoru se pro buzeni kmitt
o frekvenci vyssi nez asi 1000 Hz musel pouzit ponékud jiny mechanismus
zaloZzeny na elektromagnetické indukci. Misto reproduktoru se k vystupu
zesilovace pripojila civka o stejném odporu, jako mél reproduktor, namo-
tana pro lepsi manipulaci na specialni drzak. Na desku byl pripevnén maly
valcovy magnet s polem o maximalni indukci 0,5T a hmotnosti 36g. Pro
rozkmitani desky se civka priblizila k magnetu tak, aby se nedotykala desky,
ale pfritom aby magnet ¢astecné tvoril jadro civky. Diky stfidavému proudu
v civce pak vznikajici Lorentzova sila rozkmitala magnet a tim i celou desku
(obrazek 3.2).

Obrazek 3.2: Méfici aparatura s magnetem

Tento zptsob buzeni kmitti se méné hodil pro nizké frekvence. Dochazelo
totiz velice rychle k prehrati civky.

Pridany magnet frekvence kmitovych médt meénil minimalné, protoze
jeho hmotnost byla v porovnani s hmotnosti desky zanedbatelnd (fadové
100krat mensi). Magnet ovlivnil pouze tvar obrazci v pfipadech, kdy nebyl
umistén presné ve stiedu desky. K jistému zkresleni dochéazelo u volné desky
i vlivem gumovych zavést. Tato chyba vsak neni prilis velka a je srovnatelna
s chybou ladiciho zafizeni ténového generatoru.

Prvni vlastni frekvence a obrazce byly zjistény ndhodné postupnym po-
malym ladénim. Tento zpusob experimentu vsak znacné zatézoval jak re-
produktor, tak sluchové organy fyzikt v Sirokém okoli kvili nutnosti vysoké
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intenzity signalu. Navic byl takto naro¢ny na presnost. Ladéni muselo probi-
hat velmi pomalu, a pfesto se kviili omezenym moznostem ladiciho zafizeni
casto nepodafilo rozkmitani desky zachytit.

Pro to, aby kmity desky vtibec nastaly, je totiz dilezitda jednak velmi
presna frekvence, ale také umisténi reproduktoru ¢i magnetu s civkou pod
deskou v kmitné. Z toho dévodu bylo vyhodnéjsi nejprve teoreticky vy-
pocitat frekvence vlastnich kmiti desky a vymodelovat jim odpovidajici
Chladniho obrazce. Potom uz stacilo naladit pfibliznou hodnotu frekvence,
reproduktor ¢i magnet umistit co nejpresnéji do ocekavané kmitny desky a
nakonec frekvenci doladit.

V malém okoli vlastni frekvence desky lze v pfipadé nizsich médu (vétsi
vychylky desky) buzenych reproduktorem pozorovat na desce zaznéje. Zr-
nicka posypu v kmitnach stridavé ,,poskakuji“ s velkou amplitudou nebo
jsou v klidu. K vytvoreni obrazce ale zatim nedochézi, k tomu je potieba
frekvenci doladit. Pii indukénim buzeni téchto médt jsou zaznéje také dobie
slysitelné, protoze nejsou piehluseny reproduktorem. U vyssich méda buze-
nych magnetem se deska pro zménu hlasité rozezni, jakmile dojde k rezo-
nanci. Zaznéje v tomto piipadé nelze dobie pozorovat. Divodem jsou malé
vychylky desky, a také velmi tzky interval, ve kterém lze vlastni frekvenci
zachytit.

Pri kmitani desky, zvlasté pfi nizsich médech s vétsimi vychylkami, se
v kmitnach desky diky proudéni vzduchu shlukovaly prachové ¢astice (ob-
razek 3.3).

Obrazek 3.3: Prachové ¢astice v kmitné
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3.2 Vypocet v programu Maple

Jak jiz bylo uvedeno v predchozi sekci 3.1, bylo z technickych divodu vy-
hodnéjsi vlastni frekvence desky nejprve vypocitat a teprve potom ovérit
experimentem. K vypoctu je pouzit program Maple, vysledné kmity jsou vy-
kresleny programem Gnuplot. Uplny vipis z programu uvadim v dodatku A,
struc¢ny popis programu je obsahem této kapitoly.

Na zac¢atku programu jsou zavedeny parametry matematicko-fyzikalniho
modelu desky (déleni desky — p, rozméry desky — a a h, hustota materidlu
— rho, Youngiv modul pruznosti — E, Poissoniiv pomér — sigma, rozmeér
desky v transformovanych soutadnicich £, — rozmer). Dale je mozné zvo-
lit vytvorujici funkci — £, kterd bude ve vypoctu pouzita, a vybrat volnou
¢i podeprenou desku — Deska. Nasleduje definice vytvorujicich funkci podle
N. S. Bardella véetné dodefinovani prvnich étyf polynomi (Hermiteovy po-
lynomy) (2.13) a zéapis Lagrangeovych polynomut (2.14). Dale je napséna
procedura(F) vybirajici vytvorujici funkei a procedura(II) pro zjednodusu-
jici integraly (2.15).

Pro maticovy zapis soustavy Lagrangeovych rovnic bylo nezbytné prevést
¢tyfi indexy ve vztazich pro energie (2.16), (2.17) na dva indexy maticové,
tzn. indexy (7, s; j, k) zapsat pomoci indext prvka matic (m;n). To je mozné
udélat vice zpusoby (podle toho, ktery index budeme fixovat a ktery mé-
nit). Mnou zvolené pteindexovani odpovida situaci, kdy pfednostné ménime
druhy index (viz nasledujici ptiklad pro p = 3).

-
w0

@OO\ICDO‘(»&CON)»—A‘E
W W N NN ==
N = W N~ Wk~

w
w

Tabulka 3.1: Pieindexovani
Stejnym postupem ziskame index n. Toto indexovani vypada v programu
takto:
index_r:=(m,p) -> trunc((m-1)/(p))+1;
index_s:=proc(m,p)

local zbytek;
zbytek:= m mod (p);
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if zbytek=0 then return (p)
else return zbytek
end if;
end proc;

index_j:=(n,p) -> trunc((n-1)/(p))+1;

index_k:=proc(n,p)
Jocal zbytek;
zbytek:= n mod (p);
if zbytek=0 then return (p)
else return zbytek
end if;
end proc;

Radkovy index matice je potom vyjadien jako
index_m:=(r,s,p) —-> (r-1)*(p)+s;

V dalsi ¢asti jsou naplnény matice a Fesi se problém vlastnich hodnot (2.20).
V této praci je fesen predevsim pfipad volné desky. Vypocet provedeny
v programu Maple (dodatek A) se d4 kompletné aplikovat i na desku pode-
prenou uprostied volbou parametru Deska:=’podeprena’. V pripadé desky
podepiené uprostied je vyhodné zvolit Lagrangeovy funkce a liché déleni
desky (tj. p — liché), aby se jeden uzel shodoval se stfedem desky. Lagrange-
ova funkce f; ma tu vlastnost, ze jeji funkéni hodnoty jsou ve vsech bodech
déleni nulové vzdy s vyjimkou i-tého bodu déleni, jak vyplyva ze vztahu
(2.14) a grafu 2.3. Potom pro vypocet podepiené desky sta¢i v matici [K]
(odvozena od potencidlni energie) vynulovat fadek a sloupec odpovidajici
i-tému bodu desky. V piipadé desky podepfené uprostied se tedy jedna
o (p? + 1)/2-ty fadek a (p? + 1)/2-ty sloupec.
if (Deska=’podeprena’) then
for i from 1 to p~2 do
KK[((p~2+1)/2),i] :=0:
KK[i,((p~2+1)/2)]:=0:
end do:
end if;

vvvvvv

zachovani jejich o¢islovéani). ,,Oc¢islovani“ vlastnich hodnot (vytvoreni matice
p? x 2, kde prvni sloupec jsou ¢isla 1 — p? a druhy sloupec vlastni hodnoty —
bezrozmérné frekvence) je dulezité, abychom zpétné (po sefazeni frekvenci)
dokazali priradit danym vlastnim hodnotam prislusné vlastni vektory, které
jsou soucasti feseni a slouzi k vypoctu vychylek v jednotlivych bodech déleni
desky.

Zavérecna cast programu obsahuje dvé procedury. Prvni pro vypis vy-
chylek v jednotlivych bodech déleni (formou matice) a druhou pro vykresleni
modua.
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Kapitola 4

Vysledky méreni

4.1 Vlastni frekvence a mody

Frekvence a médy byly pocitany a experimentalné ovéreny pro konkrétni
ocelovou (elastické konstanty oceli viz tabulka 2.1) desku, jejiz parametry
jsou uvedeny v nasledujici tabulce.

a [1073m] A [1073m)] m [kg] || p [kg-m~?
380+0,50 3+£0,35 3,37+0,01 H 7780 £ 230

Tabulka 4.1: Parametry desky

Presnost vysledkii zvolené metody vypoctu zavisi na jemnosti déleni
desky (viz sekce 2.3) a na zvolenych vytvorujicich funkcich. Zatimco obor
hodnot Bardellovych polynomii zistava i pfi jemném déleni (p > 17) stéle
konstantni, Lagrangeovy polynomy dosahuji pfi tomto déleni na okrajich
intervalu [-1;1] extremélnich hodnot (graf 2.5). To ma vliv na konvergenci
vlastnich hodnot (viz sekce 4.2). Proto je vyhodnéjsi pro ptresnéjsi vypocet
vlastnich frekvenci volné desky pouzit Bardellovy polynomy, které nezavisi
na déleni p.

Naproti tomu u podeprené desky se vypocet pouzitim Lagrangeovych
funkeci znacné zjednodusi, protoze k feseni stac¢i pouze v matici K vynulovat
fadek a sloupec odpovidajici bodu podepteni (viz sekce 3.2). Bardellovy
polynomy lze v tomto piipadé pouzit jen tehdy, pokud by se k funkcionalu
kinetické a potencidlni energie pridal jesté Lagrangetiv multiplikdtor, pomoci
néhoz se da vyjadrit okrajova podminka v libovolném bodé.

Graf 4.1 ukazuje zavislost namétené frekvence f[Hz| na vypocitané bez-
rozmérné frekvenci 2. Tato zavislost koresponduje se vztahem (2.21). Smér-
nice grafu (s = 5,04 + 0,01) ale vyjadifuje vlastnosti desky presnéji nez
koeficient ve vztahu (2.21) s dosazenymi konstantami F, o, protoze materia-
lové konstanty nebyly pro tuto konkrétni desku zméreny a mohly byt pouze

21
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predpokladany na zakladé materidlu desky. Proto je pro prepocet bezrozmeér-
nych frekvenci na frekvence f [Hz| lepsi pouzit tuto smérnici nez koeficient
ze vztahu (2.21).

2000

1800 f(QI =5,04Q i a
T 1600 o
"é 1400 i
§ 1200 .
fd 1000 v
- 800 o
C A
0 600 o
2 400

-~
200 fpu”
0 X

0 50 100 150 200 250 300 350 400
Bezrozmérna frekvend@

Graf 4.1: Zavislost frekvence f [Hz] na bezrozmérné frekvenci 2

Na nasledujicich stranach jsou pozorované médy a jejich frekvence po-
rovnany s vypocitanymi. V popisku vypocitanych médi je uvedena bezroz-
mérnd frekvence 2 a frekvence f =5,04Q [Hz|.

Vysledky vypoétt médi byly ve tvaru funkce w(&,n). Pro snadné po-
rovnani s experimentem byly vykresleny ,nulové vrstevnice“ funkce w, tedy
k¥ivky, na nichz funkce w nabyva nulové hodnoty. Ty odpovidaji kiivkam,
podél nichz se u prislusného mdédu usporadaji zrnicka krupice.

Fotografie byly upraveny v programu XnView [4]. Nejprve se ofezaly
tak, aby zachycovaly pouze desku s médem. Poté se snizil jas a zvysil kon-
trast snimki. Po pfevedeni do negativu byly obrazky transformovany do
Sedé skaly barev. Konecné se opét upravil jas a kontrast a pocet barev byl
redukovan na dvé (bilou a ¢ernou).

Obrazek 4.1: Originalni a upravena fotografie médu
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Smérodatna odchylka zmérenych frekvenci od vypocitanych frekvenci je
+ 8,73 Hz.

Frekvence, pfi nichz mtze vzniknout vice obrazcu (d, e, 1), jsou tzv. de-
generované (viz sekce 4.3).

Nékteré fotografie (g, p) se zdanlivé vibec neshoduji s predpokladanymi
symetrickymi obrazci a maji na rozdil od nich nizsi symetrii. Tento jev se
neda vysvélit degeneraci. Jedné se nejspise o jemné nehomogenity nebo ne-
presnosti desky (nerovnomérna tloustka), nebo nedokonalé buzeni (ne zcela
presné umisténi magnetu ¢i reproduktoru pod deskou). V pfipadé médu p
dosel ke podobnému vysledku experimentu i E. Chladni (viz obrazek 1).

Béhem experimenti se zdaleka nepodarily vytvotit vSsechny obrazce. Prv-
nich 140 vypocitanych méda pro déleni p = 20 je obsahem dodatku A.

4.2 Konvergence reseni pro ruzné déleni desky a
vytvorujici funkce

V néasledujicich grafech konvergence vlastnich frekvenci je vidét rozdilna sta-
bilita feseni pii pouziti riznych vytvorujicich funkci. Frekvence plné zkon-
vergovaly v obou piipadech pri déleni p = 8 a az do p = 14 se shodo-
valy s pfesnosti na 7 platnych cifer. Zatimco frekvence pocitané s Bardello-
vymi polynomy ziistavaji i nadale se stejnou pfesnosti konstantni, vypocet
s Lagrangeovymi polynomy déva od déleni p = 17 naprosto nepouzitelné
vysledky. Divodem je zfejmé chovani téchto polynomu na okrajich desky
pii vyssim déleni (viz grafy 2.4 a 2.5).
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Graf 4.2: Konvergence prvnich osmi bezrozmérnych frekvenci pii
pouziti Bardellovych funkei
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Graf 4.3: Konvergence prvnich osmi bezrozmérnych frekvenci pri
pouziti Lagrangeovych funkci

4.3 Degenerace modu

na ¢tvercové desce

V pripadé ¢tvercové desky nastava pii nékterych frekvencich jev, ktery mii-
zeme nazvat degenerace médu. Na desce se pii urcité (jedné) frekvenci mo-

hou nezévisle na sobé vytvorit bud

dva obrazce vzajemné otocené o 90° nebo

jejich libovolna linedrni kombinace (obréazek 4.2 a 4.3).

-

\ U
N

_
-

L
-

Obrazek 4.2: Prvni degenerovany méd (2 = 34, 80)

Degenerace je disledkem symetrie ¢tvercové desky. Pii poruseni této sy-
metrie (u obdélniku, kosoc¢tverce apod.) degenerace zanika a kazdé frekvenci

pak prislusi pouze jeden méd.
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Obrazek 4.3: Linearni kombinace degenerovaného mdédu (¢isla vyjadiuji
koeficienty linearni kombinace)

U kruhové desky by byla degenerace jesté vyssi. Obrazce by se v disledku
toho obtiznéji vytvarely, protoze by mohly , prekmitavat® z jednoho na jiny,
ktery se od puvodniho lisi otoc¢enim o libovolny thel.
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Kapitola 5
Zaver

V teoretické ¢asti prace jsou na zakladé teorie elasticity odvozeny vztahy
pro kinetickou a potencialni energii ohnuté desky, popsana metoda feseni a
sestavena pohybova rovnice kmitajici ¢tvercové desky. K numerickému feseni
problému vlastnich hodnot, ke kterému vedla Ritzova metoda, byl napsan
program v prostfedi Maple. Pomoci néj se vypocitaly vlastni frekvence desky
a také vykreslily jeji mddy.

Pro experimentalni buzeni médt byl sestrojen elektronicko-mechanicky
aparat. Obrazce vytvorené timto zafizenim na kovové ¢tvercové desce jsou
v praci porovnany s vypocitanymi mody. Smérodatnd odchylka zmérenych
frekvenci vzhledem k vypocitanym je + 8, 73 Hz, tj. pfiblizné 1% z primérné
frekvence, coz je relativné dobra shoda experimentu s teorii. Na vznik této
odchylky mohly mit vliv nehomogenity desky, dotyk volné desky s gumami
zavésu a prilis hruby krok ladiciho zafizeni. Pro dalsi méfeni by bylo vhod-
néjsi pouzit generdtor s jemnéjsim ladicim zarizenim.

V préci je déle popsana konvergence numerického reseni. Ukazuje se, ze
polynomy zvolené N. S. Bardellem jsou diky vétsi stabilité vhodnéjsi pro
numerické feseni kmitd volné desky. Lagrangeovy funkce se daji pouzit jak
u volné desky, tak s vyhodou u desky podepfené, ale pouze v uzsim intervalu
déleni desky.

Hledani kmitovych mdédi desky je ekvivalentni kvantové-mechanickému
problému hledani vlastnich stavi Hamiltonidnu. V kvantové mechanice je
znadmo, ze symetrie Hamiltonidnu vede k degeneraci vlastnich stavi. Ob-
dobné vlivem ¢tvercové symetrie dochazi u desky k degeneraci nékterych
jejich vlastnich frekvenci. Po sejmuti degenerace snizenim symetrie desky
by odpovidala kazdému mdédu jedina frekvence.

31
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Dodatek B
Vypis programu

p:=5;

sigma:=3/10;
rozmer:=2;

f:="L";
Deska:=’podeprena’;

vytvorujici_funkce_B:=proc(r,xi)
local horni_mez;
if(type(r,even)) then horni_mez:=(r-1)/2
else horni_mez:=r/2
end if;
sum((-1) "n*doublefactorial (2*xr-2*n-7)*xi~ (r-2%n-1)/
(2°n*n!*(r-2#%n-1)!) ,n=0. .horni_mez ) ;
end proc;

prvni_polynomy_B:=proc(r,xi)
if(r=1) then return(1/2-3/4*xi+1/4%*xi"~3) end if;
if (r=2) then return(1/8-1/8*xi-1/8%xi"2+1/8*xi"3) end if;
if (r=3) then return(1/2+3/4*xi-1/4%*xi"~3) end if;
if (r=4) then return(-1/8-1/8*xi+1/8*xi"2+1/8*xi"3) end if;
end proc;

xi_i:=(i) -> rozmer/(p-1)*(i-1)-1;
vytvorujici_funkce_L:=proc(r,xi)
local i;
product (xi-xi_i(i),i=1..(r-1))
xproduct (xi-xi_i(i),i=(r+1)..(p))
/product (xi_i(r)-xi_i(i),i=1..(r-1))
/product (xi_i(r)-xi_i(i),i=(r+1)..(p));
end proc;

F:=proc(f,r,xi)
if (f=’B’) then
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if (r<5) then prvni_polynomy_B(r,xi);
else vytvorujici_funkce_B(r,xi);
end if;
else vytvorujici_funkce_L(r,xi);
end if;
end proc;

II:=proc(alpha,beta,r,j)
if (alpha=0 and beta=0) then
return int(F(f,r,xi)*F(f,j,xi), xi=-1..1)
end if;
if (alpha=0 and beta<>0) then
return int(F(f,r,xi)*diff(F(f,j,xi), xi$beta), xi=-1..1);
end if;
if (alpha<>0 and beta=0) then
return int(diff(F(f,r,xi), xi$alpha*F(f,j,xi), xi=-1..1)
end if;
if (alpha<>0 and beta<>0) then
return int(diff(F(f,r,xi), xi$alpha)*diff (F(f,j,xi), xi$beta),
xi=-1..1)
end if;
end proc;

index_r:=(m,p) -> trunc((m-1)/(p))+1;

index_s:=proc(m,p)
local zbytek;
zbytek:= m mod (p);
if zbytek=0 then return (p)
else return zbytek
end if;
end proc;

index_j:=(n,p) -> trunc((n-1)/(p))+1;

index_k:=proc(n,p)
local zbytek;
zbytek:= n mod (p);
if zbytek=0 then return (p)
else return zbytek
end if;
end proc;

index_m:=(r,s,p) -> (r-1)*(p)+s;



mm:=(m,n) -> II(0,0,index_r(m,p),index_j(n,p))
*I1(0,0,index_s(m,p),index_k(n,p));
M:=Matrix((p)~2,mm) ;

kk:=(m,n) -> II(2,2,index_r(m,p),index_j(n,p))
*I1(0,0,index_s(m,p),index_k(n,p))+
I1(0,0,index_r(m,p),index_j(n,p))
*II1(2,2,index_s(m,p),index_k(n,p))+
sigma*(II(2,0,index_r(m,p),index_j(n,p))
*I1(0,2,index_s(m,p),index_k(n,p))+
I1(0,2,index_r(m,p),index_j(n,p))
*11(2,0,index_s(m,p),index_k(n,p)))+
2x(1-sigma)*II(1,1,index_r(m,p),index_j(n,p))
*II(1,1,index_s(m,p),index_k(n,p));
K:=Matrix((p) "2,kk,shape=symmetric);

MM:=convert(M,matrix) :KK:=convert (K,matrix)

if (Deska=’podeprena’) then
for i from 1 to p~2 do
KK[((p~2+1)/2),i] :=0:
KK[i,((p~2+1)/2)]:=0:
end do:
end if;

Omega_2:=evalf (Eigenvals (KK,MM,vlastni_vektory));

Omega:=(i,j) -> if (j=1) then i
else Re(sqrt(Omega_2[i]))
end if;
Omega_tmp:=Matrix((p)~2,2, Omega);
convert (Omega_tmp,matrix) :

freq_sort:=proc(Arr,rozmer)
local mat_tmp,list_tmp;
mat_tmp:=[seq] ([Arr[i,1],Arr[i,2]],i=1..rozmer);
list_tmp:=sort(mat_tmp, proc(vl,v2) evalb( vi[2]
<= v2[2] ) end proc );
return Matrix(list_tmp):

end proc;

evec_mat_sort:=proc(evec,0m_vec)
local mat_tmp, i_tmp, mdim, i, j;
mdim:=LinearAlgebra:-RowDimension(evec);
mat_tmp:=array(l..mdim,1..mdim) ;
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for i from 1 to mdim do
i_tmp:=0m_vec[i,1];
for j from 1 to mdim do
mat_tmp[j, il:=Re(evec[j,i_tmpl);
end do;
end do;
return Matrix(mat_tmp);
end proc;
Omega_sorted:=freq_sort (Omega_tmp, (p) "2);
convert (Omega_sorted,matrix) :

evec:=evec_mat_sort(convert(vlastni_vektory,Matrix),
Omega_sorted) ;

convert (evec,matrix) :

sort (convert (map (Re,map(sqrt,Omega_2)) ,1list)):

data:=proc(i)
local vychylka,Obrazky_dat,fd,XI,ETA:
vychylka:=add(add(evec[index_m(r,s,p),i]
* F(f,r,xi) * F(f,s,eta),r=1..p),s=1..p):

if (Deska=’podeprena’) then
Obrazky_dat:=cat ("Obrazky_podeprena/obrazek_",i,".dat");
else
Obrazky_dat:=cat ("Obrazky_volna/obrazek_",i,".dat");
end if;

fclose(Obrazky_dat) ;
fd:=fopen(0Obrazky_dat,WRITE) ;
for XI from -1 by 0.02 to 1 do
for ETA from -1 by 0.02 to 1 do
fprintf (£d,"%.4f ",evalf (subs(xi=XI, eta=ETA,vychylka)));
end do;
fprintf (£d,"\n");
end do;
fclose (fd);
end proc;

mody : =proc (i)
local vychylka,Obrazky:
vychylka:=add(add(evec[index_m(r,s,p),i]
* F(f,r,xi) * F(f,s,eta),r=1..p),s=1..p):

if (Deska=’podeprena’) then



Obrazky:=cat ("Obrazky_podeprena/obrazek_",i,".ps");
else
Obrazky:=cat ("Obrazky_volna/obrazek_",i,".ps");
end if;
plotsetup(ps,plotoptions=‘colour=cmyk,
noborder ¢ ,,plotoutput=0brazky) ;
plot3d(vychylka,xi=-1..1,eta=-1..1,orientation=[0,0],
style=patchcontour,color=vychylka,
scaling=constrained,contours=[0], grid=[50,50]);
end proc;

for i from 4 to p~2 do
data(i);
end do;

for i from 4 to p~2 do
mody (1) ;
end do;
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