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Anotace

Povrchové napéti kapalin méa puvod ve vzajemné pritazlivosti molekul a projevuje se
snahou kapaliny zaujmout tvar s co nejmensim povrchem. Existence povrchového napéti
ma rozsahlé dusledky v prirodé i technické praxi. Tato prace se vénuje analyze nékolika
jevu, v nichz hraje povrchové napéti zasadni roli. Vysledky vyplyvajici z vypracovanych
teoretickych modelu jsou srovnany se zavéry provedenych experimentu.

Annotation

Surface tension of liquids is caused by the attraction between the molecules and shows
itself by tendency of liquid to take the shape with minimal surface. The existence of
surface tension has large consequences in nature and technical practice. This thesis deals
with several effects in which the surface tension plays fundamental role. The results of
theoretical models that have been developed are compared with conclusions of realized
experiments.
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Kapitola 1

Uvod

Povrchové napéti je zajimavy fyzikalni jev, ktery vznikd na rozhrani kapalné a plynné
faze. Povrchova vrstva kapaliny ma odlisné vlastnosti nez zbytek kapaliny a chova se jako
pruzné blana. Na hladinu kapaliny muzeme opatrné polozit malou minci ¢i jehlu a pokud
blanu neprotrhneme, zustane predmeét lezet na hladiné, aniz by se potopil.

Puvod povrchového napéti muzeme objasnit pomoci celkové potencialni energie mo-
lekul kapalinového télesa. Vezméme kulovou kapku kapaliny a zacnéme ji deformovat do
tvaru valce. Stfedni hodnota vzdalenosti mezi dvéma molekulami je ve valci vétsi nez
v kouli, pfi deformaci tedy prumérné dochazi ke vzdalovani molekul. Abychom molekuly
od sebe mohli vzdélit, musime prekonat vzdjemné pusobici pritazlivé sily, tj. je tfeba
vykonat urcitou praci. Odpudivé sily zde neni tfeba uvazovat, nebot ty ptisobi pouze na
velmi malych vzdalenostech. Da se ukazat, ze vykonand prace je pfimo imérnad zméné
povrchu kapaliny. Jinak fec¢eno, zména celkové potencialni energie kapalinového télesa
béhem deformace je pfimo imérna zméné povrchu, bez ohledu na tvar télesa. V dusledku
toho se kapalina v ramci moznosti prislusnych konkrétni fyzikalni situaci snazi zaujmout
tvar s co nejmensim povrchem, chova se podobné jako by jeji povrch byl tvofen tenkou
pruznou blanou. V beztizném stavu na obézné draze kolem Zemé zaujme kapka kapaliny
presné kulovy tvar, protoze koule je pro dany objem ttvar s nejmensim moznym povrchem.
Na rozhrani kapaliny a pevné latky, plynu a pevné latky ¢i dvou ruznych kapalin dochéazi
k analogickému jevu jako na rozhrani kapaliny a plynu, v tomto piipadé se obvykle pouziva
termin mezifazové napéti.

Existence povrchového napéti ma rozsahlé dusledky v prirodé i technické praxi. Zna-
mym prikladem je pohyb vodomeérek po hladiné rybniku. Diky nesma¢ivym chloupkim na
jejich koncetinach se povrchova vrstva vody neprotrhne, ale jen lehce prohne, a povrchové
napéti udrzi vodomeérku na hladiné.

Vodni ptaci mohou plavat na vodé diky mezifazovému napéti. Vrstvicka oleje na
pirkach odpuzuje vodu, ktera nemuze proniknout pod horni vrstvu pefi. Jednoduse fec¢eno,
mezi mastnym pefim a vodou je relativné velké mezifazové napéti, které pronikani vody
pres fazové rozhrani zabranuje. Mezi pirky ve spodnéjsich vrstvach zustava mnoho vzdu-
chu, ktery pomaha vodniho ptédka nadnéset. Zaroven suché vnitini peti funguje jako izolace
téla od studenéjsi vody. Velky problém nastava pti havariich ropnych tankeru. Pokud ropa
unikne do more, zkoncentruje se v tenké vrstvé na hladiné a vytvoii tzv. ropnou skvrnu.
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Ptaci zasazeni ropnym povlakem se utopi, zmrznou anebo se otravi piimo samotnou ropou.

V zemédélstvi se vyuziva vlastnosti povrchového napéti napt. pri pripravé chemickych
postiiku tak, aby rozprasovana kapalina ulpéla jen na vybraném druhu rostlin.

Na jevech spojenych s povrchovym napétim jsou zalozeny cela odvétvi chemie. Napi.
koloidni chemie se zabyva studiem vlastnosti a vyuziti soustav, ve kterych je jedna latka
velmi jemné (koloidné) rozptylena ve druhé. Takové soustavy netvori ani homogenni smési,
ale ani radné se chovajici vicefazové soustavy.

Tato prace se vénuje analyze nékolika jevi, v nichz hraje povrchové napéti zasadni roli.
Vychodiskem feseni témeér vSech ndmi uvazovanych problému je tzv. Laplaceova- Youngova
rovnice popisujici rozdil tlaku nad a pod zakfivenym povrchem fazového rozhrani, proto
je ji na zacatku textu vénovana samostatna kapitola.

Prvnim zkoumanym jevem bude chovani tenké vrstvicky kapaliny, kterd se diky povr-
chovému napéti udrzi v kruhovém draténém ramecku poté, co jej vytdhneme z nadoby
s kapalinou. Pro dané okrajové podminky nalezneme tvar, ktery blana zaujme. V dalsi
kapitole se pokusime popsat tvar bubliny vzduchu nachazejici se na hladiné kapaliny.
Podobného postupu jako u bubliny pak pouzijeme u néasledujiciho tématu, kdy se budeme
zabyvat presahem kapaliny pres okraj nadoby, ke kterému dojde pii jejim preplnéni. Tento
efekt je opét podminén existenci povrchového napéti. Posledni a nejrozsdhlejsi ¢ast bude
vénovana popisu chovani tenkého proudu kapaliny, ktery vytéka z otvoru, jehoz prurez
neni presné kruhovy. Ukazeme, ze vlivem povrchového napéti za¢ne tvar prufezu proudu
oscilovat kolem kruhového tvaru s urcitou charakteristickou frekvenci, navenek se tyto
oscilace projevi jako tzv. kapilarni viny.

Teoreticky rozbor jednotlivych problému je doplnén popisem a vyhodnocenim expe-
rimentt, které byly provedeny za tcelem ovéreni spravnosti vypracovanych teoretickych
modelu. V piipadé tenké vrstvicky kapaliny a presahu kapaliny nad okrajem nédoby
porovname skutecny tvar kapaliny s tvarem urcenym na zdkladé numerického feseni
prislusnych diferencialnich rovnic. Pro bublinu na hladiné kapaliny se pomoci numerické-
ho teseni rovnic pokusime alespon vykreslit tvar bublin riznych velikosti. Nejrozsahlejsi
experimentalni cast se pak bude zabyvat chovanim proudu kapaliny. Pro konkrétni ne-
kruhové vytokové otvory vybudime oscilace povrchu proudu s charakteristickou tihlovou
frekvenci, kterou zmétrime a srovname s teoreticky vypoctenou hodnotou.



Kapitola 2

Laplaceova-Youngova rovnice

Fyzikélni velicina povrchové napéti o je definovana jako sila, kterd pusobi ve sméru teény
k povrchu kapaliny kolmo na tsecku jednotkové délky mysleného fezu povrchem. Pro
velikost sily dF’ pusobici kolmo na tsecku fezu povrchem délky dl potom plati vztah

dF = odl. (2.1)

Povrchové napéti ma ve vsech mistech povrchu kapaliny stejnou velikost.

V roce 1805 ukdzal Thomas Young (a nezdvisle na ném o néco pozdéji i Pierre Simon
de Laplace), ze mechanické vlastnosti povrchové vrstvy kapaliny jsou shodné s chovanim
tenké pruzné blany. U této analogie je tieba davat pozor predevsim na to, ze velikost
povrchového napéti u blany zavisi na jeji velikosti, zatimco u kapalin tomu tak neni.

Pomoci této predstavy muzeme odvodit podminku mechanické rovnovahy pro zakii-
vené rozhrani kapaliny a plynu. Na Obrazku 2.1 je znazornén fez zakfivenym povrchem
kapaliny (plyn je nad rozhranim, kapalina pod nim). Pro jednoduchost uvazujme nejdiive
valcovy povrch. Oba oblouky AB a CD maji polomér kiivosti ry, stfedovy tihel dp a délku
dl. Useéky BC a AD maji shodnou délku ds.

Na plosku ABCD pusobi ¢tyti sily pochazejici od povrchového napéti. Ze symetrie je
jasné, ze F3 4+ F4 = 0. Soucet zbyvajicich dvou sil F; a Fy oznac¢ime jako Fy, 5. Pusobisté
této sily muzeme umistit do stiedu S plosky ABCD, smér je ziejmy z obrazku. Pro jeji
velikost plati

d
Fiyo = 20dssin ?90 . (2.2)
Pro malé thly de muzeme aproximovat sin %‘0 = %” a mame
Fi o = odsdp. (2.3)

Pusobi-li na rozhrani ze strany kapaliny tlak py, a ze strany plynu tlak pou:, nastane
rovnovaha pouze v pripadeé, ze vysledna sila na rozhrani je nulova. Tedy

(Pin — Pout)dlds = Fi 2. (2.4)

Vyjadrenim sily Fi,o z rovnice (2.3), vyuzitim vztahu dl = ri;dp a drobnou tpravou
dostaneme o
Pin — Pout = — - (25)
1
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Obrézek 2.1: Rez povrchem kapaliny

Tato rovnice je specidlnim ptipadem tzv. Laplaceovy-Youngovy rovnice. Jeji obecné vy-
jadreni obdrzime analogickym postupem pro obecné zakfiveny povrch. Ten v daném bodé
charakterizuji dva poloméry kiivosti r; a ry, které mérime ve vzdjemné kolmych smeérech
v roviné tecné k povrchu sestrojené v tomto bodé. Obecné vyjadieni Laplaceovy-Youngovy
rovnice pak nabyva tvaru
Pin — Pout = O (1 + 1) . (26)
o T2
Posledni rovnice nam tika, ze tlak pod zakiivenym povrchem je vzdy vétsi nez tlak nad
nim a rozdil téchto tlaku je pfimo umérny povrchovému napéti kapaliny. Slovem , pod“
zde musime rozumét stranu, ze které se povrch jevi jako vypoukly (konvexni), slovem
,nad“ stranu, ze které je povrch duty (konkdvni). Toto tvrzeni samoziejmé plati i pro
obraceny pripad, kdy je pod zakfivenym povrchem plyn, napit. bublinka vzduchu ve vodé.
Rovnice (2.5), popt. (2.6) budou vychozim bodem pro vétsinu z ndmi fesenych probléma.
Polomeéry krivosti muzeme vypocitat pomoci vzorcu znamych z analytické geometrie.
V rovinném piipadé obvykle volime soustavu souradnic tak, ze osa z je svisla (smér shodny
se smérem tihového zrychleni) a osa = vodorovna. Pak pro kiivku popsanou funkci z(z)
vypocéteme prvni polomér kiivosti ry ze vztahu
1 2\2
Py = HZZ) , (2.7)
kde carka znaci derivaci podle x-ové soutradnice. V piipadé, zZe je nami studovany tutvar
symetricky vuéi libovolné rotaci kolem osy z, muzeme vyuzit prevodu do valcovych
soufadnic. Pak hleddme kiivku z(r), kde r je vzdalenost od osy z. Pro poloméry kiivosti
lze pouzit vzorce , )
1+ 27)2 r(1+ 2?)2
SR L) SRS L) 29
kde tentokrat ¢arka znaci derivaci podle soutadnice r.



Kapitola 3

Vrstvicka kapaliny mezi dvéma
prstenci

Méjme dva shodné kruhové prstence o poloméru r. Umistime je rovnobézné vedle sebe ve
vzdélenosti 2a tak, aby spojnice stfedu byla kolma na roviny prstencu. Jaky tvar bude
mit tenka vrstvicka kapaliny natazena mezi prstenci?

3.1 Teoretické reseni

Zvolme soustavu soutadnic podle Obrazku 3.1. Osa z je shodnd se spojnici stiedu prs-
tencu, pocatek je ve stfedu této spojnice. Osa z je kolmd na osu z a ma pocatek v témze
bodé. Povrchova energie kapaliny bude nejmensi, pokud povrch membrany bude nejmensi
mozny.

z(x)

Obréazek 3.1: Vrstvicka kapaliny mezi dvéma prstenci

Vzhledem k symetrii problému muzeme fict, ze iloha spoc¢iva v nalezeni kiivky z(z),
jejiz rotaci kolem osy x dostaneme plochu s nejmensim povrchem. Povrch S je vyjadien

integralem
S:27r/zx/1+z’2dx. (3.1)
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Hledéni minima funkcionalu S[z(z)] provedeme pomoci varia¢niho po¢tu. Oznaéme F' =
2v/1 4 2”2, Funkce F' musi spliiovat Eulerovu rovnici

d
F,——F,=0. 2
dx 0 (3:2)

Protoze funkce F' nezavisi explicitné na soutadnici x, muzeme pouzit prvni integral této
rovnice

F—ZF,=C. (3.3)

Po dosazeni a zjednoduseni dostavame diferencidlni rovnici

2=+ 22, (3.4)

Substituci q
2 = £ = sinh ¢ (3.5)

v rovnici (3.4) dostaneme parametrické vyjadreni
z = C}cosht. (3.6)

Diferenciaci posledniho vysledku, dosazenim do rovnice (3.5) a naslednou integraci dosta-
neme druhou parametrickou rovnici

Po vylouc¢eni parametru t obdrzime vysledek

z = (] cosh (x_CQ) )

G (3.8)

Konstanty C; a Cs uréime z okrajovych podminek. Pro nami zvolenou soustavu soutadnic
musi konstanty spliiovat rovnice

a
Cy =0, Cicosh — =r. (3.9)
Ch
Krivka popsand rovnici (3.8) se nazyva fetézovka. Muzeme ji nalézt i v dalsich fyzikéalnich
situacich, napt. pti hledéni tvaru fetézu provéseného v tthovém poli mezi dvéma body —
prave diky tomuto problému ziskala své jméno.

3.2 Experiment

Pii experimentalnim ovéreni tvaru blany jsem zvolil nésledujici postup. Pro vyrobu prs-
tence jsem pouzil PET lahev, z niz jsem ustiihl tvrdé hrdlo i s ¢asti tenkého plastu
pod nim tak, aby spodni okraj mél tvar kruznice. Do mélké nadobky jsem nalil kapali-
nu pouzivanou v ,,bublifucich“ a ponofil do ni kruhovy okraj plastu. Poté jsem jej zacal
pomalu vytahovat a mezi plastem a povrchem kapaliny se vytvorila rotacné symetricka
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bldna. Ptitom bylo tfeba, aby prstenec byl rovnobézny s hladinou kapaliny v nadobce. Je
ziejmé, ze tak vznikla jen polovina bliny zakreslené na Obrazku 3.1 (napf. pro x > 0),
nicméné vzhledem k symetrii situace to na jeji profil nemeélo zadny vliv.

Fotografie vytvorené blany je na Obrazku 3.2. Profil je charakterizovan rozdilem polo-
meéru d v nejuzsi a nejsirsi ¢asti a rozdilem vysek h mezi témito dvéma misty. Pro vypocteni
¢asti fetézovky, jez by meéla byt shodnd s profilem blény, je tfeba znat pomér h/d. Pro
nasi fotografii vyslo h/d = 1,23. Vypoctend kiivka je spolu s pomocnym rameckem
umoznujicim méfeni parametru h a d prilozena k fotografii. Shoda profilu blany s kiivkou
je velmi dobra.

Obréazek 3.2: Blana mezi prstencem a hladinou kapaliny



Kapitola 4

Bublina vzduchu na hladiné kapaliny

Vezméme otevienou nadobu naplnénou kapalinou. Pod trovni hladiny se ve sténé nadoby
nachazi maly otvor, kterym muzeme do kapaliny vhanét vzduch. Vznikla bublinka vzduchu
vystoupa k hladiné, kde po chvilce zaujme urc¢ity rovnovazny tvar, jenz se bude pro ruzné
velké bubliny lisit. Jaky tvar to bude?

4.1 Teoretické resSeni

Bublina vzduchu a okolni hladina kapaliny zaujmou takovy tvar, aby celkova energie
soustavy byla minimalni. Ze symetrie ulohy je zfejmé, ze tvar bubliny je invariantni vzhle-
dem k rotaci kolem svislé osy prochazejici vrcholem bubliny. Tuto osu ztotoznime se
soufadnicovou osou z. Rovina zy je na osu z kolmé a ve velké vzdalenosti od bubliny
je shodna s vodorovnou hladinou kapaliny. Pocatek soustavy soufadnic je jednoznacéné
definovan prunikem vsech tii souradnych os.

z

Obrézek 4.1: Rez bublinou vzduchu na hladiné kapaliny

Na Obrazku 4.1 je nacrtek fezu bublinou a okolni kapalinou v roviné zz. Definujme
pomoci néj nékolik bodu, které budou pii popisu bubliny uzitecné. Pfitom staci analyzovat
pouze jednu stranu, nebot fez je osové symetricky podle osy z. NejniZe polozeny bod

8
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povrchu bubliny ozna¢ime D. Od néj smérem nahoru je povrch urcen fazovym rozhranim
mezi vzduchem a kapalinou. Bod C lezi v roviné z = 0. Nad trovni volné hladiny se
povrch déle zaktivuje do bodu B, v némz ma tecna ke kiivce svisly smér. O néco vyse nad
bodem B lezi bod A, v némz se styka povrch bubliny doposud zakresleny ¢ervenou barvou
s povrchem okolni kapaliny vyznacenym zelené. Bod F lezi na kiivce popisujici hladinu
okolni kapaliny v takové vzdélenosti od bubliny, kde se hodnota jeho z-ové soutradnice blizi
nule. Od bodu A smérem nahoru az na vrchol E oddéluje vzduch v bubliné od vzduchu
v atmosfére tenkd vrstvicka kapaliny seviend mezi dvéma povrchy (okolni kapaliny a bu-
bliny). Pii vypoctech budeme zanedbévat konec¢nou tloustku této vrstvy a oba povrchy
ztotoznime (modra kiivka).

Zaktiveni hladiny kapaliny smérem nahoru v tésném okoli bubliny lze jednoduse pro-
kazat pomoci Obrazku 4.2. Zde je bublina vyfotografovana shora, pricemz pod nadobu
s vodou jsem umistil ¢tvereckovany papir. Zcela jednoznacné je vidét deformace obrazu
¢tvercové sité zpusobena zakiivenim hladiny.

Obréazek 4.2: Zaktiveni kapaliny v okoli bubliny

Pro prvni vypocty si situaci zjednodusime modelem nekonecné dlouhé valcové bubliny,
jejiz podélna osa je shodna s osou y. Pak muzeme Obrazek 4.1 pouzit jako nacrtek rezu
valcovou bublinou. Misto toho, abychom hledali povrch rotacné symetrické bubliny urc¢eny
dvourozmérnou plochou z(z,y) v trojrozmérném prostoru, budeme hledat diferencidln{
rovnici popisujici jednorozmérnou kiivku z(x) lezici v roviné. Pii vypoétech tedy staci
uvazovat jen prvni polomér kiivosti ry.

Jestlize je bublina v rovnovéze, je tlak v celém jejim objemu konstantni (zde zaned-
bavame zavislost tlaku vzduchu na vysce v tihovém poli). Protoze je povrch bubliny
zaktiveny, je tlak uvniti p;, vyssi nez atmosféricky tlak p,. Podle Laplaceovy-Youngovy
rovnice (2.5) mezi nimi plati vztah

20
Din = Pa + —, (41)

To
kde r¢ je polomér kiivosti povrchu v oblasti nad bodem A. Protoze py, i p, jsou konstantni,
bude v této oblasti konstantni i polomeér rq. Jinak feceno, tvar kiivky mezi body A a E je
¢asti kruznice. Faktor 2 v druhém ¢lenu na pravé strané vyjadiuje skutecénost, ze vrstvicka



KAPITOLA 4. BUBLINA VZDUCHU NA HLADINE KAPALINY 10

kapaliny mezi body A a E ma dva povrchy. Tlak v kapaliné mezi témito povrchy je roven
Pat o5

Od bodu A smérem dolu je tlak v kapaliné p,,; dan souc¢tem atmosférického a hydro-
statického tlaku. V nami zvolené souradné soustavé plati

Pout = Pa — PYZ (4.2)

pricemz g je tihové zrychleni a p hustota kapaliny.

Zvolme jedno konkrétni misto na kfivee z(z), v némz mé polomér kiivosti hodnotu r;.
7 vnitini strany bubliny pusobi na rozhrani tlak p;,, ze strany kapaliny tlak po. . Protoze
je soustava v rovnovaze, musi platit Laplaceova-Youngova rovnice

o
Pin — Pout = — - (43)
™
Vyjadfenim tlaku podle predchozich rovnic a poloméru kiivosti dle rovnice (2.7) dostaneme
po drobné upravé diferencialni rovnici

2" 20

gy —o——— + 2 =0, 4.4
s (1+22) 70 (44)

Tuto rovnici lze jesté lehce upravit. Oznac¢ime-li

o
L=, ,—, (4.5)

Pryg

muzeme zavést substituci

r=LX, z2=LZ. (4.6)

Odvodime vztahy pro prvni a druhou derivaci (¢arka znaci derivaci podle piislusné z-ové
souradnice, tedy x nebo X)

Z//
/ — Z/ 7 - - 47
a oznacime Ry = ro/L. Po aplikaci substituce v rovnici (4.4) dostaneme
Z" 2
- 0. (4.8)

7_‘_7 —
(1+272): R

Vytesime-li tuto diferencialni rovnici, ziskdme po navratu k puvodnim proménnym ptredpis
pro kiivku z(z) popisujici tvar vélcové bubliny pod bodem A.

Béhem tprav jsme zavedli veli¢inu L, jez se obvykle nazyva kapildrni délka. Rozméro-
vou zkouskou se muzeme jednoduse presveédcit o tom, ze jeji jednotkou je metr. Fyzikalni
vyznam kapilarni délky muzeme ilustrovat na nasledujici situaci. Bublina vzduchu nacha-
zejici se v kapaliné zaujme témér tvar koule o poloméru r, jestlize tlak uvniti bubliny
bude o hodné vétsi nez rozdil hydrostatického tlaku v kapaliné mezi dvéma misty, jejichz
vyska se 1isi o 2r. Musi platit

2
70 > 2rpg . (4.9)
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Faktor 2 na levé strané vyplyva z toho, ze v ptipadé kulové bubliny je tfeba pocitat
s obéma poloméry kfivosti, pfitom oba maji stejnou hodnotu r. Zavedenim L dostaneme

L > r?. (4.10)

Kapilarni délka L tedy vyjadiuje, jak mald musi bublina byt, aby nebyla deformovana
vlivem tihového pole. Obecnéji feceno, pomér velikosti studované soustavy vuéci kapilarni
délce urcuje, zda budou prevazovat efekty zpusobené povrchovym napétim nebo tihovym
polem. Pro vodu ¢&iselné vychézi priblizné L = 2, 7 mm.

Vratme se nyni zpét k bubliné na hladiné. Jesté zbyva urcit tvar povrchu okolni ka-
paliny. Jak bylo uvedeno vyse, hladina pobliz bubliny bude zakfivena smérem vzhuru.
Shora na ni ptusobi atmosféricky tlak p,, zespodu ze strany kapaliny je tlak vlivem zakiiveni
0 néco nizsi nez atmosféricky. Abychom se diky narustu hydrostatického tlaku v kapaliné
dostali pod zakfivenym povrchem na trovni Z = 0 na hodnotu atmosférického tlaku,
musi byt pro model vélcové bubliny splnéna rovnice

"
Z — 273 =0. (4.11)
(1+27)z
Na Obrazku 4.1 jsme jednotlivé ¢asti kiivek oznacili barvami. K povrchu bubliny
urcenému diferencidlni rovnici (4.8) a zndzornénému Cervenou barvou se v bodé A tésné
primyka povrch okolni kapaliny urceny rovnici (4.11) a zakresleny zelené. Nad bodem
A pokracuji oba povrchy oddéleny jen velmi tenkou vrstvickou kapaliny, proto jsme je
v nac¢rtku nahradili modrou kfivkou, ktera je ¢asti kruznice. V bodé A tedy nutné dochazi
ke skokové zméné poloméru kiivosti. Aby byl bod A v rovnovazném pripadé v klidu, musi
byt piislusné jednostranné derivace vSech tii kiivek v tomto bodé shodné. Pokud by
shodné nebyly, ptusobila by na bod A nenulova vysledna sila pochazejici od povrchového
napéti.
Prejdéme k modelu rotac¢né symetrické bubliny. Vzhledem k symetrii ulohy je vyhodné
pouzit polarni souradnice. Na nacrtku fezu bublinou (viz Obrazek 4.1) sta¢i zménit ozna-
¢eni kartézské osy x na polarni osu r. Nad drovni bodu A tvori povrch bubliny cast
polokoule o poloméru rq, uvniti bubliny ma vzduch tlak
Pin = pa+ 2| (4.12)
To
Faktor 4 se v druhém clenu na pravé strané objevi proto, ze je tfeba brat v tivahu oba
poloméry kfivosti, jenz jsou v pripadé polokoule shodné. Vyjadreni tlaku v kapaliné
zustavd shodné s rovnici (4.2). Pro oblast pod bodem A je tieba pouzit Laplaceovu-
Youngovu rovnici ve tvaru
Pin — Pout = O (1 + 1) . (413)
L

Vyjadienim jednotlivych ¢lenu a tpravou dostaneme pro kiivku z(r) popisujici tvar

bubliny diferencialni rovnici
2" 2 4o

zZ—0 — 0
P9 (1+272)% r(1+22)2 1o

=0. (4.14)
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Zavedenim substituce
r=LR, z=LZ (4.15)

zcela analogické substituci (4.6) dostaneme diferencidlni rovnici (4.14) ve tvaru
Z" Z' 4

Z — 3 T+ 5 =
(1+272): R(1+27?)2 R

0. (4.16)

Analogickou tivahou jako u valcové bubliny dospéjeme pro tvar povrchu kapaliny okolo
rotacné symetrické bubliny k diferencidlni rovnici
Z// Z/
Z — - — -=0. (4.17)
(14+27)2  R(1+2Z7)2

4.2 Numerické reseni

Nalézt analytické feseni rovnic (4.8) a (4.11) pro model valcové bubliny nebo rovnic (4.16)
a (4.17) pro rotacné symetrickou bublinu se mi nepodafilo. Pokusil jsem se tedy alespon
o numerické feseni tvaru valcové bubliny za pomoci programu GNU Octave.

Vyuzijeme predchoziho rozdéleni na tti kiivky dle Obrazku 4.1. Za¢neme s feSenim
rovnice (4.8) pro spodni ¢ast povrchu bubliny. Pevné zvolime hodnotu poloméru kfivosti
Ry. Z-ovou soutadnici bodu D oznaéime Zp a derivaci v tomto bodé Z},. Na zacatku
zvolime hodnotu Zp libovolné. Z teoretického rozboru vyplyva, ze derivace Z, je rovna
nule, nicméné pro numerické feseni je tfeba zvolit velmi malou, avsak nenulovou hodnotu.
Pro tyto pocateéni podminky program vygeneruje kiivku mezi body D a B.

Pro vypocet kiivky dale nad bod B je tieba u druhého clenu na pravé strané v rovnici
(4.8) zménit znaménko. Nové pocateéni podminky udéva Z-ova souradnice bodu B a deri-
vace v tomto bodé. Vypocteme ¢ast kiivky nad bod B, avsak zatim nevime, kde piesné se
nachazi bod A. Déle vygenerujeme kiivku popisujici povrch okolni hladiny podle rovnice
(4.11). Pevnymi pocatecnimi podminkami jsou Z-ové soutadnice bodu F, kterd je rovna
nule, a derivace v tomto bodé, ktera je opét velmi mala.

Pro predem zvolené ekvidistantni déleni osy X na diskrétni body je vystupem nume-
rického feseni matice s hodnotami Z-ové souradnice a derivace Z’ v jednotlivych bodech
déleni. Pro kazdy bod z ¢ervené kiivky nalezneme odpovidajici bod na zelené tak, aby
rozdil jejich Z-ovych soutadnic byl miniméalni. Pro tento vybér dvojic uréime, ktera z nich
ma& nejmensi rozdil derivaci. Jeden bod z takové dvojice pak definuje bod A (pro dostateéné
jemné déleni je jedno, zda zvolime bod lezici na ¢ervené nebo na zelené kiivce). Ze zndmé
hodnoty derivace v bodé A a poloméru Ry, muzeme z bodu A dokreslit ¢ast kruznice
a nalézt bod E.

Déle do jednoho grafu vykreslime vSechny pozadované casti kiivek tak, aby na sebe
navazovaly v bodé A, pticemz X-ova soutadnice bodu D je nula. Pro dany polomér Ry pak
existuje jedina spravna hodnota pocatecni soutradnice Zp, pro kterou bude nulova také
X-ova souradnice bodu E. Tuto spravnou hodnotu je tieba nalézt viceméné zkouSenim
a samoziejmé ma smysl ji hledat jen do urcité presnosti. Lepsi postup, ktery by po zadani
jednoho parametru (napi. soufadnice Zp nebo Zg) vygeneroval tvar celé bubliny, se mi
nalézt nepovedlo.
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Na Obrazcich 4.3 az 4.6 jsou uvedeny Ctyfi grafy pro ruzné hodnoty poloméru R,
délka na osach je vynésena v jednotkach kapilarni délky L. Bublina vyrazné mensi nez
kapilarni délka (Obrazek 4.3 pro Ry = 0,3) je téméf celd pod tirovni volné hladiny a tvar
prutrezu neni prilis odlisny od kruznice. Naopak pro bublinu o hodné vétsi nez kapilarni
délka (Obrazek 4.6 pro Ry = 10) se nejvétsi ¢ast jejtho objemu nachézi nad drovni volné
hladiny a spodni ¢ast profilu je téméf rovinna. Césti kiivek byly obarveny analogicky
s nacrtkem, aby byly 1épe patrné také zmény tvaru jednotlivych ¢asti profilu. Uvedené
obrazky kvalitativné souhlasi s tim, co pozorujeme pti pohledu na skuteéné bubliny na
povrchu kapaliny.

0.3 ' '
02 [ 7

0.1 [ 7
V4 0r :

-0.1 | _
-02 | i

-0.3 ' '
-1 -0.5 0 0.5 1

Obrazek 4.3: Tvar bubliny pro Ry = 0,3 a Zp = —0, 265

Obréazek 4.4: Tvar bubliny pro Ry =1 a Zp = —0,61
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5t
Z
1
0
-1 1 1 1 1 1 1 1
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
X
Obrézek 4.5: Tvar bubliny pro Ry = 3 a Zp = —0, 5461
12 1 i

Obrézek 4.6: Tvar bubliny pro Ry = 10 a Zp = —0,20



Kapitola 5

Kapka kapaliny na brcku

Vezmeme ohybatelné bréko a jeho kratsi konec upevnime ve svislé poloze. Druhy konec
ohneme §ikmo nahoru a do brcka napustime vodu. Vhodnym nakldpénim dlouhého sik-
mého konce vytvoiime na svislém konci kapku kapaliny, ktera bude diky povrchovému
napéti alespon do urcité velikosti stabilni. Jaky tvar bude kapka mit?

5.1 Teoretické reseni

Je-li kapka v rovnovazném stavu, hydrostaticky tlak na vnitini strané povrchu musi
byt roven tlaku zpusobenému kiivosti povrchu. Vnéjsi tlak muzeme polozit roven nule.
Uvazujme zjednoduseny model valcové kapky (podobné jako u bubliny). Problém se tim
redukuje na hleddn{ tvaru kfivky lezici v roviné. Rez kapkou nad okrajem bréka je za-
kreslen na Obrazku 5.1.

Obrazek 5.1: Nacrtek kapky na brcku

Pocétek soustavy souradnic umistime do vrcholu kapky, osa z sméfuje svisle dolu, osa
x vodorovné. Pak plati
pgz + oky = ok, (5.1)

kde ktivost k je prevracend hodnota prvniho poloméru kiivosti r;. Pak kg je kiivost na
vrcholu kapky v bodé z = x = 0. Pro numerické teseni tvaru kapky bude vyhodnéjsi

15
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parametricky popis kfivky. Zvolme funkce z = x(t), z = z(t) urcujici tvar kiivky, ¢ je
parametr. Jednotkovy teény vektor m a jednotkovy normalovy vektor n pro urcity bod
krivky jsou definovany jako

T, 2 Z,—T
kde tecka znaci derivaci podle parametru t. Mezi tecnym a normalovym vektorem existuje
vztah

dm
kn = T (5.3)
Analogickou substituci jako u bubliny
xr=LX, z=L7Z, t=1LT, k=K/L. (5.4)
prevedeme rovnici (5.1) na jednoduchy tvar
Z+Ky=K. (5.5)

Zavedenim této substituce i do vztahu (5.3) mezi normalovym a tecnym vektorem do-
staneme pro obé slozky vektoru odlisné vyjadieni kiivosti K. Naslednym dosazenim do
rovnice (5.5) obdrzime soustavu dvou diferencidlnich rovnic

X
Z—7+KO - O,
4
Z+Z 4Ky = 0 (5.6)
X 0o — ) .

kde tecka znac¢i derivaci podle parametru 7. Numerickym feSenim této soustavy s pii-
slusnymi okrajovymi podminkami a kiivosti K dostaneme tvar hledané kiivky v grafické
podobé.

5.2 Numerické reseni a experiment

Podstata praktické realizace experimentu je popsana v uvodu této kapitoly. Prumeér
pouZitého bréka je piiblizné 4,8 mm. Uvadét zde chybu méieni neni nutné, nebot tato
hodnota slouzi pouze k ilustraci skuteénych rozméru experimentu. Kapka je charakteri-
zovana svou maximalni sitkou 2d a vyskou h pod vrcholem, ve které této nejveétsi sirky
nabyva. K vytvoreni spravné kiivky numerickym resenim diferencidlnich rovnic (5.6) staci
znat pouze pomér délek h/d. Hodnotu kiivosti Ky zpresnujeme na vstupu programu tak
dlouho, dokud pomeér h/d vygenerované kiivky nedosdhne ndmi pozadované shody s ex-
perimentalné uréenym pomérem. Fotografie kapky na brcku je na Obrazku 5.2. Pomér
h/d = 0,799. Pocitacem vygenerovand kiivka je na fotografii ptilozena ke kapce.

Kromeé bréka jsem také pouzil maly plastovy kelimek o pruméru 24,4 mm. Zde uz voda
nad okrajem nadobky pftilis kapku nepfipomind, mozna by byl vhodnéjsi nazev ,,cepicka®.
Jeji rozméry lze ménit opatrnym pridavanim vody pomoci injekéni stiikacky. Hodnota
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pomeéru h/d = 0,352 naznacuje, ze kiivost pobliz vrcholu bude pomérné mald. Fotografie
s prilozenou krivkou je na Obrazku 5.3.

V obou pripadech numerické feseni pomérné dobte souhlasi s redlnym tvarem, ackoli
jsme brali v tvahu pouze jeden polomér kiivosti. Oprava tvaru kiivky pii zapocteni
druhého polomeéru kiivosti by v pripadé kelimku pravdépodobné byla zanedbatelné. U kap-
ky na bréku vsak jsou velikosti obou poloméru kiivosti srovnatelné, oprava by proto
zanedbatelna nebyla.

Obréazek 5.2: Kapka na bréku
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Obrézek 5.3: Cepicka kapaliny nad okrajem kelimku
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Kapitola 6
Oscilujici proud kapaliny

Predstavme si kruhovy otvor, z néhoz vytéka stalou rychlosti kapalina. Umistime-li sou-
stavu mimo tihové pole a pokud zatim nebudeme uvazovat o rozpadu proudu na jednotlivé
kapky, muzeme Fict, ze prurez proudu bude stale kruhovy. Co se stane, kdyz otvor nebude
presné kruhovy?

6.1 Reseni pomoci komplexniho potencidlu

Nejprve zvolme soustavu souradnic. Podélnou osu vélce kapaliny ztotoznime se sourad-
nicovou osou z, rovina xy je na osu 2z kolméa. Soustava soutadnic se jako celek pohybuje
podél osy valce stejnou rychlosti, jakou vytéka kapalina z otvoru, oznac¢me ji v,. Budeme
predpokladat, ze proudéni je nevirivé, tj. valec se jako celek neotaci kolem osy z. Situaci,
kdy se proud jako celek otaci, probereme v dalsi kapitole.

V ptipadé kruhového prutezu je polomér ktivosti ve vsech bodech povrchu kapaliny
stejny (druhy polomér kiivosti muzeme prohlésit za nekonecény), tedy i tlak uvnitt ka-
paliny je vSude stejny. Jestlize otvor neni kruhovy, polomér kiivosti se obecné pro ruzné
body povrchu lisi a tlak v kapaliné neni konstantni. Tato nerovnovaha zpusobuje urychlo-
vani ¢astic kapaliny uvnitt proudu, coz se navenek projevuje jako kmitani povrchu valce
(tzv. kapilarni viny).

Ve zvolené soustavé souradnic budou ¢astice kapaliny vykonavat pouze pohyb v roviné
xy (obecné nenulové hodnoty slozek rychlosti vy, v,). Proudnicemi oznac¢ujeme myslené
krivky, k nimz jsou vektory rychlosti v daném casovém okamziku tec¢né. V urcitém misté
necht jsou slozky elementdrniho oblouku proudnice dz, dy, dz a rychlost mé slozky v,,
vy, V.. Pak musi platit

de d dz
R (6.1)
Uy Uy U,
V nasem piipadé budeme predpoklddat shodnost proudnic a trajektorii ¢astic.
Pro nevirivé proudéni plati
Vxv=0. (6.2)

Obecna vektorova identita V x Vu = 0, kde u je skalarni pole, ndm umoznuje zavést tzv.

19
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skalarni potencial rychlosti . Z predchozi tvahy vyplyva

oY
=V boli ; = . 6.3
v Y neboli v o (6.3)
Protoze pracujeme s modelem nestlacitelné kapaliny, plati rovnice kontinuity
V-v=0. (6.4)

Vyjadiime-li rychlost pomoci potencidlu rychlosti, zjistime, ze rychlostni potencial musi
spliiovat Laplaceovu rovnici (nepletme si ji s Laplaceovou-Youngovou rovnici)

V-V =Ah=0 (6.5)

Déle pro neziidlové proudéni kapaliny v urcité oblasti {2 musi byt tok @

Q:f&%m+%@) (6.6)

~

pres libovolnou uzavienou kiivku v lezici v oblasti €2 roven nule. Hodnota integralu nesmi
zéviset na integracni cesté, tedy vyraz —v,dz +v,dy musi byt totdlnim diferencidlem jisté
funkce £(x,y), kterou nazveme proudovou funkei. Soustava kiivek s rovnici

§(z,y) =C, (6.7)

kde C je realna konstanta, predstavuje soustavu proudnic. Diferenciaci této rovnice a srov-
nénim s vyrazem pro tok (6.6) dostdavame

R4S LS
Uy = o Uy =g (6.8)
Protoze plati V x v = 0, muzeme psat
2 2
Ovy, v, 0% %:_Agzo, (6.9)

ox dy 022 oy?

Vidime, ze i proudova funkce £ spliuje Laplaceovu rovnici. Dale muzeme do rovnice (6.8)
dosadit rovnici (6.3) a dostdvame
oy 0¢ op 0

%= (6.10)

dr Oy

Tyto rovnice jsou vyjadienim Cauchyho-Riemannovych podminek pro obecnou analytic-

kou funkci f(c) = ¥(z,y) + i€(x,y) komplexniho argumentu ¢ = x + iy. Muzeme tedy
zavést funkci

w =1+, (6.11)

kterou nazyvame komplexni potencidl. Je zfejmé, ze pokud se nam podaii nalézt predpis
pro tuto funkci, ziskame i popis proudéni v kapalinovém valci.
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Nejjednodussi tvar komplexniho potencialu muzeme ¢astecné uhodnout. Predpokla-
dejme, ze vytokovy otvor ma ovalny tvar. Povrchové napéti se snazi vnutit valci kruhovy
prufez, avSak castice kapaliny maji urcitou setrvacnost. Pokud tvar otvoru vybereme
vhodné, z pocateéniho ovalu ptejde prufez proudu na kruh, nasledné na oval shodny
s puvodnim, pouze otoceny o 90°, déle opét na kruh a nakonec se vrati zpét do puivodniho
ovalu. Komplexni potencidl v daném bodé tedy bude periodickou funkei ¢asu s ihlovou
frekvenci w.

Vime, ze funkce ¢ a £ musi splnovat Laplaceovu rovnici, vzajemné jsou provazany
Cauchy-Riemannovymi podminkami a dale musi vyhovovat jistym okrajovym podminkam.
Stied vytokového otvoru zvolme do pocatku soustavy souradnic v roviné xy. Delsi poloosa
ovalu se nachazi na ose x, kratsi poloosa na ose y. Pro ¢astice nachéazejici se na ose x musi
byt slozka rychlosti kolma na osu nulovd, v tomto pripade v, = %’ = 0. Analogicky pro

castice na ose y plati v, = g—f = 0. Ve stiedu ovélu pak v, = v, = 0. Pokud oznacime

¢ = x + 1y, nejjednodussi tvar komplexniho potencidlu spliujici tyto podminky je
w = AycPe ™2t = Ay[(2? — y?) + 2ixyle (6.12)

kde A, je redlna konstanta. Tento vysledek se d4 samoziejmé matematicky odvodit. Pokud
pro funkce @ a & budeme teSit Laplaceovu rovnici separaci proménnych a uplatnime
okrajovou podminku pro stied vélce, dostaneme po rozvinuti exponencidl, sinti a cosinu
do Taylorovy fady a vhodném zanedbani ¢lenu vyssich radu vysledek shodny s rovnici
(6.12). Funkce 9 a & pro tento komplexni potenciél jsou

Y = Ay(2® — y?) e ™2t £ =2Awye 2", (6.13)
Nésledné muzeme jednoduse ovérit, ze komplexni potencial v obecném tvaru
w = Apce "t (6.14)

kde n je prirozené cislo, je také reSenim Laplaceovy rovnice, které vyhovuje uvedenym
okrajovym podminkam. Rovnici proudnic dostaneme okamzité bez dalsiho vypoctu z rov-
nice (6.7). Jelikoz pfi zvySujicim se n jsou rovnice proudnic zaddny implicitné, je tieba
je Tesit numericky. Z prubéhu proudnic muzeme alespon kvalitativné odhadnout tvar
prufezu, ktery bude jednotlivym modum odpovidat. Pro n = 2 jsou proudnicemi hy-
perboly, tomu odpovida ovalny prufez. Pro n = 3 bychom méli dostat tvar podobny
zaoblenému trojihelniku, pro n = 4 zaoblenému c¢tverci atd. Schematicky je prubéh jedné
periody a tvar proudnic pro ruzna n zachycen na Obrazku 6.1.

Diferencialni rovnice popisujici tvar kapalinového valce v zavislosti na case pro jed-
notlivd n muzeme odvodit z kinematického vztahu pro zrychleni konkrétni ¢astice kapaliny

dv  oOv
— T _ 7' Vv, 6.15
a=_ =5t (v-V)v (6.15)
Pro n = 2 dostavame soustavu dvou rovnic
d2
d—tf = —2woxsinwsyt + 4z cos® wot ,
d?y

@ - 2wy sin wyt + 4y cos® wot . (6.16)
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Obrazek 6.1: Prufezy proudu pro médy n = 2 a n = 3 v prubéhu jedné periody kmitu.
Sipky znaci smér pohybu ¢astic v nasledujici ¢tvrtiné periody.

Pron =3
dZ.T 2 2\ - 2 2 2
ol —3ws(x” — y) sinwst + 18z (x* + y*) cos” wst ,
d%y : 2 2y 2
el bwsxy sinwst + 18y(z° + y*) cos” wst . (6.17)

Pro n = 2 jsou rovnice nezavislé, avsak pro n > 3 jsou vzajemné provazané. Jejich feseni
by bylo nutné provést numerickou cestou. Zatim vSak nezname thlovou frekvenci w,,.

6.2 Reseni pomoci variacniho poctu

Popis kmitu vlivem povrchového napéti muzeme provést v analogii s postupem pouzitym
v [2] pro vypocet frekvence kmita kulové kapky.

Uvazujme kruhovou plosku, jejiz okraj se bude vlivem kmitéani odchylovat od tvaru
kruznice. Provedme nejdifve pomocny vypocet, jehoz cilem je uréeni kiivosti takové
kiivky 7(p). Jeji obvod je v polarnich souradnicich dan rovnici

2w 1 (dr\?
S=["\1+ 5 (55) rde. 6.18
0J+r2<d¢>r¢ (6.18)
Pro kruznici je polomér konstantni, tj. » = R. Pro malé kmity muzeme psat r(p) =

R+ f(p), kde f(¢) < R. Protoze druhy ¢len pod odmocninou je maly vzhledem k jed-
ni¢ce, muzeme pouzit ptiblizného vyjadieni odmocniny

S= /2” r+i <¢> ] do. (6.19)

Po dosazeni za r(y) a variaci ziskané rovnice dostaneme

-2 dr\? 1 dfdsf
5= [‘” STUEE <¢> 6f+<R+f>d¢d¢]d¢' (6.20)
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Integraci posledniho ¢lenu metodou per-partes

2 3 df 1 &2
58 = / [1—(R+f)<d¢> —(R+f)d¢2] 5fde. (6.21)

Pokud nyni zanedbame druhy ¢len integrandu, v némz se vyskytuje druha mocnina
derivace f, muzeme rovnici prepsat

ss= [ L&) 5 ras
/ l - 7“2@52] fds. (6.22)
Vyraz
1 1 d%

predstavuje kiivost k£ nami hledané ktivky, ktera se jen o malo lisi od kruznice.
V predchozi ¢asti jsme zjistili, Zze potencial rychlosti v» musi spliiovat Laplaceovu rovnici
(6.5). Prepisme ji v polarnich soutadnicich

10 (90 1 aw

Reseni budeme piedpokladat ve tvaru

Y = h(r,p)e ™", (6.25)
Separaci proménnych h(r, @) = P(r) - ®(¢) dostaneme dvé diferencialni rovnice

r 0 ( OP 9

Z — | = 2

P@r(T&’) " (6.26)
10°® 9
— = — 2
3 9.2 n°, (6.27)

kde n je zatim libovolné redlné ¢islo. Pokud n # 0, feseni téchto rovnic jsou

P = Cr"+Dr ™, (6.28)
d = Ae™ 4 Be ¥, (6.29)
Jestlize n = 0, vyjde
P = CO Inr + Do s (630)
® = Ayp+ By. (6.31)

Vzhledem k pozadavku jednoznacnosti feseni je tieba volit Ay = 0 a n ptirozené cislo.
Funkce 9 se zredukuje na

¢ = (Colnr+ Do) + > (A, cosng + By sinng)(Cpr™ + Dyr™™)e " (6.32)
n=1
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Aby pro r = 0 nevznikaly fyzikdlné nepfijatelné singularity, musi byt Cy = D, = 0.
Konstantu Dy muzeme zvolit zcela libovolné, jeji hodnota nijak neovlivni pole rychlosti
v kapaliné. Pro jednoduchost polozme Dy = 0. Tedy

Y=Y A" cos(np)e (6.33)
n=1

Srovnejme nyni pro konkrétni n rovnici (6.33) s predpisem pro potenciél rychlosti, jenz
plyne z rovnice (6.14) odvozené pro komplexni potenciél v predchozi édsti. Konstanta A,
a fazovy ¢len e~™rt jsou pro oba vyrazy stejné. Pak by mélo platit

™ cos(ng) = Re(c") (6.34)

kde ¢len na pravé strané vyjadiuje redlnou ¢ast komplexniho éisla " = (z + iy)".
Prechodem ke goniometrickému tvaru tohoto komplexniho ¢isla a rozndsobenim (popf.
vyuzitim Moivrovy véty) piimo dokdzeme platnost rovnice (6.34). Oba zédpisy potencidlu
rychlosti ¢ jsou tedy ekvivalentni.

Nyni je tteba k Laplaceové rovnici pridat jesté okrajovou podminku pro povrch proudu
kapaliny. Vyjdéme z Eulerovy hydrodynamické rovnice

g: (V- Vv=G— ;Vp, (6.35)

kde G je objemova sila pusobici na kapalinu vztazena na jednotku hmotnosti. Integraci
této rovnice (postup viz [1]) muzeme pro nestlacitelnou kapalinu, jejiz proudéni je popséano
rychlostnim potencialem v, ptejit k ¢asové Bernoulliho rovnici

o 1, p
- U+Z =0 6.36
5 Tov U ) , (6.36)
kde U je potencial objemové sily G = —VU. V nasem piipadé na kapalinu nepusobi

zadna objemova sila, tedy U = 0. Pohyb c¢astic povazujeme za tak pomaly, ze muzeme
zanedbat druhy ¢len na levé strané. Tlak p pod povrchem kapaliny nahradime souc¢inem
povrchového napéti o a kiivosti k, vyjadiené v rovnici (6.23). Dostaneme

pawm(i—ld%) 0. (6.37)

oy __ Or

5. = i, nabyva okrajova podminka

Derivaci této rovnice podle ¢asu ¢t a vyuzitim rovnosti
pro rychlostni potencidl ¢/ pro » = R tvar

%y o o 0 0%

Por TR Rorog (6.38)

Dosazenim rychlostniho potencidlu (6.33), ziskaného fesenim Laplaceovy rovnice, do
okrajové podminky (6.38) dostavame pro konkrétni hodnotu n rovnici pro thlovou frek-

venci kmitu w,, ve tvaru
o
w? = ﬁn(n —1)(n+1). (6.39)
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6.3 Experiment

V predchozi ¢asti jsme dospéli ke konkrétnim vztahum pro vypocet uhlové frekvence
jednotlivych médu. Zndme analyticky pfedpis pro vykresleni prirezu vytokového otvoru
tak, abychom vybudili kmity o frekvenci odpovidajici danému moédu. Muzeme se tedy
pokusit srovnat teoretické vysledky s experimentem. Pro jednodussi a presnéjsi vyhodno-
ceni méfeni budeme proud kapaliny fotografovat digitalnim fotoaparatem.

6.3.1 Modd 2 — vodorovny proud
Postup méreni

Z velké nadoby naplnéné kapalinou (v nasem piipadé vodou) a umisténé na vysoky pod-
stavec je vyvedena hadice kruhového prutezu o poloméru R. Konec hadice je upevnén
o hodné niz nez nadoba tak, aby z néj kapalina vytékala pod vhodnym thlem Sikmo na-
horu. Proud kapaliny se vlivem tihové sily zacne ohybat smérem dolu. Vrchol parabolic-
kého oblouku nesmi byt prili§ vysoko nad vytokovym otvorem, aby mohla byt zanedbéana

Obrazek 6.2: Mod 2 — vodorovny proud
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zména rychlosti (a tim i zména poloméru proudu vyplyvajici z rovnice kontinuity) vlivem
tithové sily. Pod vytokovym otvorem je prilozeno milimetrové méritko. Relativné daleko
za proudem kapaliny se nachazi barevné stinitko, diky némuz na fotografiich dosahneme
lepsiho kontrastu okraje proudu s pozadim.

Poslednich zhruba 20 cm hadice je zdeformovano tak, aby prutez byl ovalny a odpovidal
v rdmci moznosti co nejlépe predpisu 7 = R + Ay cos(2¢). Aby byl hledany jev vubec
prokazatelny, je nutné porusit pocatecni predpoklad A; < R. Pokud kapalina vytéka
rychlosti vy, pii pozorovani z boku bychom méli zaznamenat minima a maxima tloustky
ekvidistantné rozlozena podél proudu. Vzdéalenost dvou nejblizSich minim oznacme .
Velikost thlové frekvence wsy dopocteme podle jednoduchého vztahu

27TUO

A

(6.40)

Wox =

Zpracovani méreni

Polomér kruhového prurezu pouzité hadice je R = 3mm. K uréeni vytokové rychlosti vy
jsem zméril dobu 7, za kterou otvorem protece objem V' = (0,5 £ 0,005)1, oy = 1,0%.
Hodnoty 7 jsou uvedeny v Tabulce 6.1. Prumérnd hodnota 7 = (18,30 + 0,04)s, §, =
0,2%. Dopoctend velikost vytokové rychlosti je vg = (0,97 +0,01) ms™*, d,, = 1, 0%.

méreni T
(s)
18,09
18,16
18,44
18,36
18,22
18,48
18,34
18,19
18,27
18,41

© 00 O U i W N =

—_
o

Tabulka 6.1: Cas vytoku objemu V/

Hadici jsem umistil tak, aby v c¢éasti oblouku paraboly, kde muzeme zanedbat vliv
tize, probéhly dvé periody kmitu. PTi pozorovani z boku se u vytokového otvoru hadice
nachézelo prvni minimum tloustky proudu. Na fotografiich jsem tedy méfil délku oblouku
od vytokového otvoru po tieti minimum tloustky proudu. Oblouk jsem v grafickém pro-
gramu v pocitaci aproximoval lomenou ¢arou — sedmi malymi teckami jsem jej rozdélil na
Sest zhruba stejné dlouhych usecek. Nejvétsi pozornost samoziejmé musela byt vénovana
urceni polohy tfetiho minima. Vsechny fotografie byly v pocitaci zvétseny tak, aby realna
délka [ = 60 mm odpovidala délce [, = 500 mm, koeficient piepoctu ¢ = é =0,12.

Vyhodnotil jsem Sest nejlepsich fotografii, jedna z nich je ptilozena jako Obrazek 6.2.
Soucet délek usecek 2\, je pro zvétsené fotografie uveden v Tabulce 6.2. Prumérna hodnota
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vychazi 2, = (389 £3) mm, d5,, = 0,8%. Tomu odpovida skutecnd velikost A = (46,7 &
0, 4) min, 5)\ = O, 8%.

Experimentdlné uréend hodnota tihlové frekvence je woy = (130 £2)s71, §,,. = 1, 3%.
Vsechny vypoctené chyby jsou uvedeny na 68% hladinu spolehlivosti. Pro polomér otvoru
R = 3mm a tabulkové hodnoty hustoty p = 998kgm™3 a povrchového napéti vody
o = 0,0727Nm~! vychézi ze vztahu (6.39) teoreticky uréend hodnota tihlové frekvence
wyr = 127,257 L. Je vidét, Ze obé hodnoty spolu velmi pékné souhlasi, podrobnéjsi diskusi
vysledku provedeme nize.

fotka | 2,

Y T W N =
(U]
Ne)
(0]

Tabulka 6.2: Mdd 2 — vodorovny proud

6.3.2 Moaod 2 — svisly proud
Postup méreni

Usporadani experimentu je podobné jako u piedchozi metody, avsak hadice je umisténa
tak, aby z ni voda vytékala svisle dolu. Vlivem tihové sily se kapalina urychluje smérem
doli. Tim dochéazi k zuzovani proudu a tedy i ke zméné hlové frekvence kmiti. Vyhod-
noceni muzeme provést tremi zpusoby.

Uhlovou frekvenci wyy uréime pomoci ¢asu T'/2, ktery voda potiebuje k urazeni vzda-
lenosti A\/2, na niz probéhne polovina periody kmitu. Abychom se vyhnuli piipadnému
ovlivnéni proudu pfitomnosti vytokového otvoru, budeme méfit vzdélenost /2 mezi
prvnim minimem a druhym maximem tloustky proudu za piedpokladu, Ze pro smér po-
zorovani nastdva prvni maximum u vytokového otvoru. Rychlost kapaliny v v misté

prvnfho minima je v) = /v + 2gh, kde h je vyska prvnfho minima pod vytokovym
otvorem a v, rychlost u otvoru. Cas T'/2 je fesenfm kvadratické rovnice

A olT g (T\?
A A 41
2 2 +2(2) (6.41)

a vztah pro vypocet thlové frekvence je woy = 27 /T.
Druhou moznosti je zmérit polomér proudu R,, v misté prvniho minima a polomér R,
v misté druhého maxima a urcit tak thlovou frekvenci wog,. Do vzorce (6.39) dosadime

tabulkové hodnoty povrchového napéti a hustoty a stfedni hodnotu poloméru R, =
Rm+R7j
Smote
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Tieti mozny piistup vychdzi z vypoctu poloméru R; a Rjiy2 v mistech prvniho
minima a druhého maxima ze vztahu vyplyvajictho z rovnice kontinuity. Pro poloméry
plati

Vo Vo

—— Rpinp =R :
Vg + 2gh +/ \l\/v§+29(h+’2\)

kde R je polomér hadice. Do rovnice (6.39) dosazujeme tabulkové hodnoty povrchového
napéti a hustoty a aritmeticky prumeér R. = (Rp + Rpya/2)/2, dostaneme tak thlovou
frekvenci wop. .

R,=R (6.42)

Zpracovani méreni

Polomeér hadice r a délky [ skutecného a [, zvétseného méritka jsou stejné jako u piedcho-
ztho méfeni. Namérené hodnoty doby 7 prutoku objemu V' = (0,5 + 0,005)1, oy = 1,0%
jsou uvedeny v Tabulce 6.3. Pramérna hodnota 7 = (26,3 +0,1) s, 6, = 0,4%. Vytokova
rychlost vy = (0,671 £ 0,007) ms™ !, §,, = 1, 1%.

meéreni T
(s)
26,55
26,16
26,44
26,43
26,20
26,32
26,34
26,29
26,28
26,47

O© 00 1 O O W N

—
(e}

Tabulka 6.3: Cas vytoku objemu V/

Konec hadice jsem natocil tak, aby se pii fotografovani z urcitého sméru v misté
vytokového otvoru nachdzelo prvni maximum tloustky proudu. V grafickém programu
jsem proméril Sest nejlepsich fotografii, na Obrazku 6.3 je jedna z nich.

Ciselné hodnoty ziskané z fotografii jsou shrnuty v Tabulce 6.4. Délkové veliciny
ziskané méfenim v pocitac¢i jsou oznaceny dolnim indexem p, skutecné délky vznikly
vynasobenim indexované veli¢iny koeficientem ¢. V tabulce jsou uvedeny i dopoc¢tené hod-
noty, predevsim samotné hlové frekvence prislusné jednotlivym vypocetnim postupum.

Protoze predpokladam, ze podminky experimentu byly pii porizovani vSech fotografii
stejné, muzeme pro jednotlivé typy frekvenci urcit prumérnou hodnotu a jeji chybu.

woy = (172£2)s7, Oy = 1,0%,

wer, = (180 1)s™ 1, Sume. = 0,8%,
wop, = (164,4£0,3)s7", b,y =0,1%.
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Obrézek 6.3: M6d 2 — svisly proud (fotografie je otocena o 90°)

Vsechny tii hodnoty thlovych frekvenci jsou si pomérné blizké, diskuse vysledkii bude
provedena nize.

fotka 1 [ 23147576
2R,, | (mm) | 43,3 | 451 | 438 | 43,6 | 44,1 | 443
2R, | (mm) | 344|353 |354 |356| 354|353
Ap/2 | (mm) | 146 | 148 | 139 | 147 | 146 | 144
h, | (mm)| 128 | 128 | 128 | 120 | 121 | 122
R, | (mm) | 2,60 | 2,70 | 2,63 | 2,61 | 2,65 | 2,66
R, | (mm)|206 212|212 2,14 2,13 2,12
R, | (mm) |233]241 (238237239239
A | (mm)| 35 | 36 | 33|35 | 35| 35
Ao | (mm)| 15 | 15 | 15 | 14 | 14 | 15
wor, | (1) | 186 | 177 | 180 | 181 | 179 | 179
woy | (s7V) | 172 | 169 | 179 | 169 | 170 | 172
R, | (mm) | 2,64 | 2,64 | 2,64 | 2,66 | 2,65 | 2,65
Ryirz | (mm) | 2,40 | 2,40 | 2,41 | 2,41 | 241 | 2,41
R. | (mm)|252]|252]253]|253|253]| 253
war. | (s1) | 165 | 165 | 165 | 164 | 164 | 164

Tabulka 6.4: Méd 2 — svisly proud

6.3.3 Modbd 3 — vodorovny proud
Postup méreni

Pro tento mod se mi nepodarilo vytvorit dostatecné dobrou deformaci hadice tak, aby
na fotografiich byl ocekdvany jev prokazatelny. Proto byl pokus realizovan jinym postu-
pem. Rozfezanim a slepenim nékolika PET lahvi jsem vyrobil vélec, u jehoz dna jsem
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do svislé stény nuzkami vystiihl maly otvor, odpovidajici co nejlépe pozadovanému tvaru
zaobleného trojuhelniku. Pod otvor jsem umistil milimetrové méritko a dozadu barevné
stinitko.

Opét chceme zanedbat vliv gravitace v oblasti pobliz otvoru, vyska vilce (a tedy
i vytokova rychlost) musi byt dostate¢nd. Po naplnéni valce vodou a uvolnéni otvoru
musime v okamziku, kdy mackame spoust fotoaparatu, zaznamenavat také momentaln{
polohu hladiny kapaliny. Vytokovou rychlost pak uré¢ime z velikosti vysky hladiny nad
vytokovym otvorem.

Pti vhodné orientaci vytokového otvoru vzhledem ke sméru pozorovani se u tohoto
moédu nevyskytuji minima a maxima tloustky proudu, primér je stdle stejny. Pii po-
zorovani seshora se bude proud ,,vlnit“zleva doprava. Analogicky pifi pozorovani z boku
se bude proud ,,vInit“nahoru a dolu, identifikace tohoto efektu je vsak ztizena celkovym
parabolickym zakfivenim proudu.

U tohoto usporadani experimentu nebude mit proud stejny prumeér jako vytokovy
otvor (tuto hodnotu bychom mohli uréit napf. posuvnym méfidlem). Céstice kapaliny
se totiz k vytokovému otvoru ,sbihaji“ze vSech stran, nepohybuji se pouze ve sméru
kolmém na rovinu otvoru, dochazi tim k zizeni proudu. Proto musime prumeér zjis-
tit experimentalné. Diky tomuto efektu je také vhodné hledat prvni misto nejvétsiho
,vychyleni“proudu smérem dolu az kousek od otvoru.

Zpracovani meéieni

Hodnoty namétenych a dopoctenych veli¢in pro ctyii fotografie jsou uvedeny v Tabulce
6.5. Velicina h; popisuje vysku hladiny kapaliny nad dnem valce, hy je vyska stfedu
vytokového otvoru nad dnem vélce (pro vSechna méfeni je stdld), s, je chyba méreni
téchto vysek.

V oblasti, kde muzeme zanedbat vliv gravitace, probéhlo 1,5 periody kmitu. Ptislusnou
délku oblouku na fotografii v pocitaci charakterizuje velicina 1,5\, chybu jejitho urceni
51,5),- Oblouk jsem opét nahradil lomenou carou, tentokrdte sestdvajici ze tii usecek.
Pramér proudu jsem zméftil na Sesti zhruba ekvidistantné rozlozenych mistech oblouku
prilozenim kratkych tdsecek kolmo na smér proudu a naslednym urc¢enim jejich délky.
V tabulce je uvedena stfedni hodnota prumeéru 2R, pifslusnd chyba je syg,. Dale jsou
zde i skutecné délky odpovidajici jedné periodé kmitu A a poloméru R. Jedna z potizenych
fotografii je na Obrazku 6.4.

Vsechny fotografie byly v pocitaci zvétseny tak, aby redlna délka [ = 30 mm odpovidala
délce [, = 150 mm. Koeficient pfepoctu ¢ = 0, 2. Protoze pro kazdou fotografii byl rozdil
hi — hy jiny, je nutné pocitat chyby pro kazou fotografii zv14ast.

Uhlovou frekvenci w3y pocitanou pomoci délky A uréime podle vztahu (6.40), v némz

vo = 1/2g(hy — hy). Uhlové frekvence wsg je spoctena pro tabulkové hodnoty hustoty vody
a povrchového napéti podle rovnice (6.39) s pouzitim experimentalné uréeného poloméru
proudu R. Hodnoty obou uhlovych frekvenci jsou opét v tabulce.

Je vidét, ze obé ciselné hodnoty jsou v dobrém souhlasu. Relativni chyba méteni je
pomérné nizka, pro snizujici se vysku hladiny lehce narusta. Podrobnéjsi diskuse bude
provedena v pozdéjsi ¢asti textu.
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fotka 1 2 3 4
hy (mm) | 335 | 317 | 299 | 280
hy | (mm)| 48 | 48 | 48 | 48
s, | (mm) | 2 2 2 2

1,5X, | (mm) | 257 | 251 | 226 | 221

515y, | (mm) | 10 | 10 | 10 | 10

2R, | (mm) | 27,1 | 27,1 26,8 | 26,9

Sor, | (mm) | 0,4 | 0,6 | 0,6 | 09
A (mm) | 51 | 50 | 45 | 44
sy | (mm) | 2 2 2 2
R | (mm) | 2,71 | 2,71 | 2,68 | 2,69
sg | (mm) | 0,04 | 0,06 | 0,06 | 0,09

wax | (s7Y) | 290 | 287 | 309 | 303
Swe | (57D | 11| 12 | 14 | 14
S | (%) | 39 | 40 | 45 | 46
war | (s71) | 296 | 297 | 300 | 299
Swer | (5 | 6 | 9 | 10 | 16

Suen | (%) | 20| 31 34|52

Tabulka 6.5: Mod 3 — vodorovny proud

Obrazek 6.4: Méd 3 — vodorovny proud

31
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6.3.4 Vliv povrchové aktivni latky

Pridame-li do kapaliny povrchové aktivni latku, ¢astice této latky se budou samovolné kon-
centrovat na povrchu kapaliny a sniz{ tak (nékdy i velmi vyrazné) jeji povrchové napéti.
Méfenim zmény thlové frekvence kmitani proudu kapaliny muzeme jednak prokazat
pritomnost povrchové aktivni latky a také se pokusit odhadnout ¢as, béhem kterého se
castice zkoncentruji na povrchu kapaliny.

Postup méreni

Pouzijeme stejné experimentalni usporadéani jako pii méteni tetiho modu, trojihelnikovy
otvor nahradime ovalnym. Céstice povrchové aktivn{ latky se budou na povrch dostévat
postupné a budou tak spojité snizovat hodnotu povrchového napéti kapaliny. Dale od vy-
tokového otvoru by tedy délka A/2, na niz probéhne polovina periody kmitu, méla byt
delsi nez hned u néj. Aby byl ocekavany efekt lépe prokazatelny, pro stejnou vytokovou
rychlost srovname fotografie potizené pii pouziti vody ¢isté a vody s povrchové aktivni
latkou.

Zpracovani méreni

Jako povrchoveé aktivni latku jsem pouzil Jar na umyvani nadobi. Pii fotografovani proudu
obou kapalin (¢isté i s jarem) byla vyska hladiny na dnem valce hy; = (131 +2) mm, d,, =
1,5%, vyska vytokového otvoru hy = (41 £ 2) mm, oy, = 4,9%. Vytokova rychlost vy =
(1,33 +£0,02) ms™!, §,, = 1,6%. Fotografie jsou uvedeny jako Obréazky 6.5 a 6.6.

no| A2 | A 20
0 47 49
1 85 80
2 92 83
3 95 84
4| 109 87
5| 109 93
6| 117 93
7 89

Tabulka 6.6: Vliv povrchové aktivni latky

Tentokrat bylo v grafickém programu tfeba peclivé urcit polohu kazdého minima a ma-
xima tloustky proudu. Délky odpovidajici jednotlivym pulperioddm (po¢itdno ve sméru
od vytokového otvoru) jsou v Tabulce 6.6 ocislovany indexem n, nula oznacuje délku mezi
vytokovym otvorem a prvnim maximem. Cistou vodu charakterizuje veli¢ina \/ 2,p, vodu
s jarem \/2;,. VSechny fotografie byly v poc¢itaci zvétseny tak, aby realna délka | = 50 mm
odpovidala délce [, = 200 mm. Koeficient piepoctu ¢ = 0, 25.

Z tabulky je velmi dobfe patrné, ze \/2,, pro ¢istou vodu jevi jen maly nartust, zatimco
A/2;, pro vodu s jarem je narust délky o hodné vétsi. Na proudu cisté vody probéhlo na
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Obrazek 6.5: Cist4 voda

Obrazek 6.6: Voda s jarem

realné délce 165 mm sedm pulperiod kmitu, na vodé s jarem na délce 164 mm pouze Sest
pulperiod. Rozdil je zcela evidentni. Tuto vzdélenost kapalina urazila ptiblizné za 0, 12s.
To je zaroven hruby odhad doby, za kterou se povrchové aktivni latka zkoncentrovala na
povrchu proudu.
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6.3.5 Srovnani metod a zavér méreni

K experimentovani s proudem kapaliny jsem pouzil t¥i ruzné metody, kazda vyzadovala
odlisny zpusob vyhodnoceni.

Jako nejptesnéjsi se jevi metoda vodorovného proudu vytékajiciho z hadice pouzita pii
méfen{ médu 2. Uhlovou frekvenci vypocétenou z experimentalné uréené vytokové rychlosti
a délky, na niz probéhly dvé periody kmitu, muzeme srovnat s frekvenci vypoctenou
ze znalosti poloméru hadice. Viubec nebylo nutné mérit prumér proudu. Nejvétsim pro-
blémem byla vyroba deformace hadice tak, aby co nejlépe odpovidala pozadovanému
ovalnému tvaru. Pomérné nizké chyby také zarucuje fakt, ze pfi promérovani v grafickém
programu jsem musel peclivé ur¢it pouze polohu tfetiho minima (prvni minimum bylo
definovéno polohou vytokového otvoru).

Metoda svislého proudu se naopak ukézala byt nejméné presnou a vhodnou. Urych-
lovani kapaliny v tihovém poli je zde natolik patrné, ze bylo tieba jej vzit do tvahy
pri vypoctu uhlovych frekvenci. Oproti ostatnim metodam jsem si tak musel vystacit
s promérovanim délky, na niz probéhla pouze jedina pul perioda kmitu. Chyby uvedené
u thlovych frekvenci v odstavei 6.3.2 jsou vypocteny jako stfedni kvadraticka odchylka
ze Sesti hodnot, spocital jsem proto také chybu jednotlivych tdhlovych frekvenci ze zakona
siteni chyb pro kazdou fotografii zvl4st. Relativni chyba frekvence woy se pohybuje okolo
4.5%, frekvence wyp, dokonce 9,6%, u frekvence wo, je to cca 2,3%, coz jsou hodnoty
pomeérné vysoké.

Meéreni tfetiho médu pomoci plastového valce se nakonec ukazalo také jako pomeérné
presné. Jde jiz o efekt podstatné jemnéjsi nez u modu 2, velmi pékné pozorovatelny byl
spiSe pro nizsi vytokové rychlosti. Pro né uz vsak hraje ptilis velkou roli urychlovani ka-
paliny v tthovém poli, proto byly k vyhodnoceni pouzity fotografie potizené pro vyssi
rychlosti. Velmi dulezité bylo nechat kapalinu ve vélci dostatecné uklidnit, jinak bylo
proudéni velmi nestabilni. Diky zizeni proudu bylo nutné urcit jeho prumeér experi-
mentalné. Zdrojem systematické chyby muze byt predpoklad nulové viskozity kapaliny,
skutecna vytokova rychlost je lehce nizsi nez hodnota urcend z vysky hladiny nad vyto-
kovym otvorem.

Pii experimentu s povrchové aktivni latkou slo predevsim o kvalitativni potvrzeni
ocekavaného jevu. Predpokladany efekt se podarilo zcela jednoznacéné prokazat. Odhad
doby, za kterou se povrchové aktivni latka zkoncentrovala na povrchu proudu, byl pomérné
hruby, nicméné pro zakladni predstavu je dostatecny.



Kapitola 7
Rotujici proud kapaliny

V predeslych ivahach o proudu kapaliny kmitajicitho pod vlivem povrchového napéti jsme
proudéni povazovali za nevitivé. Naskyta se otazka, jak se proud bude chovat, pokud se
misto pulsaci bude jako celek otacet.

7.1 Teoretické reseni
Vyjdéme ze zékladni rovnice rovnovahy tekutin
-Vp+F =0, (7.1)

ktera dava do souvislosti rozlozeni tlaku p v kapaliné nachéazejici se v klidu s vnéjsi
objemovou silou F pusobici na kapalinu. Je vyhodné problém tesit v neinercialni soustave
soufadnic, kterd se otaci spolu s valcem uhlovou rychlosti w. Objemovou silou F pak je
sila odstfedivé (opét neuvazujeme tihové pole). Vzhledem k symetrii problému pouzijeme
vyjadieni gradientu a odsttedivé sily v polarnich soufadnicich

dp

—$+pw2r:0. (7.2)

Integraci dostavame rozlozeni tlaku v kapaliné v zavislosti na vzdalenosti od stfedu proudu

p= ;pw27"2 . (7.3)
Uhlovou rychlost w, chceme zvolit tak, aby prifez proudu byl popsan piedpisem r(p) =
R+ f(p) = R+ A, cos(nyp) a zaroven byly vsechny ¢astice kapaliny v klidu (v, = v, = 0).
V tomto pripadé muzeme opét pouzit Laplaceovu-Youngovu rovnici. Tlak pod zakfivenym
povrchem kapaliny je dan rovnici (7.3), vnéjsi tlak muzeme polozit roven nule. Kfivost
v poldrnich soutadnicich jsme spocitali vyse, viz rovnice (6.23), tedy

AN
; < _ 7”) Lo, (7.4)
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Funkce % a 2 rozvineme do Taylorovy fady a zanedbdme ¢Eleny vyssich iadt. Po dosazen{
dostaneme
f// 1 ) ) B
a(R—R2—RQ>—2pw (R*+2Rf)=0. (7.5)
Derivaci rovnice (7.5) podle tihlu ¢ a dosazenim predpokladu f = A, cos(ny) dostdvame
predpis pro thlovou frekvenci w, jednotlivych médu

2 g

.= ﬁ(nz -1). (7.6)

w
Srovnejme nyni tento vysledek s predpisem (6.39) vypoctenym v piedchozi kapitole pro
kmitajici proud. Vidime, ze thlové frekvence pro konkrétni n nejsou stejné, nelze proto
zameénovat rotaci a kmitani proudu. Obecné proudénti je tedy superpozici kmitani a rotace.



Kapitola 8
Zaveér

V této praci jsme podrobné prozkoumali nékolik fyzikalnich systému, v nichz povrchové
napéti hraje zdsadni roli. Vychodiskem feSeni pro nés vétsinou byla tzv. Laplaceova-
Youngova rovnice, popisujici rozdil tlaku nad a pod zakiivenym povrchem. Diky ni do-
kazeme popsat také mnoho dalsich jevi, kterymi jsme se zde nezabyvali, napr. kapilarni
elevace a deprese, tvar mydlovych bublin.

Charakteristicka tenka vrstvicka kapaliny ohrani¢ena pevnym rameckem muze slouzit
k méfeni povrchového napéti a je také velmi dobrou pomitckou pii demonstraci jevii
spojenych s povrchovym napétim. Pro zadané okrajové podminky jsme nalezli tvar, ktery
membrana zaujme, a tento vysledek jsme srovnali s experimentem.

Hledani tvaru vzduchové bubliny nachézejici se na hladiné kapaliny bylo zalozeno na
platnosti Laplaceovy-Youngovy rovnice. Pro valcovy a kruhové symetricky model bubliny
jsme nalezli diferencialni rovnice popisujici jednotlivé ¢asti tvaru bubliny. Na zakladé nu-
merického teseni rovnic platnych pro valcovy model se podarilo vykreslit tvar nékolika
ruzné velkych bublin. Srovnanim extrémnich ptripadu se potvrdil vyznam skalovani vuci
kapilarni délce — pro bublinu o hodné mensi nez je kapilarni délka ptrevazuje vliv povr-
chového napéti, zatimco pro bublinu o hodné vétsi prevazuje vliv tihového pole.

Velmi podobnym postupem jako u bubliny jsme nalezli diferencialni rovnici popisujici
tvar kapaliny nachazejici se nad okrajem nadoby. V experimentdlnim uspotradani jsme
vyuzili brcko a maly plastovy kelimek, pticemz byl opét dobfe patrny rozdil tvaru dany
rozméry nadobek. Numerické feseni tvaru jsme tentokrat mohli pfimo porovnat s fo-
tografii. Jejich shoda byla velmi dobrd, i kdyz jsme pouzili jen valcovy model kapky, tj.
zanedbali jsme druhy polomér kiivosti.

V poslednich dvou kapitolach jsme studovali chovani proudu kapaliny vytékajictho
z nekruhového otvoru. Ukézali jsme, Ze nelze zaménovat oscilace a rotaci tvaru proudu,
protoze pro konkrétni méd vychéazeji pro oba ptipady ruzné thlové frekvence. Nékolika
odlisnymi metodami se podafilo experimentalné realizovat druhy a tfeti mdéd oscilaci
a porizené fotografie vyhodnotit. Dale jsme pomoci druhém mdédu oscilaci kvalitativné
prokazali vliv povrchové aktivni latky na povrchové napéti kapaliny a alespon orientacné
odhadli ¢as, za ktery se tato latka zkoncentrovala na povrchu proudu kapaliny.
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