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Kapitola 1

Uvod

Vitivé proudy jsou zajimavym fyzikalnim jevem, ktery se objevuje ve vodici, umisténém
v proménném magnetickém poli, jako dusledek Faradayova zdkona elektromagnetické in-
dukce. Princip je zobrazen na obr. 1.1. Na tomto obrazku se pohybuje vodiva deska v
magnetickém poli, které je homogenni v oblasti magnetu zobrazeného obdélnikem. Pfi
pohybu desky doprava, dochazi v oblasti napravo od magnetu k zmenseni magnetického
toku deskou a podle Lenzova zakona museji ve vodivé desce vzniknout proudy, které budou
branit této zméné, tedy budou cirkulovat ve sméru hodinovych rucicek. V oblasti nalevo od
magnetu se bude magneticky tok deskou naopak zvétsovat a podle Lenzova zédkona budou
tedy proudy cirkulovat proti sméru hodinovych rucicek. Muzeme se snadno presvédcit, ze

Obrazek 1.1: Vznik vifivych proudu

magnetické pole magnetu bude silové pusobit na proudy v desce takovym zpusobem, ze ji
bude zpomalovat, coz se v inercialni soustavé spojené z deskou bude jevit jako zpomalovani
magnetu.

Vitivé proudy maji bohaté vyuziti v praxi a jejich dobra teoretickd znalost umoznuje
vyrazné snizit napiiklad ztraty energie v transformatorech, kde se s cilem, co nejvice omezit
disipaci energie konstruuji jadra z materidli majicich nizkou elektrickou vodivost, ale na
druhou stranu vysokou permeabilitu a jadro je laminovéno, coz se v dusledku projevuje
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snizenim zmény toku magnetického pole jednotlivymi vrstvami a tedy omezenim vitivych
proudt.

Asynchronni motory také vyuzivaji virivych proudu. Otacejici se magnetické pole in-
dukuje v rotoru vitivé proudy, které jsou silové ovlinovany piitomnym polem a rotor se
diky témto sildm roztaci. Asynchronni se nazyva z toho divodu, ze pii zatizeni (ne nutné
piimo, ale k disipaci energie dochdzi vzdy) je frekvence otdceni nizsi nez frekvence tocivého
magnetického pole.

Dalsi oblasti vyuziti je nedestruktivni kontrola materialu. Ménicim se magnetickym po-
lem indukujeme v materialu vitivé proudy, které budou v misté materidlové vady vytvaret
snadno detekovatelné poruchy.

Existuje mnoho dalsich zafizeni pracujicich na podobnych principech. Za vSechny jme-
nujme napiiklad detektor kovi. Ten se skladd z aktivni ¢asti generujici elektromagnetické
pole indukujici v kovu vifivé proudy a z pasivni c¢asti, kterd registruje pole od vitivych
proudu vzniklych v kovu. Vitivé proudy tedy zachranily také nemalo lidskych zZivotu nale-
zenim smrticich min. V posledni dobé se také rozmahd prodej indukénich sporaku, které v
prvé fadé setii energii, jelikoz pti ohfevu neni nutna zadna kontaktni plocha, jako napriklad
u elektrickych kamen, kde z duvodu pritomnosti vzduchovych mezer dochézi k velkému po-
klesu ué¢innosti ohfevu. Indukéni brzda je dalsim zarizenim vyuzivajicim vifivych proudu.
Jeji vyhoda spociva v bezkontaktnosti a tudiz minimalizaci opotfebeni a navic je mnohem
presnéjsi nez konvenéni brzdy. Tento typ brzd se pouziva naptiklad v nékterych typech
horskych drah. V posledni fadé jmenujme supravodice, které pti prilozeni magnetického
pole v sobé indukuji proudy, jejichz magnetické pole presné kompezuje pole ptilozené.
Tohoto principu se vyuziva k magnetické levitaci celych vlakovych souprav.

Tato prace je zamérena na studium pohybu magnetu nad vodivou deskou, konkrétné
na matematicky popis poli vitivych proudu a analyzu sil ptisobicich na magnet v dusledku
piitomnosti vitivych proudu v desce. Studium vitivych proudi za¢neme kapitolou Mate-
maticky popis virivych proudu, kterd nam umozni vhled do problematiky diky podkapitole
Seznamovaci model, kde si ukdazeme nékteré obecné rysy pohybu magnetu nad deskou.
Hlavni céast kapitoly bude ovsem vénovana dipdlovému modelu, ktery je pfesnym feSenim
problému pohybu idealizovaného magnetu nad deskou pro malé rychlosti, ptipadné vodi-
vosti. Ukazeme si, jakym zpusobem se da tohoto feseni vyuzit k popisu vitivych proudu
vzniklych v dusledku pohybu magnetu zcela obecnych tvaru. Na tplny zaveér kapitoly si
ukazeme, ze dipélovy model selhava v piipadé, kdy je rychlost magnetu, popiipadé vodivost
desky velka. V téchto limitnich ptipadech jiz totiz neni mozné zanedbavat tzv. sekundérni
vitivé proudy a proudy vyssich tadu, které v desce vznikaji diky zménam nikoli magne-
tického pole od magnetu, nybrz diky zméndam magnetického pole od primarnich vitivych
proudu (pro proudy vyssich rddu pak diky zméndm magnetického pole od sekunddrnich
proudu atd.). V dalsi kapitole nazvané Resend pomoci Mazwellovijch rovnic se sezndmime
s jinym postupem pii feSeni problému, ktery tento problém tspésné odstranuje. Postup je
zalozen na difizni rovnici pro magnetické pole a na tzv. krokovani magnetu nad deskou.
V zavérecné kapitole nazvané Fxperimentdlni ¢ast poté provedeme srovnani experimentu
s teoretickymi vypocty.



Kapitola 2
Matematicky popis virivych proudu

P studiu vitivych proudu bychom mohli rovnou vyjit z Maxwellovych rovnic, oviem
tento postup je velice nepruhledny a nedava prilis velkou moznost vhledu do fyzikalnich
principu. Pro lepsi pochopeni toho, co se ve skutec¢nosti déje, jsem se proto rozhodl vydat
se cestou od jednoduchého modelu se spoustou vétsich ¢i mensich aproximaci, k modelu,
ktery jiz zohlediiuje vSechny jevy v problému se vyskytujici. V této kapitole se pokusime
vytvorit obecné pouzitelné metody pro popis vifivych proudu v pripadé pohybu magnetu
po vodivé desce a na zdkladé téchto znalosti urcit silové pusobeni vzniklych proudu na
pohybujici se magnet. Cilem je fyzikalni model, jehoz vysledky budou korespondovat s
experimentem a bude pouzitelny na jakykoliv tvar magnetu a libovolnou vodivou desku.

2.1. Seznamovaci model

V néasledujicich ivahach budeme vychazet ze situace zobrazené na obr. 2.1. V prostoru je
umistén magnet tvaru valce, pod nimz se pohybuje nekonecné velka vodiva deska rychlosti
vy. Tato situace je ekvivalentni klidné desce a pohybujicimu se magnetu se stejnou veli-
kosti rychlosti, ale opaéného sméru. Magnetické pole magnetu aproximujeme nasledovneé.
Magneticka indukce magnetu ma velikost B = —B2 v oblasti magnetu, kterou oznacime
1, a vné této oblasti, kterou oznacime 25, je magnetickd indukce nulova. Déle se pro
vétsi nazornost drzme predstavy pohybujici se desky a statického magnetu. Matematicky
se daji proudy v desce popsat Ohmovym zdkonem j = oF' , kde E' je elektricka intenzita v
soustave spojené s pohybujici se deskou. Jak vypada E'? Jeji tvar nejsnadnéji nahlédneme,
pokud vyjdeme ze soustavy spojené s magnetem, ve které je pritomno magnetické pole
a dale elektrické pole, jehoz existenci vysvétlime pozdéji. Transformaci poli prejdeme k
soustave spojené s deskou, kterd se vici soustavé magnetu pohybuje rychlosti v. Z elektro-
dynamiky je znamo, ze slozky elektrického a magnetické pole jsou spolu tzce spjaty a obé
jsou slozkami jediné struktury - antisymetrického tenzoru elektromagnetického pole, ktery

7
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ma nasledujici tvar:

0 —Ee _ By _E.
Fik = i 0 B, B; (2.1)
|2 B 0 -B '
E _B, B, 0

Lorentzova grupa, do niz patii tenzor elektromagnetického pole, mé nékolik transformaci

N Z
/////,7\\\ N Y
H \\¥///
X ,
v

Obréazek 2.1: Deska pohybujici se pod magnetem

invariance. Zminme naptiklad klasické otoc¢eni kolem néjaké osy. Pro nas vsak bude dulezita
jind transformace invariance, ktera se da také chapat jako otoceni, ovsem uz ne v klasickém
slova smyslu, ale otoc¢enim v Minkowského prostorocase. Mame na mysli specialni Lorent-
zovu transformaci. Matice specialni Lorentzovy transformace vypadd nasledovneé:

v —er 00

i _ | -2y v 00
M= 0 0 10 (2.2)

0 0 01

kde v =1/4/1— Z—; Pro transformaci tenzoru elektromagnetického pole potom plati:
F't = A AR pmn (2.3)

Jednoduchym, i kdyz ponékud zdlouhavym vypoctem se muzeme ptesvédcit o platnosti
nasledujicich relaci:

E! = E,, E =~(E, —vB,) E. =~(E,+vB,) (2.4)
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v v
Za predpokladu v < ¢ se predchazejici rovnice daji prepsat do tvaru :
E=FE+itxB, B =28 (2.6)

Ohmuv zakon pro desku nyni mtzeme vyjadrit pomoci poli v soustavé spojené s magnetem.
Dostavame:
j=o0(E+UxB) (2.7)

Za proudy v desce jsou tedy zodpovédnd dvé pole. Jednim je magnetické pole magnetu,
které pusobi na pohybujici se elektrony, které maji stejnou rychlost jako deska (samoziejme
zanedbdvame tepelny pohyb elektronit). Dale pak elektrické pole, jehoz existence v soustavé
spojené s magnetem je podrobné diskutovana v kapitole (2.2.1). V nasem seznamovacim
modelu toto pole z nasich uvah vylou¢ime (coz je velice hrubéd aproximace, protoze toto
pole je pro popis proudu naprosto klicové). Ohmuv zakon pro pole proudu v desce muzeme
tedy v obecném tvaru napsat nasledovné:

j:a<@+4%> (2.8)

Ejg znaci vtisténou elektromotorickou intenzitu puvodem od magnetického pole. Jestlize
prozatim zanedbame pole E,, dostaneme:

j:a<ﬁx§> (2.9)

Nyni tedy mame vyraz pro proud ve vodivé desce a tento proud bude silové ovliviiovan
magnetickym polem magnetu. Je vyhodné pouzit vztah pro objemovou hustotu sily, ktery
se da odvodit z obecného vyrazu pro Lorentzovu silu. Pokud bereme elektrické pole Eq
nulové, dostavame pro objemovou hustotu sily nasledujici vyraz:

f=jxB (2.10)

Nyni provedeme integraci ptes cely objem desky, ktery je ovliviiovan magnetickym polem,
a dostaneme celkovou silu pusobici na desku:

Fi::/tf:cm@B%d?dy, (2.11)
1%

kde ¥y je jednotkovy vektor ve sméru osy y. Pfi vypoctu jsme vyuzili ortogonality vsech
vektoru vystupujicich ve vztazich (2.9) a (2.10). Dale d oznacuje tloustku vodivé desky a
R je polomér magnetu. Je vidét, ze vysledna sila pusobi proti sméru pohybu desky. Deska
tedy bude zpomalovat a v ekvivalentnim pohledu pohybujictho se magnetu bude brzdén
magnet.

Tento jednoduchy model ndm poskytuje kvantitativni predstavu o zavislosti pohybu na
nékolika velicindch, napifklad na tloustce desky, na rychlosti a na druhé mocniné velikosti
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magnetické indukce. Uvazujme nejdiive, pro¢ by méla sila brzdici magnet zaviset na druhé
mocniné magnetické indukce a ne naptiklad na prvni nebo na tieti. Pokud magnet poustime
po vodivé desce, je vzdy brzdén nehledé na to, jakym pdlem ho k desce prilozime. Ostatné
toto plyne pfimo z termodynamickych tivah. Magnet nemuze byt urychlovéan, jelikoz v
desce v dusledku pritomnosti indukovanych proudu dochéazi k disipaci energie. Mechanicka
energie magnetu se transformuje na tepelnou a magnet je zpomalovan. Tudiz pii zméné
orientace magnetického pole by nemélo dochézet ke zméné sméru sily. A to nam préave
zarucuje druhd mocnina ve vyrazu pro brzdnou silu. Na tloustce desky musi sila zaviset
ze zFejmého duvodu. Cim vice objemu pohybujici se desky je v oblasti magnetického pole,
tim vice je v oblasti nositeli proudu, které jsou silové ovliviiovany magnetickym polem,
coz pii vetsim poctu nositelu vede k vyraznéjsimu zpomalovani. Zavislost na prvni moc-
niné rychlosti se da pochopit nasledujici ivahou. Poustime-li magnet po desce, vzdy je
brzdén, takze pii zméné sméru rychlosti dochazi ke zméné smeéru sily a toto ndm zajistuje
prvni mocnina rychlosti ve vyrazu. Nas seznamovaci model tedy alesponi v hrubych rysech
odpovida skutecnosti. S jeho nedostatky se seznamime v nasledujici sekci.

2.2. Dipdélovy model

2.2.1. Nedostatky predchoziho modelu

Nedostatky predchoziho modelu jsou vice nez ziejmé. V prvni fadé jsme v modelu za-
nedbali pole Eq, které je pro popis pohybu naprosto klicové. Toto pole vznikéd v dusledku
pohybu desky. Elektrony, které muzeme povazovat za nehybné v soustavé spojené s deskou
(tepelnd rychlost elektronu neni dulezitd), se pohybuji rychlosti v vué¢i magnetu (jelikoz
deska se viéi magnetu pohybuje rychlosti v), a jeho magnetické pole na elektrony pusobi
silou dmérnou @ x B. Jakmile elektrony dospéji k hranicim oblasti €2, nemaji duvod po-
kracovat déle, jelikoz vné oblasti neni zadné sila, kterd by na né pusobila (to ze maji
na hranici urc¢itou rychlost, ziskanou v oblasti €2, sice vede k tomu, ze se pohybuji déle,
ovsem brzy se tento pohyb vytrati pricinou srazek s kmity krystalové mtizky, takze opravdu
muzeme s velkou presnosti fici, Zze za hranici oblasti 1 se elektrony nepohybuji). To, ze
se elektrony nepohybuji za hranici €2; muzeme také pochopit z Ohmova zdkona. Tento
vzorec nemd zadny pamétfovy charakter, takZe proudy v oblasti bez intenzity nemohou
byt. Dusledkem téchto ivah je hromadéni naboje na hranici oblasti £2; a toto nahromadéni
naboje je déale zdrojem elektrického pole, které nyni musime zahrnout do diferencialniho
tvaru Ohmova zdkona (2.7).

Predtim, nez se pustime do samotného teseni proudu vznikajicich ve vodi¢i v této
nové situaci, zminme nékolik dalsich nedostatku naseho seznamovaciho modelu. Napriklad
pole magnetu urcité nemé skokovity charakter, ktery jsme pouzili v predchozim odstavci.
Resenim tohoto problému se budeme zabyvat v kapitole Delta magnetky, kde vyuzijeme
poznatku ziskanych v této stati. Déle je tfeba mit na paméti, ze samotné proudy ve vodici
jsou zdrojem sekundarniho magnetického pole, které zpétné bude vytvaret dalsi proudy,
které opét budou zdrojem magnetického pole a tak stéle dokola. Geometrie desky bude hrat
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také velmi vyznamnou roli a to zejména jeji tloustka a pii opusténi naseho predpokladu
nekonecné velikosti desky také musime vzit v ivahu jeji konecnou velikost.

2.2.2. Zahrnuti pole E

Nyni tedy zahrnme do nasich vypocti Coulombovské pole od naboju nahromadénych
na hranici €2;. Ohmuv zakon tedy vypada nasledovneé:

j:a<ﬁq+ﬁx é) (2.12)

Velice nepiijemnou skutecnosti je fakt, ze nezname tvar pole E;, takze vlastné nevime nic
ani o proudech. Muzeme vsak vyuzit nasledujici ivahy. Ndboje se na hranici €2; dosta-
nou velice rychle. Jakmile na hranici jednou jsou, prakticky tam setrvavaji. Muzeme si to
predstavit tak, ze proud sice k hranici a také od ni tece, ale jakoby jen miji oblasti s akumu-
lovanym nabojem. Presnéji feceno, nékteré elektrony z pritékajiciho proudu zustanou na
hranici a na druhé strané nékteré elektrony puvodné akumulované na hranici oblast opusti
jako proud tekouci do €5. Akumulované naboje vytvareji Coulombovské pole, které nyni
chceme zahrnout do vypoctu. Pole vytvarené od téchto naboju muzeme napsat jako gradi-
ent néjaké skaldrni funkee. Dalsfm krokem bude pouziti vektorové identity rot grad ¢ = 0.
Pokud tedy pouzijeme operaci rotace na obé strany rovnice (2.12) a zaroven vyuzijeme
vztahu Eq = —grad ¢ a vektorové indetity uvedené vyse, dostaneme nésledujici vyraz:

rot j = o - rot (77 X E) (2.13)

Pro tpravu pravé strany déale pouzijeme nasledujici vektorovou identitu:
otj—o[(B-9) e (s 9) Bro(v-B)-B(V7)] e
Tteti ¢len je nulovy, protoze plati div B =0. Ctvrty ¢élen je také nulovy, jelikoz rychlost

neni zavisla na souradnicich a prvni ¢len je také nulovy a to ze stejnych duvodi. Nakonec
tedy dospivame k vyrazu:

rotj = —o (17 ﬁ) B (2.15)

Pro nas konkrétni piiklad zndzornény na obr. 2.1, muzeme rovnici (2.15) v poldrnich
souradnicich prepsat do tvaru (za pouziti V= <%, %%, %)):

rotj = —o(—v,j - f%)(—Bé) (2.16)

Derivace podle ¢ a z jsou nulové, protoze nikde v prostoru nedochéazi ke zméné magnetické
indukce podle téchto soutadnic. Jediny skok se nachazi na hranici €2 ve vzdélenosti R od
stfedu magnetu. V tomto misté musi byt derivace magnetické indukce podle r» nekonecna
(na tomto misté se d& lehce udélat chyba, vytknutim — z derivace podle r a se zafixovanou
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predstavou nekonecné hodnoty delta funkce ¢lovék snadno prehlédne, ze tato derivace je
ve skutecnosti nekonecné zapornd). Jinde je tato derivace nulova. Tuto zavislost muzeme
popsat Diracovou delta distribuci. Radidlni jednotkovy vektor mé nasledujici vztah ke
kartézskym soutradnicim 7 = cos ¢ & + sin ¢ ij. Nyni tedy dostavame nasledujici rovnici:

rotj = o, singd(r — R) B2 (2.17)

Toto je velice zajimavy vztah. Rikd ndm totiz, ze rotace proudu je viude nulové s vyjimkou
hranice €2;. Vztah jesté radéji prepiSme do tvaru, kterého by nabyval, pokud by se magnet
pohyboval v zéporném sméru osy x (bude to vyhodnéjsi pro vhled do obrazku, které budou
nasledovat).

rotj = —o v, cos¢d(r — R) B2 (2.18)

Ve vyrazu vystupuje cos ¢, coz znamena, ze nespojitost je nejvétsi na hranici €2y ve sméru
pohybu magnetu. Pro¢ tomu tak je? Pravé ve sméru pohybu dochéazi k nejvétsim zménam
magnetického toku. Muzeme si predstavit, ze se v oblasti hranice tvori malé proudové
smycky. Zatimco v oblasti {21 tecou proudy ve sméru osy y, vné této oblasti tecou opacnym
smérem a to je duvod nenulovosti rotace. Ve sméru kolmém k pohybu tato nespojitost
uplné vymizi. Vysvétleni je analogické predchozimu.

Nabizi se vyuzit nulovosti rotace v celé oblasti vyjma hranice §2;. V kazdé oblasti €2y,
25 muzeme proud napsat jako gradient néjaké skalarni funkce.

;’: gradvy; v
., 2.19
{j =grady, v ( )

Déle urcité plati rovnice kontinuity divj—k % = 0. Jelikoz se v zadném misté, kromé hra-
nice oblasti, neméni s casem nabojova hustota, muzeme rovnici kontinuity prepsat do tvaru
divf = 0. Ve své podstaté plati tato rovnice i pro hranici oblasti. Akumulovany naboj je
totiz velice maly (viz rovnice 2.35 odvozena dale) a proto i ¢asova zména bude zanedba-
telnd. Spojime-li tento vysledek z vyrazy (2.19) dostavame néco velice prekvapujiciho -
Laplaceovy rovnice pro jednotlivé oblasti €2, {2s:

{Awl—() VQl

AG—0 ve, (2.20)

Toto je standartni Dirichletuv problém pro kruh. Pro jednoznac¢né feseni tlohy je nutné
jesté najit okrajové podminky na hranici. Z rovnice kontinuity plyne, ze slozky proudu
kolmé k hranici jsou spojité a tecné slozky maji na hranici nespojitost, kterd je deter-
minovana vyrazem (2.18). Zaroven vime, ze proudy jsou gradientem skaldrnich funkci.
Podminky na hranici tedy muzeme zapsat nasledujicim zpusobem:

{%%—%wﬁrﬂ%Bme
%1/}2—%@@1:0

Reseni hledejme ve tvaru linedrni kombinace jednoduchych harmonickych funkei. Z okra-
jovych podminek se d4 odhadnout tvar skalarnich funkci. Ve vnéjsi oblasti musime volit

(2.21)
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harmonické funkce ve tvaru %, jelikoz jinak by feSeni divergovalo. Napisme predpokladané
reSeni nasledovneé:

1 (r, ) = Ky + Arcos ¢ + Brsin ¢ (2.22)

Vo(r, ) = Ky + gcosqﬁ + gsin¢ (2.23)

Toto po dosazeni do okrajovych podminek a vyjadieni konstant A, B, C| D davé nésledujici
vyrazy pro skalarni funkce v jednotlivych oblastech:

Ui(r, @) = K1+ %U%TB sin ¢ (2.24)
¢2(r7 QS) = K2 - %O-RTQ'UQCB Sin¢ (225)

K vyjadieni proudu uz zbyva jediny krok. Udélat gradient téchto skalarnich funkci. Pro
vnitini oblast dostavame v polarnich souradnicich vyraz:

- 1
1= §O'U$B (sin ¢, cos @) (2.26)

V tomto tvaru se z n¢€j vsak nedd nic zajimavého vypozorovat. Avsak pro jednotkové vek-
tory plati 7 = cos ¢ £+sin ¢ 4, gzﬁ = —sin ¢ £+cos ¢ y. Nas vektor je tvaru sin ¢ 7+cos ¢ ¢ Po
dosazeni vyjadreni polarnich jednotkovych vektoru obdrzime jednoduse jednotkovy vektor
9. Vyraz pro proud v oblasti 2; se tim stavd mnohem prihlednéjsi:

- 1
jl - <07 50-va> (227)

A pro vnéjsi oblast obdobné aplikaci gradientu v polarnich soufadnicich:
- 1 R? 1 R?
Jo = (EU%BF sin ¢, —50%3? cos gb) (2.28)

Prubeh téchto vektorovych poli je zndzornén na obrazcich 2.2 a 2.3. Pro zduraznéni prubéhu
tvaru pole jsem zafixoval velikost vektoru vynasenych v oblasti €25, jelikoz pole klesa s
kvadratem vzdélenosti a graf by tudiz nebyl moc piehledny.

2.2.3. Vyhodnoceni nového modelu

Resenti, které jsme obdrzeli mé velice zajimavy prubéh. V oblasti € je pole proudi
konstantni a smétruje ve sméru osy y. V oblasti {25 ma pole proudu dipélovy charakter, coz
bude dokazano v nékteré z nasledujicicich kapitol.

Vypoctéme nyni brzdnou silu v tomto novém modelu. Muzeme opét pouzit vztahu
pro objemovou hustotu sily (2.10), kam nyni dosadime ndmi vypoc¢tené pole proudu v
oblasti €2;. Toto pole proudt ma presné poloviéni velikost, nez pole proudu v seznamovacim
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Obrazek 2.3: Vektorové pole proudu v oblasti €2,
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modelu, kde byla jeho velikost dédna vztahem (2.9). Dosadime-li novou objemovou hustotu
sily do vztahu (2.11), ihned dostavéme:

—

1
F.= §avyB27rR2dy (2.29)

Tedy i brzdna sila mé polovicni velikost. Je tedy vidét, ze pole Eq hraje skuteéné vyznamnou
roli v celém problému. Pole Eq, vzniklé nahromadénim néboje na hranici, pusobi na elek-
trony silou opacného sméru nez pole magnetické a zpusobuje pokles proudu v oblasti €2
na polovinu a v dusledku toho také snizeni brzdné sily na polovinu. Jelikoz je toto pole
tak vyznamné podivejme se trochu podrobnéji na zpusob rozmisténi naboje na hranici.
Vyjdeme z Gaussova zakona:

divE, =2 (2.30)

€0

kde p znaci plosnou hustotu naboje. Na prvni pohled by se mohlo zdét, ze stdle nezname
pole Eq, ovsem tim, ze jsme spocitali pole proudu v oblastech ; a €5, jsme také urcili
elektrické pole v obou z téchto oblasti. Ze vztahu (2.12) muzeme vyjadiit tvary elektrickych

poli v jednotlivych oblastech:
0

. 52 —

EQ2 =2 — X 392 (231)
g

EQl = — —UX BQI (232)
g

Vztah (2.30) ndm davé do spojitosti normélové slozky pole na hranici. Pokud by na hranici
zadny naboj nebyl, potom by normaélové slozky mély byt spojité. My vsak na hranicich
urcity naboj mame a tento naboj by mél byt roven nespojitosti normalovych slozek elek-
trického pole:

p= e (EQ - EQ> . (2.33)

Je videét, ze prispévky k normalovym slozkam elektrického pole od proudu se vyrusi a zbude
nam pouze Clen ' X Bg,. Po rozepsani vhodném pro dpravy dostavame s upomenutim se
na vyraz r = cos ¢ & + sin ¢ y:

p = € (v;X) X (—Bz) - [cos ¢ & + sin ¢ 9] (2.34)
Jelikoz & X Z = —y, dostavame konec¢né vyraz pro nabojovou hustotu na hranici:
p = €U Bsin ¢ (2.35)

Na obr. 2.4 kone¢né vidime pri¢inu zmenseni proudu ve sméru osy y. Na horni hranici
kruhu se totiz hromadi kladny naboj, na spodni potom naboj zaporny, a toto rozlozeni
naboje je zodpovédné za elektrické pole snizujici proud v oblasti £2; a naopak v oblasti {2,
zapricinuje tok proudu mimo oblast magnetu.

Nyni tedy mame presné feseni primarnich vitivych proudu kolem oblasti s konstantnim
magnetickym polem. Problém je, ze pole magnetu takto urcité nevypadd. Dobrou zpravou
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Obrazek 2.4: Rozmisténi ndboju na hranici vysetfované oblasti

je, ze prave ziskané tfeseni nam dava neuvéritelné Uc¢inny nastroj, pomoci néhoz jsme
schopni vypocitat pole primédrnich proudu okolo oblasti libovolného tvaru a s libovolné
se ménici magnetickou indukei.

2.2.4. Delta magnetky

Reseni, které jsme zisakali v kapitole (2.2.2) pro kruhovou oblast, muzeme vyhodné
delem magnetického pole kolem nich. Princip spoc¢iva ve zmenseni nasi kruhové oblasti
na infinitezimalni plochu, kterou dale budeme nazyvat delta magnetkem. Tyto delta mag-
netky muzeme nasledné pouzit k vyplnéni oblasti napiiklad tvaru ¢tverce a ziskat tak pole
proudu okolo magnetu zcela odlisného tvaru. Pokud navic nasi oblast budeme zaplinovat
delta magnetky, které budou mit ruznou magnetickou indukci, muzeme dospét k sofisti-
kovanéjsimu modelu magnetického pole. Vyjadifeme nyni toto skladani fe¢i matematiky:.
Vyjdéme z obecného rozlozeni magnetické indukce, které je znazornéno na obr. 2.5. Jakym
zpusobem bychom mohli vyjadrit takovyto pribéh magnetické indukce pomoci delta mag-
netku? Vzpomenme si na pojem konvoluce funkci, ktery se formalné definuje takto:

F*gl(t) = / " f(n)glt —)dr (2.36)
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Obrazek 2.5: B(x,y) = e~ (@*+y?)

a vyjadiuje zjednodusené receno rozmazani jedné funkce druhou. Vezmeme-li jako specialni
pripad funkci g jako Diracovu delta distribuci, potom plati nasledujici znamy vztah:

f(t) = /OO f(r)o(t — 7)dr (2.37)

Zobecnénim vztahu do vice dimenzi a jeho aplikaci na nas konkrétni priklad dostavame:

Blaw) = [ o =&y~ m)BlEmdcin (2.33)

Nyni se ndm tedy podarilo z delta magnetku vystavét pomérné obecny prubéh magnetické
indukce v dané oblasti. Nasim cilem je vSak zjistit pole proudu. Kazdy delta magnetek
kolem sebe vytvari vlastni pole proudu. Zajimame-li se o proudy sestavené z mnoha ta-
kovych delta magnetku, musime néjakym zpusobem seéist prispévky od vSech a zaroven
musime vzit v potaz, ze nékteré delta magnetky okolo sebe vytvareji silnéjsi pole proudu
(napt. delta magnetky zodpovédné za maximum na obr. 2.5). Jako velice vyhodné se uka-
zuje zavést delta magnetky s jednotkovym magnetickym tokem wR?Bs = 1. Tyto delta
magnetky ted muZzeme vynésobit stejnou vahovou funkei jako v rovnici (2.38) a zohlednit
tak jejich ruznou ”silu”. Pro proudy v obecném bodé potom muzeme psat:

—

j(z,y) = /RQ Jse (T, y) B(E,m)dEdn (2.39)

kde 55(5’77) (x,y) znaci delta magnetek umistény v bodé &, 7, jenz je zdrojem proudu v bodé
x,y.
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V souvislosti s timto postupem vyvstava nékolik otazek. Predevsim nase delta magnetky
maji ruzny tvar proudovych poli vné a uvnitt kruhové oblasti. Pokud poc¢itame pole proudu
v bodé, ve kterém se nevyskytuje zadny delta magnetek, potom bude proud v tomto misté
dan nejspise pouze prispévkem od vnéjsich prubéhu proudovych poli vsech delta magnetku.
Jakmile ovsem budeme pocitat pole v bodé, ve kterém je umistén delta magnetek, musime
se nutné ptat, zdali je nezbytné zahrnout do koneé¢ného proudového pole také prispévek od
vnitiniho pole tohoto delta magnetku. Abychom mohli odpovédét na otazku zda-li zahrnout
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®© Q¥ e & ®© ®¥6 ¥ &
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Obrazek 2.6: Pole proudu v mezefe mezi ctverci

i vnitini proudové pole, podivejme se na obr. 2.6. Jestlize z delta magnetku vytvoiime dveé
¢tvercové oblasti a ty néasledné budeme priblizovat tésné k sobé, zjistime, ze nehledé na
blizkost priblizeni, v mezefe, oddélujici dvé ¢tvercové oblasti, je smér proudu opacny nez
bychom oc¢ekavali. Je ziejmé, ze pole proudu obdélniku slozeného ze dvou ¢tvercu bude
ve vnitini oblasti urcité smérovat v kladném sméru osy y. Touto jednoduchou tvahou
tedy dospivame k zavéru, ze vnitini proudova pole delta magnetku je nutno do vypoctiu
zahrnout.

2.2.5. Ctvercovy magnet - metoda skalarnich potenciala

Ukazme si nyni na konkrétnim piikladu vypocet pole okolo ¢tvercové oblasti s kon-
stantni magnetickou indukci. Na tomto ptikladu navic pochopime, do jakych nesnazi se
dostaneme pii vypoctech. Proudy okolo ¢tvercového magnetu bude vyhodné pocitat ze
vztahu (2.25). Konstantu muzeme volit libovolné a prejdeme-li ke kartézskym soutradnicim,
dostavame:

Y—Yi
(z —2:)* + (y — )?
pricemz jsme zvolili %URQ%B = 1 pro usnadnéni zapisu. Umistéme v pocatku ¢tvercovou
oblast o strané dvou jednotek, v niz pozadujeme konstantni magnetickou indukci. Tuto

oz, y) = — (2.40)
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oblast nyni posklddejme z delta magnetki. Potencidl v néjakém bodé vné magnetu (v
oblasti magnetu nemuzeme problém analyticky spocitat, jelikoz integrujeme pres body, v
nichz se kromé prispévku k celkovému potencidlu od ostatnich delta magnetku objevuje
také prispévek samotného delta magnetku. Neexistuje zadna metoda, jak tuto ambivalenci
zahrnout do analytického vypoctu) poté muzeme spocitat nasledujicim integrélem:

y Yi
Ye(x,y) / / dx;dy; 2.41
(z —z:)* + (y — ) 24D
Vypocet tohoto integralu vede k vysledku:

1 1

lbc:—i(x—i—l)ln(y +242y+2x+2° +§ (z—1Dh(y*+24+2y—2z+2°) +
1 1
—1-5( Din(y*+2—-2y+2z+ +§ (I—2)ln(y*+2—-2y—2x+ CBQ)

1 1 —1
— arctan Tt — y arctan y arctan y+- + arctan
y—1 x+1 y+1
—yarctan | —— arctan [ —— | — arctan | —— arctan

Y 741 y—l y+1) Y

Aplikaci gradientu konecné dostavame slozky proudu ve tvaru:
Ju(z,y) = 1/2 ln(x2—2x+2+y2+2y) —1/2 1n(x2+2x+2+y2+2y) —
—1/2In (2* =22 +24+y* —2y) +1/2In (2 + 22 + 2+ 3 — 2y)

y+1 y—1 y—1 y+1
— arctan -+ arctan — arctan
z—1 z—1 z+1 r+1

Toto vektorové pole je vyobrazeno na obr. 2.7. Vyvstava otazka, zda-li je TeSeni ziskané za
predpokladu, Ze pole zjistujeme ve vnéjsi oblasti ¢tverce, platné také v oblasti uvniti. Na
tomto misté muzeme pouzit pojem z funkci komplexni proménné - analytické prodlouzeni.
Tento nadherny zavér funkci komplexni proménné nam tika, ze zname-li vyjadieni urcité
funkce v definované oblasti, muzeme, za jistych okolnosti, urcit hodnoty funkce i mimo tuto
oblast. Okolnosti, které ndm zajistuji existenci analytického prodlouzeni funkce muZzeme
nalézt napiiklad v ([8], str. 322). Hlavni myslenka spociva v nasledujicim. Chceme-li ana-
lyticky prodlouzit funkei definovanou v okoli bodu zy do vzdaleného bodu z,, potom musi
existovat konecéna sekvence okoli bodu, lezicich na kfivce 7, po které chceme funkci ana-
lyticky prodlouzit. Ozna¢me ~y(a;) body na kiivce. Jestlize ma byt sekvence okoli bodu
kiivkou v spojena, potom musi obraz v(|a;, a;11]) lezet cely v okoli bodu v(a;). Jestlize je
funkce analytickd v okoli v(ag) = zp a existuje sekvence okoli bodu, spliujici vyse zminéné
podminky, muzeme ji analyticky prodlouzit do bodu z,. Zaroven je toto prodlouzeni jed-
noznacné, tzn. ze neexistuje vice analytickych prodlouzeni. Na horni a dolni hranici ¢tverce
neni zadna nespojitost a tudiz tudy uréité muzeme analyticky prodlouzit feseni pro vnéjsi
oblast do oblastni vnitini. (Nase zduvodnéni neni samoziejmé dostacujici. Neprovedli jsme
zadny matematicky korektni dukaz, pouze jsme na analogii s funkci komplexni proménné
ukdzali moznost, jak k problému pfistoupit, ovsem zaveéry kapitoly (2.2.7) nds utvrzuji v
matematické korektnosti pouzitych postupi.)

Jy(z,y) = arctan (
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Obrazek 2.7: Prubéh vektorového pole vitivych proudu pro ¢tvercovy magnet

2.2.6. Diukaz dipdlového charakteru pole proudu

Z vyrazu (2.27) a (2.28) neni tplné ziejmé, ze ma pole dipdlovy prubéh. Dipdl v ro-
viné totiz neni to samé jako dipdl v trojrozmérném prostoru. Pii nasem dukazu vyjdéme ze
dvojice vodicu s proudy opac¢ného sméru. Vektorovy potencial jednotlivych vodiét muzeme
pomérné snadno vypocitat pomoci uziti analogie s elektrostatikou. Uzitim vektorového po-
tencidlu prechdazi feseni magnetostatickych loh na otdzku nalezeni feSeni tii Poissonovych
rovnic pro jednotlivé slozky tohoto vektoru. A protoze stejné rovnice maji stejna TeSent,
muzeme od znamého vztahu pro vypocet skalarniho potencialu jednoduse ptejit ke vztahu
pro slozky vektorového potencialu:

_ 1 = . 1 :
&(Ry) = / 20 v o ARy = _ =)y (2.42)
dmeg Jy | Ry — 7] dmegc? Jy, IRy — 7

Nyni muzeme jednoduse pouzit Gaussuv zdkon elektrostatiky k vypoctu potencidlu od
nekonecného vodice s délkovou hustotou ndboje 7. Snadny vypocet dava:
T

= — | 2.43
¢ 27meq nr ( )

Uvédomime si, ze 7 = mR?p, kde R je polomér vodice. Porovname-li Poissonovy rovnice
elektrostatiky a magnetostatiky zjistime, ze p = %. Vyraz pro vektorovy potencidl tedy
musi vypadat takto:

' 1
A, =— Inr = —3 Inr (2.44)
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Al A
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Obrazek 2.8: Dvojice vodi¢u s proudy opacnych smeéru

Nyni pracujme s konkrétnim piipadem podle obr. 2.8. Podle tohoto obrazku vypada
vektorovy potencidl od prvniho a druhého vodic¢e nasledovné:

Al =

z

Tl Inv/ (x4 d)? +y? (2.45)

A% =+

z

Preod? In/(x —d)? + y? (2.46)

Vektorovy potencidl od obou poté muzeme napsat takto:

I (x +d)? 4+ y?

A, =— n
2mepc? (z —d)? + 2

(2.47)

Magneticky dipol v roviné dostaneme, pokud tyto dva vodic¢e zacneme k sobé piiblizovat

a soucasné zvetsujeme [ takovym zpusobem, aby soucin [ - d zustal zachovan. Pro d — 0
muzeme pii zanedbani ¢lent d? psat:

I 1+

r (2.48)

- n
d
2megc: 1 — o

A, =

kde jsme pouzili rozvoj v/1 +  a opét zanedbali ¢leny s d? a vyssi. Nakonec jesté muzeme

vyuzit rozvoje In 12 = 2. <a: + % +.. > a dostavame:

-z
I xd
A, =" 2.49
Tege? 12 ( )
nebo v polarnich soutadnicich:
I d
A, =— cos¢ (2.50)

Tege: T
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Rotaci tohoto potencidlu v cylindrickych souradnicich dostaneme prubéh magnetického
pole okolo dipélu a toto pole by mélo mit analogicky prubéh jako pole proudu v (2.28).
Rotace v cylindrickych soutradnicich vypada nasledovneé:

> 10A, 04, 0A, 0A, 10(rA,;) 10A,
tAd=(-==— - - . 2.51
ro (7" 10L0) Dz~ 0z or’'r  Or r ¢ (2:51)
Jednoduchym vypoctem se muzeme presvédcit, ze plati:
= Idsing  Idcoso
B _ 2.52
(71'60627’2 T megc?r? ) (2:52)

coz je vysledek se stejnym prubéhem jako pole proudu ve vztahu (2.28).

2.2.7. Virivé proudy ¢tvercového magnetu
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Obrazek 2.9: Skladani ¢tverce z bunék s dvojici vodic¢u s opacnymi proudy

Vyuzijme nyni predchoziho vysledku k vypoctu pole vitivych proudu kolem ¢tvercové
oblasti s konstantni magnetickou indukci. Pro lepsi orientaci ve vypoc¢tu pracujme s po-
jmy, se kterymi jsme se seznamili v magnetostatice. Fakt, ze okolo dvojice vodi¢u s proudy
opacného sméru nachazime stejny tvar pole jako v pripadé delta magnetkt, muzeme vyuzit
nasledujicim zpusobem. Predstavme si nas ctverec sestaveny z delta magnetki. Stejné
dobfe si tuto situaci muzeme predstavit tak jak ukazuje obr. 2.9. Zde celou oblast sestavu-
jeme z buneék, které se skladaji vzdy z dvojice vodic¢u s proudy opacného sméru. Obr. 2.10
ukazuje, co se déje v jedné vrstvé takto usporadanych bunék. Toky magnetické indukce
sméruji v bunce kladnym smérem, avsak na hranici bunky smérem opacnym. Zda se tedy, ze
se piispévky k toku magnetického pole sousednich bunék vzajemné vyrusi. Cela situace se
tak znacné zjednodusi, jelikoz cely problém bude determinovan vodici, které jsou na hranici
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Obrazek 2.10: Vzajemné ruseni prispévku od jednotlivych bunék

celého ctverce. Tuto situaci znazornuje obr. 2.11. Jedna se o obyc¢ejny problém magnetosta-
tiky, kdy je nasim ukolem zjistit magnetickou indukci okolo dvou desek, v nichz jsou proudy
opacného sméru. Nyni muzeme vyuzit naseho vysledku pro dvojici vodic¢u vzdélenych o 2d.

OJOJOJOROJORORO)
XWX RXXRRRX

Obrazek 2.11: K magnetickému poli prispivaji pouze proudy na hranici

Hranici naSeho ¢tverce slozenou ve své podstaté ze dvou desek s proudy opacného sméru
posklddame posouvanim dvojice vodict o infinitezimalni vzdalenost ve sméru osy y. Vek-
torovy potencial od dvojice vodi¢u posunutych o vzdalenost k od pocatku muzeme napsat
nasledovné:

I ET kP

A =—
Tl dP (g )

(2.53)

Vektorovy potencidl takto poskladané hranice muzeme spocitat nasledovneé:

A, = In dk 2.54
) ) (2.54)

Pro konkrétni velikost ¢tverce 2 x 2, jehoz stied je umistén v pocatku, dostaneme integraci
nésledujici tvar vektorového potencidlu (pro zkréceni vyrazu jsme vynechali konstantu



24 KAPITOLA 2. MATEMATICKY POPIS VIRIVYCH PROUDU

—ﬁ, jelikoz vyrazy jsou i bez ni velice nepiehledné):

$2+2x+2—|—y2—2y)+

2?2 —2x+2+y*—2y

1
A, == 1)1 —(1—1y)l

—1 1
+(x —1) (arctan (%) — arctan (%)) -
—1 1
—(x +1) | arctan Y — arctan
r+1 r+1

Aplikaci rotace dostavame slozky magnetického pole:

x2—|—2x—|—2—|—y2—|—2y) 1

B, =-1/2 1n(m2—2:17+2+y2+2y)+1/21n(z2+2x+2+y2+2y)+
+1/21n(x2—2x+2+y2—2y)—1/21n(a:2+2x—|—2—|—y2—2y)

1 -1 -1 1
By = —arctan y+ + arctan Y — arctan i -+ arctan y+
rz—1 r—1 z+1 z+1

Nesmime zapomenout, ze vynechana konstanta je zaporna a proto vypoctené slozky maji
opacné znameni. Prubéh magnetického pole je totozny s tim, které jsme ziskali pro pole
proudu okolo étvercového magnetu metodou skalarnich potencidlu (obr. 2.7). Aplikujme
nyni tuto metodu jesté na vypocet pole kolem kruhového magnetu, jelikoz vysledek jiz
zname a bude to pro nas potvrzeni spravnosti predchozich tvah.

2.2.8. Pole proudiu od kruhové oblasti

Abychom mohli spoéitat vektorovy potencial od vodi¢ti umisténych na hranici kruhu,
musime si uvédomit, ze situace neni tak zcela jednoduché jako v pripadé ¢tvercového mag-
netu, kde nam zustaly na pravé a levé hranici desky, v nichz tekly konstantni proudy
opacného sméru. U kruhu se velikost proudu bude ménit v zavislosti na polarnim thlu.
To na prvni pohled mozna neni iplné ziejmé, jelikoz pokud opét zac¢neme kruh vyplnovat
bunkami s dvojici vodi¢u opa¢ného smeéru, tak zakonité musime dospét ke schématu, kdy
nam na hranici zustanou vodice s naprosto identickou velikosti proudu (s opaénymi sméry v
levém a pravém oblouku) . Pro¢ tedy bude proud z&visly na poldarnim tihlu? Nejndzorngjsi je
predstavit si dva valce, které opét poskladame z bunék, v nichz jsou vodice. Tentokrate vsak
budou bunky v jednom valci slozené pouze z vodic¢u s proudy s jednim smérem a v druhém
valci poté z vodicu s proudy opa¢ného sméru. Umistéme nyni tyto dva valce tak, aby se
uplné prekryvaly. V této konfiguraci netece tedy zadny proud, jelikoz se prispévky obou
valcu k proudum zrusi. Nyni posunme jeden z valcu nepatrné vuci druhému. Dostaneme
tak konfiguraci ekvivalentni postupnému skladani kruhového magnetu z bunék s vodici
opacného smeéru. Z obr. 2.12 je nyni pomérné ziejmé proc velikost proudu se zvétsujicim se
thlem klesa. Ohranicujici kiivka ndm totiz hrubé fe¢eno "ufizne” cast vodice s proudem.
Pokud navic prejdeme k valcum, které jiz nejsou tvoreny velkym mnozstvim diskrétnich
vodicu, ale proud v nich tece spojité, coz je ekvivalentni velkému zmenseni nasich gene-
rujicich bunék, je situace naprosto pruhlednd, jelikoz je jasné vidét, jak se plocha, kde
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Obrazek 2.12: Velikost proudu klesa se vrustajicim polarnim thlem

se proudy vzajemné nerusi, zmensuje s rostoucim thlem. Nyni bychom samoziejmé mohli
provést detailni vypocet analogicky postupu u ¢tvercové oblasti. Proved me vsak jen kvanti-
tativni analyzu, ktera nam d& potiebné informace o funkénosti modelu. Zjistéme nejdiive,
jak vypada magnetické pole od téchto vuci sobé posunutych vélcu uvnitt oblasti. Pro
kazdy valec zvlast muzeme pouzit Ampérova zédkona. Magnetické pole roste smérem od osy,
protoze integracni kiivka obepind stale vétsi mnozstvi proudu. V kartézskych souradnicich
dostédvame pro magnetické pole uvnitt vélcu tyto vztahy (konstantu vztahujici se k velikosti
proudu ve valcich pro jednoduchost zépisu ozna¢me C'):

Bg = —C(~y,z — 9); Bo = C(~y,) (2.55)

kde jsme o vzdalenost § v kladném sméru osy z posunuli valec, v némz proudy tecou v
zaporném smeéru osy z. Jestlize nyni seCteme magnetické pole od obou vélci, dostaneme:

B, = ¢ (Bg + Bo ) = C(0,9) (2.56)

coz je v plném souladu s nasim o¢ekdvanim. Pole proudu kruhového magnetu v oblasti 2,
totiz také vychazelo konstantni v kladném sméru osy y. Jak to dopadne ve vnéjsi oblasti?
Vné také plati Ampéruv zdkon, nyni vsak magnetické pole klesa se vzdalenosti od osy
vélce. Magnetické pole posunutych vélctu (opét s vynechdnim konstant) muzeme napsat
takto (tentokréte si kazdy posuneme o ¢/2 opa¢nymi sméry - nic to nezméni na vysledku):

:L‘_é
2
(z =5 +y* (@ =3+’

Bg = —C(~ ) (2.57)

Y x—i—%
(@+8)2+ 92 (z+3) +9?

Bo =C(— ) (2.58)
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pro malé § potom pro magnetické pole dostavame vyraz:

2xy0 (x® —y?)o

B.=C ,—

((1‘2 +y2)? (2 + y2)2>
coz je pole dipdlu. Dosdhli jsme tedy kvantitavni shody s vypoctem v sekci (2.2.2). Zaroven
jsme docilili hlubsiho vhledu do FeSeni. Z feSeni uvedeného v sekci (2.2.2) nebylo vubec

jasné, odkud se dipdlovy charakter pole virivych proudu vzal. Nova metoda nam ukazuje
jasny puvod tohoto charakteru pole proudu.

(2.59)

2.3. Meze platnosti dipolového modelu

(Ve vsech vvahdch této kapitoly budeme predpokldidat velice tenkou vodivou desku)?!

Pokud aplikujeme vysledky dipdolového modelu na desku tvorenou idealnim vodicem,
dostaneme nespravné zaveéry. To ovSem znamena, ze predchozi model ma své meze plat-
nosti a neni tedy zcela dostatecny k popisu magnetu nad vodivou deskou. Pti hledani
duvodu, pro¢ dipélovy model v piipadé idedlniho vodi¢e naprosto selhava, se velice rychle
dostavame k odpovédi. Za nespravnost modelu v limité velkych vodivosti muzou sekundérni
vitivé proudy a proudy vyssich fadu, které vznikaji jako dusledek zmén magnetického pole
pochézejiciho od primarnich vitivych proudu. Pti malych vodivostech jsou tyto sekundéarni
proudy velice slabé, jak si za chvili ukdzeme, a ve vysledku se tedy prilis neprojevi, ovSem pii
velkych vodivostech, jiz nelze jejich pritomnost prehlizet a je nutné, je do modelu néjakym
zpusobem zahrnout. Nasledujici podkapitola ndm poskytne k feseni tohoto problému velice
Uucéinny nastroj.

2.3.1. Virivé proudy v pripadé ¢ — oo

Ze vztahu (2.29) plyne linedrni zavislost brzdné sily na vodivosti desky. Nabizi se otézka,
co se stane, pokud by deskou byl supravodi¢?. V tomto pifpadé by totiz vodivost desky
byla nekonec¢na a tim padem by byla nekoneéna i brzdna sila, coz neni zrovna fyzikalni.
Ptedstavme si nejdiive, ze mame v prostoru pouze supravodivou desku. Mérny odpor
této desky je nulovy. Z Ohmova zikona tedy plyne (pokud je proudové hustota v desce
konec¢nd, coz musi byt), ze i elektrické pole je vSude v desce nulové, potazmo i jeho rotace.
7, Faradayova zdkona potom dostavame:

0B
o
Z ¢ehoz plyne, ze je-li magnetické pole nulové na zacatku, pak musi byt nulové stéle.
Ptejdéme nyni k nasledujici pocateéni konfiguraci. Pro nazornost si predstavme, ze mame

0 (2.60)

!Tato kapitola byla vypracovdna nezavisle na [11], oviem po nalezeni uvedeného ¢ldnku, jsem nékteré
formulace podle [11] upravil.

2Ve skutecnosti supravodicem myslime idedlni vodi¢ s nekoneénou vodivosti. U supravodice dochazi
jesté k dalsim efektum.
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supravodivou desku ? a na ni kruhovy magnet, opét s konstantni magnetickou indukei v
zaporném smeéru osy z. Zatim je soustava dejme tomu pti pokojové teploté. Nyni zacneme
teplotu snizovat a jakmile dosdhneme teploty, kdy se deska stava supravodivou, nastane
Meissneruv jev, tzn. magnetické pole bude z desky vypuzeno (tim, Ze si deska vytvori
proudy, které budou ptesné kompenzovat mag. pole kruhového magnetu). Proudy nejsou
nekonecné - jejich velikost je takovd, aby kompenzovaly prilozené pole. Na misté proudu v
desce si muzeme predstavovat i kruhovy magnet opa¢né orientovany, nez néas prilozeny -
zrcadlovy magnet. Jakou praci musime vykonat k presunuti magnetu mezi dvéma body?
Energie se nikam neztraci. Disipace energie v desce zadna neni, protoze je supravodiva.
Pti presunu tedy nekoname zadnou praci, z ¢ehoz plyne, ze brzdna sila je nulova. To je
prekvapujici, protoze z nasich predchozich vysledku plyne, ze s rostouci vodivosti brzdna
sila roste, ale v nekonec¢né limité dostavame nulovou brzdnou silu. Radéji se jesté po-
drobnéji zamysleme nad tim, jestli se energie opravdu nékam nevytraci. Predstavme si, ze
netu, u kterého se méni magneticka indukce se vzdalenosti od desky - takovy pripad nas
ostatné zajima). Jak se magnet bude vzdalovat, bude se indukovat podle Lenzova zakona
elektrické pole, které bude zpomalovat ptuvodni proud v desce. Cili proud v desce bude mi-
zet. Jakmile bude vzdalujici se magnet dostatecné daleko (feknéme v nekoneénu), proudy
v desce uplné vymizi. Nyni magnet v nekonecnu posunme o malé ¢ ve sméru pozadovaného
pohybu magnetu. Nyni ho opét zacnéme posunovat zpatky k desce. V desce se zase bude
vytvaret proud kompenzujici prikladané magnetické pole. Zmény energie pii vzdalovani
a priblizovani se vzajemné zrusi a posunuti v nekonec¢nu o malé § také zadné zmény v
energetické bilanci nezpusobi. Cely vyse uvedeny postup je tedy ve své podstaté ekviva-
lentni posouvani dvojice fixovanych magnetu ve volném prostoru. A energie k presunu tedy
skutecné zapotiebi zadna neni. To mozna trochu odporuje nasi zazité predstave, ze proudy
v supravodivém materialu nemizi - v nasem pripadeé se totiz ”epicentrum” proudu presouva
spolu s prilozenym magnetem a proudy na misté, kde jiz neni magneticka indukce, prosté
vymizi. Toto zmizeni proudu ovsem neni dusledkem srazek elektronu s kmity krystalové
miizky, ale je zpusobeno zménou magnetického pole v daném misté. Tam, kde mizi mag-
netické pole, se totiz indukuje pole elektrické a to je zodpovédné za ubrzdéni proudu.
Kruhovy magnet, ani zadny jiny (zcela libovolny), tedy opravdu neni nad supravodivou
deskou viibec brzdén.

Poprvé se setkavame se silou, kterd je jiného charakteru nez brzdného — normalovou
silou pusobici na magnet, ktera rozhodné nebude piitomna pouze v limitnim piipadé.
Soucasné se nabizi dalsi velice zajimavéa otazka. Pro¢ brzdna sila roste se zvysujici se
vodivosti, ale pro nekonecnou vodivost je brzdna sila nulova? Pro¢ brzdna sila roste s
rostouci vodivosti je zfejmé z toho, ze velikost naboje rozmisténého na hranici neni zavisla
na vodivosti. Protoze tento nédboj je zodpovédny za elektrické pole, které pohani proudy,
tak z Ohmova zakona dostavame linearni zavislost sily na vodivosti. V limité nekonecné

31dedlni vodi¢ samoziejmé nebude vykazovat Meissneriv jev, ovéem pii spontdnnim vytvofeni magnetu
nad deskou, se v idedlnim vodié¢i vytvoii zrcadlovy obraz magnetu analogicky jako pii prechodu supravodice
do supravodivého stavu. Supravodi¢ a Meissneruv jev zminuji pouze proto, abych ilustroval, ze i v idedlnim
tenkém vodici se bude tvofit zrcadlovy obraz magnetu nad nim.
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vodivosti vsak zfejmeé velikost indukovanych proudu nezalezi na vodivosti, ale spise odrazi
zménu magnetického pole. Vykonové ztraty v desce P = RI? zapsané v integralnim tvaru

1 [ -
P = —/ 171* dV (2.61)
g Jv

potom za predpokladu nezavislosti proudu na vodivosti v nekonecné limité davaji nulu.
A nulové ztraty znamenaji nulovou brzdnou silu. Stale vSak chybi jakysi mezi¢lanek spo-
jujici Teseni pro bézné vodivosti a limitni ptipad, kdy proudy pod magnetem viii dokola.
Zkusme se tedy na pohyb magnetu podivat z trochu jiného ihlu. Vytvoirme (velice rychle
ho k desce z nekone¢na priblizme) nad supravodivou deskou magnet. Nésledkem této akce
se v supravodivé desce indukuji proudy, které jsou ekvivalentni zrcadlovému magnetu. Jak
simulovat pohyb magnetu? Co zkusit za néjaky cas At vytvorit soucasné néasledujici - na
misté puvodniho magnetu magnet zrcadlovy a v néjakém misté posunutém o Ax magnet
stejny jako ten, co jsme vytvorili prvni? Co to bude mit za néasledek? Zrcadlovy magnet
vytvoreny v puvodnim misté zrusi puvodni magnet a zaroven také zrusi zrcadlovy obraz
puvodniho magnetu v supravodivé desce. Magnet vytvoreny na novém misté zase vytvori
zrcadlovy obraz v supravodivé desce pod sebou, takze jsme se dostali k pocatecni situ-
aci, pouze posunuté o At v case a Ax v prostoru. Opakovanim téchto kroku dosdhneme
pozadovaného pohybu magnetu. Nyni opakujme cely myslenkovy experiment, tentokrate
oviem s deskou, kterd jiz nemd nekoneénou vodivost (vodivost berme stéle velmi velkou,
ale kone¢nou). Zase vytvorme magnet nad deskou. V desce se vytvoii zrcadlovy magnet.
Ovsem je tu jeden rozdil. Zrcadlovy magnet zacne ihned slabnout. Proc¢? Protoze jsme tekli,
ze zrcadlovy magnet je ekvivalentni proudum, které se vytvori v dusledku zmény magne-
tického pole. Tyto proudy vsak v desce, kterd ma kone¢nou vodivost, postupné slabnou a
s nimi tedy musi slabnout i zrcadlovy magnet. Pokracujme v naSem myslenkovém expe-
rimentu. Za néjaky cas At vytvorme opét na puvodnim misté zrcadlovy magnet, nez byl
ten puvodni. To bude doprovéazeno vytvorenim zrcadlového magnetu v desce (ktery bude
stejny jako magnet na puvodnim misté). Zrcadlové magnety v desce se vsak tentokrat ne-
zru$i. Puvodni zrcadlovy magnet totiz za cas At zesldbl a v desce v ¢ase ty + At zustane
magnet, ktery je stejny, pouze mnohem slabsi nez magnet, ktery jsme nad deskou vytvorili
v Case tg. Magnet vytvoreny v misté xo+ Az v ¢ase to+ At (stejné orientovany jako magnet
vytvoreny nad deskou v ¢ase t() zase vytvori zrcadlovy magnet v desce. Dejme tomu (pro
nézornost — diky superpozici zustane vSe v platnosti i v piipadé prekryvu), ze Ax je vétsi
nez prumér magnetu. Pak mame v case ¢y + At situaci, ktera je znazornéna na obr. 2.13.
Z obréazku je vidét, ze se skutecné objevi sila, ktera pusobi proti sméru pohybu. K ujisténi
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Obrazek 2.13: Situace v ¢ase tg + At pro desku s kone¢nou vodivosti
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jesté muzeme pouzit energetickych tvah. Existence situace v ¢ase ty + At zjevné vyzaduje
dodani energie, protoze slaby magnet "musel byt z néceho vytvoren” a v puvodni situ-
aci nebyl. Jinymi slovy chceme-li mit rovnomérny pohyb (tak byl myslenkovy experiment
zkonstruovan) musime doddvat energii. A pokud ji nedoddvame, musi magnet zpomalo-
vat. Co se stane, kdyz vodivost jesté o néco snizime? Cela situace bude vypadat obdobné,
ovsem slaby magnet, na pozici puvodniho zrcadlového, bude nyni o néco silnéjsi, protoze
puvodni zrcadlovy magnet za cas At vice zeslabne. Z toho plyne, ze brzdna sila bude rust
pri snizovani vodivosti z nekoneé¢nych hodnot.

Shrime si na$i situaci. Kdyz vodivost pomalu zvysujeme z malych hodnot, brzdna
sila roste. V pripadé, ze vodivost snizujeme z nekonecné hodnoty, brzdna sila také roste.
Ptredpokladame-li spojitou zavislost brzdné sily na vodivosti desky, tak musi existovat
néjaké maximum brzdné sily. Pro zajimavost se muzeme zeptat, jak myslenkovy experiment
dopadne, budeme-li se blizit k nulové vodivosti? V tomto piipadé bude situace vypadat
jako obr. 2.14. Na prvni pohled se muze zdat, ze brzdna sila je docela velkd, ale musime
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Obrazek 2.14: Situace v ¢ase ty + At pro desku s témér nulovou vodivosti

si uvedomit, ze magnet vlevo v desce je tam pouze zanedbatelné kratkou dobu (pii nulové
vodivosti tam pak vibec neni) a tudiz silové pusobi pouze velice kratce. Pokud bychom silu
zprumeérovali pres cely casovy usek At, po ktery novy magnet setrvava na misté xo + Ax,
byla by naprosto zanedbatelna.

Pro uplnost nyni strucné popisme, co se déje pii postupném zvysovani vodivosti z nu-
lové hodnoty. Pivotni dvojice magnetu za sebou zanechava néco jako stopy ve snéhu -
této analogie se drzme, protoze je pomérné nazorna. Pro malé vodivosti desky jsou stopy
hluboké, ale vitr fouka hrozné rychle a stopy brzy zavane. Pro vodivosti ani ptilis malé
ani prili§ velké jsou stopy mélci a vitr fouka pomaleji. Pro vodivost jdouci k nekonecénu
jsou stopy infinitezimalné meélké, ale vitr v podstaté nefouka. Je to sice pékna analogie, ale
nedava nam zadné konkrétni kvantitativni vysledky. Pro pokroceni dale si musime trochu
jinym zpusobem predstavit slabnuti magnetickych stop v desce. Nemohli bychom slabnuti
magnetickych stop ztotoznit s jejich vzdalovanim od povrchu desky? Pokud se totiz vratime
k situaci, kdy nad vodivou deskou vytvorime magnet a v desce se vytvori jeho zrcadlovy
obraz a zacneme se s magnetem nad deskou vzdalovat, dojde ke slabnuti zrcadlového mag-
netu. Vzdalujici se magnet ma stale stejné magnetické pole kolem sebe, ale jeho zrcadlovy
obraz slabne. Tato situace musi byt analogicka situaci, kdy se od rozhrani desky vzdaluji
oba magnety zaroven. Nejlépe je to vidét z obr. 2.15. Muzeme tedy zavést jakousi charak-
teristickou rychlost vzdalovani zrcadlovych magnetu (jiz predpokladame, ze vyse uvedené
uvahy se da vyuzit v situacich, kdy deska nema nekone¢nou vodivost a zrcadlové magnety
tudiz behem At sldbnou a nebo se tedy analogicky vzdaluji charakteristickou rychlosti).
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Obrazek 2.15: Dvé naprosto identické situace z ruznych uhliu pohledu

Oznac¢me tuto rychlost v,,. Jiz nyni muzeme odhadnout, jakym zptusobem bude tato rych-
lost zaviset na vodivosti desky - méla by byt vodivosti nepfimo timérna, jelikoz pri vétsi
vodivosti sldbnou (vzdaluji se) zrcadlové magnety pomaleji. Nyni se muzeme pustit do cel-
kem pékné analyzy. Uz vime, ze na nas magnet pii jeho pohybu pusobi jednak normélova
sila a jednak brzdna sila. Predpokladejme, Ze na zpomalujici se magnet budeme pusobit
takovou silou, kterd pravé bude vyrovnavat brzdéni (tedy silou opacného sméru a stejné
velikosti jakou ma sila brzdnd). Vykon, ktery doddvame, je roven:

P=F,-v (2.62)

kde Fy je brzdna sila a v je rychlost magnetu. Tento vykon se spotiebovava na ztraty
vitivych proudu v desce. Predtim, nez postoupime dale, zduraznéme, ze v nasem modelu
"kroku po Ax” se magnet nad deskou ve vertikalnim sméru nepohybuje. Z toho by plynulo,
ze vykon normalové sily je nulovy, ovSem nesmime délat ptilis unahlené zavéry. Zalezi totiz
opét na uhlu pohledu. Podivejme se na obr. 2.16. Z néj je vidét, Ze na magnet nad deskou
pusobi normalova sila F;, od systému magnetickych stop. Tato sila nekond zadnou praci,
protoze magnet nad deskou se nepohybuje ve vertikdlnim sméru. Ovsem ke kazdé akci
existuje reakce, tudiz na systém magnetickych stop musi pusobit sila stejné velikosti, ale
opacného sméru nez F),. Protoze se systém magnetu jako celek pohybuje rychlosti v,,,
pusobici sila F), kona praci a ji ptislusny vykon je:

P=F, v, (2.63)

Na prvni pohled se muze zdat, ze jsme nic zajimavého nedostali, ovsem kdyz si uvédomime,
ze vykon, ktery doddavame magnetu k tomu, abychom ho udrzeli pti konstantni rychlosti
pohybu, se ztraci v disipaci energie vitivymi proudy, coz modelujeme vzdalujicimi se mag-
netickymi stopami, dospivame k tomu, ze dva vyse spocitané vykony jsou si rovny. Musi
tedy platit:

E, v, =F v (2.64)
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Obrazek 2.16: Sila pusobici na systém stop od magnetu je reakci na silu od systému mag-
netickych stop na referenéni magnet nad deskou

Jiz jsme zjistili, ze brzdna sila je pro malé rychlosti imérnd linearné rychlosti. Pouzijeme-
li pravé ziskané rovnice a uvédomime si, ze v,, je charakteristicka konstanta materialu,
dospivame okamzité k zavéru, ze pro malé rychlosti plati:

F, ~v?, (2.65)

coz je rozumny vysledek, protoze normalova sila by urcité neméla ménit smeér, pokud
otoc¢ime smér pohybu magnetu, a toto ndm zajistuje pravé druhd mocnina. Toto vSak
neni jediny vysledek, ktery muzeme jednoduse ziskat. Pro velké rychlosti magnetu nad
deskou se bude zmensovat interval At mezi jednotlivymi kroky. To bude mit za nasledek,
ze zrcadlovy magnet prilis nezeslabne béhem At a poté, co v ¢ase ty + At umistime do
tohoto mista magnet opacné orientovany (stejny zpusob jaky jsme jiz jednou pouzili k
simulaci krokovaného pohybu magnetu), budeme v situaci, kdy na misté zq je velmi slaby
magnet. Situace je znazornéna na obr. 2.17. Pouzili jsme kombinaci zeslabovani na misté

[—

e —
e —

Obréazek 2.17: Systém vzdalujicich se magnetickych stop bude tvoren velmi slabymi mag-
nety

pro prvni stopu a poté vzdalovani pro ostatni magnetické stopy. Timto zpusobem je situace
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nejpruhlednéjsi. Z obr. 2.17 je nyni jasné vidét, ze nejvétsi prispévek k normalové sile bude
mit magnet pod nim. Z toho déle plyne, Ze normalova sila neni pro velké rychlosti na
rychlosti v podstaté zavisla, protoze za normélovou silu je zodpovédny magnet, ktery se
pohybuje simultanné s magnetem nad deskou. Z rovnice (2.64) nyni plyne zaveér:

1
F ~ — 2.66
b (2.66)

Tento vztah ovérime nepiimou tvahou. Jisté jste si jiz povsimnuli, Ze normalova sila pro
velkou rychlost a vysokou vodivost na téchto velicinach nezavisi. Pro malé rychlosti zase
brzdné sila roste linearné s rychlosti i s vodivosti. Je to ndhoda? Neni. Nas model totiz
vypada stejné pro rostouci vodivost i rychlost. Tim, ze zvysim rychlost, zkratim interval
At mezi jednotlivymi kroky, coz je ovSsem analogické zvyseni vodivosti pii nezménéném
kroku At. ZvySovani rychlosti je tedy analogické zvysovani vodivosti a samoziejmé to
plati i naopak. Pro lepsi predstavu se jesté vratme k nasi analogii se stopami ve snéhu.
Zpocatku jdu néjakou rychlosti ve snéhu a vitr za mnou zavanuje stopy. Zrychlim-li krok
a vitr vane stale stejnou rychlosti, zuistava za mnou vétsi pocet viditelnych stop. Co kdyz
ovsem pujdu stale stejnou rychlosti jako na zacatku a naopak se zmensi rychlost vétru (to
se rovna zvyseni vodivosti)? Pak za mnou bude opét zustavat vice stop. Je tedy vidét, ze
brzdna a normalova sila budou mit stejny prubéh pro rychlosti i vodivosti. Muzeme tedy
ihned psat nésledujici vztahy:

1
F,~— (2.67)
o
pro velkd o a
F, ~o? (2.68)

pro malé vodivosti. Vztah (2.67) plyne ze vztahu (2.61) a vztah (2.68) plyne z platnosti
vztahu (2.65). Ovéfenim vztahu (2.67) jsme tedy nepifmo ovéfili i vztah (2.66). Je videét,
Ze i bez pocitani jsme pomoci naseho modelu dostali velice silné a zajimavé vysledky, které
rozhodné z naseho puvodniho dipélového modelu nedostaneme. Analyzou fesni dipélového
modelu jsme tedy dospéli k modelu lepsimu. V kapitole Reseni pomoci Mazwellovijch rov-
nic vyuzijeme praveé ziskanych vysledku k vytvoreni nového matematického modelu pole
vitivych proudu.

2.3.2. Vliv konecné velikosti desky

Velice zajimavé je analyzovat situaci, kdy velikost desky neni nekonecna. Pokusme se
v této sekci alespon o hrubou aproximaci vlivu koneéné velikosti desky na vitivé proudy.
Uvazujme kruhovou desku o poloméru Rp. Muzeme vyjit z okrajovych podminek (2.21),
doplnénych o jednu dalsi podminku, totiz ze radialni proudy musi byt nulové ve vzdéalenosti
Rp. Berme tedy kruhovou desku, na niz se pohybuje okolo stfedu magnet. Napisme pro
jistotu okrajové podminky nového zjednoduseného problému:

6%% — a%zpl = —0v, BR cos¢
Tahy—Zah =0 (2.69)
%wﬂRD:O
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D4 se opét pomérné snadno uhadnout, v jakém tvaru je nutné hledat teseni. Aby byla
splnéna tteti okrajovda podminka, musime pridat néjaké cleny, které rostou s r. Volbou
nulovych konstant bychom docilili pouze trivialnitho nulového feSeni, coz neni zadouci.
Prepokladany tvar potencidlu v oblasti £2; a €25 jsem zvolil nasledovneé:

1(r,¢) = K1 + Arcos¢ + Brsin¢ (2.70)

wQ(r,cﬁ):K2+gcos¢—|—%sin¢+ETCOS¢+FTSiH¢ (2.71)

Dosazenim téchto rovnic do okrajovych podminek dostaneme pozadovana feseni pro po-
tencidly. Po jednoduchych, ale celkem zdlouhavych tpravach vychazi:

1 R?\ .
?/)1(7”, ¢) = K| + sov, Byr (1 - _2) Slnqb (272)
2 R2)
K 1R2 B s 1 T 973
ba(r, ¢) = Kz — 5 Rov, 081n¢(F+R—%> (2.73)

aplikaci gradientu v poldrnich sourfadnicich potom pro proudy v jednotlivych oblastech
p g p b pro p y v] Yy

dostavame:
- 1 R?
Ji=10, 50%3 1— R—ZD (2.74)

2 2
J2 = %UUIB ((%) (R}, — r?)sin ¢, — (%) (R}, +1?) cos ¢> (2.75)

Ve vnitini oblasti tedy dojde k zeslabeni proudiu imérné druhé mocniné poméru veli-
kosti magnetu a desky. To v nasem zjednoduseném piipadé, kdy je magnetické pole pouze
v oblasti 2; vede taktéz k zeslabeni brzdné sily opét o ¢len, ktery je imérny druhé mocniné
pomeéru velikosti magnetu a desky. Pole vné pak znézornuje obr. 2.18. Z obrazku je vidét, ze
radialni proudy na hranici desky jsou nulové, coz je nutna podminka pro spravnost reseni.
Je tfeba zduraznit, ze uvedeny vypocet je pouze kvantitativnim odhadem vlivu konecné
velikosti desky na velikost a tvar pole vifivych proudi. Vysli jsme z velice zjednodusené
predstavy, kdy je magnet centrovan na desce. Pfi pohybu magnetu vice na kraji kruhové
opét zafixovana velikost proudovych vektoru, aby se docililo ndzornosti a prehlednosti.
Pro ujisténi spravnosti vypoctu muzeme provést limitu pro Rp — oo. Snadno muzeme
nahlédnout, ze limita pro nekonecnou desku je shodna s vysledky, které jsme jiz odvodili
diive.

2.3.3. Proudy sekundarni a vyssich radua a jejich magneticka pole

Je velice zajimavé prozkoumat, do jaké miry mohou vytvorené vitivé proudy ovlivnit
puvodni magnetické pole. Pokud bude vodivost desky mala, pak zfejmé muzeme prispévek
od proudu zanedbat. Co se vsak bude dit v piipadé, kdy bude vodivost nebo rychlost velka?
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Obréazek 2.18: Pole proudu okolo kruhového magnetu s polomérem R = 1 pohybujiciho se
na konecné kruhové desce s polomérem Rp = 2

Muzeme i poté ptispévek od vitivych proudu k puvodnimu magnetickému poli zanedbat?
Jak jsme si jiz ukazali na prikladu dokonale vodivé desky, nemtzeme. Zkusme nyni zjistit,
jak velké je magnetické pole, které je vytvareno vitivymi proudy indukovanymi v desce
a porovnejme ho z velikosti puvodniho pole. Nejsnadnéji to muzeme zjistit nasledovneé.
Pouzijme jednu z Maxwellovych rovnic:

rot B = g j (2.76)

Jelikoz zndme rotaci proudu (2.18), ktera je spoleénd pro obé oblasti 2; a {25, bude vyhodné
na obé strany vyse uvedené rovnice aplikovat rotaci. Tim dostaneme:

A B = jig ovy cos ¢ 8(r — R)B2 (2.77)

Je vidét, ze de facto mame jednu Poissonovu rovnici pro z-tovou slozku magnetického pole.
Reseni muzeme v analogii s elektrostatikou pséat ve tvaru:

~ Ho vaBo/ cosp6(r' — R)
v

47 |7 — 7|

B, = dv (2.78)

kde jsem B preznacil na By, aby bylo jasné, ze se jednd o pole puvodem od magnetu, 7" a
7 jsou po fadé vektor z poc¢atku soustavy k vySettovanému bodu a vektor ke zdroji pole,
tedy standartni znaceni. V d-funkei se 1’ objevil z toho divodu, ze zdroje mame pouze na
hranici kruhu (zdroj je rot j) Pro smysluplné porovnani primarniho magnetického pole
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a pole vytvareného od vitivych proudu musime vyraz tranformovat tak, abychom dostali
néjaky bezrozmeérny koeficient porovnavajici obé pole. To muzeme jednoduse provést takto:

F=Rp, 1 =Rp, dV =RdW, (2.79)

kde p, E’ , dW jsou bezrozmérné veliciny. Vlastné jsme provedli urcité naskélovani. Nyni
muzeme psat:

/ J—
B — Moo By / cosgzﬁé(_]’%(pq 1>)R3dW (2.50)
imJw Rlp—/|
Nyni muzeme vyuzit znamého vztahu pro d-funkei:
1
d(ax) = mc?(x) (2.81)

Pro nas pripad poté plati:
1
O(R(p —1)) = Zo(p' = 1) (2.82)

Po dosazeni do (2.80) dostavéame:

,uoavaoR/ cospd(p —1)
dr - Jw 7=/l

B, = aW (2.83)

Integral je jiz bezrozmérny. Zbyva ovérit, jestli je bezrozmérny i vyraz:
o oV R (2.84)

V nasledujicich uvahach budeme vynechavat nejriznéjsi konstanty, jelikoz nasim cilem je
pouze dukaz bezrozmérnosti vyse uvedeného vyrazu. Plati nésledujict:

F MOIUz
_— = CEB =
g ' R

(2.85)
kde leva rovnost plyne ze vztahu pro Lorentzovu silu a druhd z Ampérova zékona (vodi¢ s

proudem I). Muzeme tedy psat:
RF

= —— 2.86
Ho U i ( )
pro o dale z Ohmova zédkona plyne:
1
= 2.87
C=Tn (2.87)
Pro nas vyraz tedy nakonec dostavame:
FR
R =— 2.88
Ho OV qU ( )

Citatel i jmenovatel mé rozmér energie, takze vyraz je skuteéné bezrozmeérny. Zbyvé zjistit
jak velky je priblizné integral. Predevsim si musime uvédomit, ze d-funkce vybere pti
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integrovani od nuly do nekone¢na pouze p/ = 1. Pro vektor z pocatku k vySetfovanému
bodu a vektor z pocatku ke zdroji muzeme tedy psat:

p=(pcosa,psina,0), o= (cos ¢, sin ¢, 0) (2.89)

Nesmime také zapomenout na Jakobian p/, oviem |p'| = 1, takze se nic neprojevi. S
vyuzitim vyse uvedenych vztahu pro vektory p a p’ muzeme integral psat nasledovneé:

o oV By Ru 2 cos ¢

B, =-—
4m 0 /P2 —2pcos(a—¢)+1

do, (2.90)

kde u jsme definovali nasledovné (tloustka desky méfend v jednotkéch R):

d
= —. 291
=1 (291)

Zbyvéa rozhodnout, jakych hodnot muze nabyvat integral:

2m cos ¢

o VP Zoosia— 9 ¥l

Hodnoty tohoto integralu pro ruzna p a « jsou na obr. 2.19 a pro snadnéjsi ndhled také
ve formé vrstevnic na obr. 2.20. Je vidét, ze velkych hodnot integral nabyva pouze na

do (2.92)

10

15

Obrazek 2.19: Velikost bezrozmérného integralu

hranici kruhu, kde jsou zdroje, takze se dostavame do oblasti singularit, avsak i pfi velmi
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velkém priblizeni k hranici velikost bezrozmérného integréalu dosahuje maximalnich hod-
not kolem 10. Ve vétsiné kruhu je pak velikost integralu relativné blizka nule. Vné kruhu
velikost integralu logicky musi klesat k nule, kvuli pfitomnosti p ve jmenovateli. Graf nam
bohuzel neposkytuje prilis dobrou predstavu, do jaké miry indukované proudy ovliviuji
puvodni magnetické pole. Vyhodné bude secist velikosti z-tové slozky vektoru magnetické
indukce uvnitt kruhu a vydélit poc¢tem dilku mftize pouzité k vypoctu. Tato hodnota se
nebude pii zvétsovani rozliseni prilis ménit, bude konvergovat k urcité hodnoté a da nam
jasnéjsi predstavu o velikosti sekundarniho magnetického pole. V MatLabu jsem provedl
nékolik vypoctu s ruznym rozliSenim nasledujicim zpusobem. Pro pole z mfizky, ktera spa-
dala do oblasti kruhu, jsem spocital velikost integralu a hodnoty integralu (jejich absolutni
hodnoty) pro vSechna pole lezici v kruhu, secetl jsem je a ndsledné podélil po¢tem poli.
Tim jsem obdrzel prumérnou hodnotu velikosti vysetfovaného integralu v oblasti kruhu.
Hodnota integralu pti zvysujicim se rozliSeni konvergovala k ¢islu 2.15. Budeme tuto hod-

10
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Obrazek 2.20: Velikost bezrozmérného integralu-vrstevnice

notu brat jako smérodatnou pro nasi analyzu velikosti sekundarniho magnetického pole.
Dale budeme pracovat s médénou deskou, jejiz vodivost je o = 6 - 107 Q' m~!, s magne-
tem o poloméru R = 0.01 m. Tlousfku desky musime brat v ndsobcich R, protoze jsme
jim nagkalovali cely vSechny délkové rozmeéry. Vétsinou pracujeme s deskami s tloustkou
maximalné desetiny poloméru magnetu, takze d < 0.1. Dosazenim vSech téchto hodnot

dostavame néasledujici vyraz:

47-1077-6-107 - 0.001 - 2.15
Bz S -
4

v, By = —0.013v, By (2.93)
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(aby nedoslo k nejasnostem - ¢&fslo 0.013 ma rozmér [m~'s], takze opravdu porovndvéme
na obou strandch velikost veli¢in s rozmérem magnetického pole) Je vidét, ze pro bézné
rychlosti magnetu je sekundarni magnetické pole velice slabé. Vyznamny vliv na primarni
magnetické pole budou mit proudy ve chvili, kdy sekundarni pole bude ptiblizné stejné
veliké jako primdrni. To nastane pro rychlosti v ~ 80ms~!. Sekundarni pole bude zdrojem
pro dalsi proudy, ovsem jestlize sekundarni magnetické pole zprumérujeme, jak jsme to
pravé udélali, potom pro béZné rychlosti, dejme tomu v ~ 1m-s~! dostdvame setinové
pole, které bude zdrojem proudu, které budou vytvaret pole tisicinové k puvodnimu. Z
této tvahy plyne, ze feSeni self-konzistetniho systému rovnic velice rychle konverguje ke
konectnému fteseni. Zavér analyzy je ten, ze pro velké rychlosti rozhodné nebude mozné
zanedbat pole od sekundéarnich proudu, jak jsme to dosud ¢inili, jelikoz sekundarni magne-
tické pole bude srovnatelné s puvodnim. Jednou z moznosti, jak se s problémem vyporadat,
je vytesit soustavu self-konzistentnich rovnic aproximativnimi metodami. Druhou moznost
si ukdzeme v nasledujici kapitole, kde cely problém tesime piimo pomoci Maxwellovych
rovnic.

Nez vsak kapitolu ukonéime, vSimnéme si jesté pozorné obr. 2.19 a nezapomenme, ze
pred integrélem je jesté znaménko minus, které ho zrcadlové prevrati kolem roviny xy. Stéle
pocitame se stejnou situaci, kdy se magnet pohybuje v zdporném sméru osy x a magneticka
indukce je pouze v oblasti magnetu a sméfuje v zdporném sméru osy z. Je ziejmé, zZe
indukované proudy ”poslouchaji” Lenzuv zédkon, protoze v mistech, kde magneticka indukce
od pohybujicitho se magnetu klesd (magnetické pole je orientovéno v zdporném smeéru
osy z), tam proudy vytvareji magnetické pole, které se snazi tuto zménu kompenzovat.
Dostavame ovsem velice zajimavou situaci, protoze v desce de facto vznikly magnety, které
maji na protilehlych koncich kruhového magnetu opacnou polaritu a tedy budou pusobit
na magnet silovym momentem. Tento jev vSak vymizi pri velkych rychlostech, kdy se jiz
dle nasich uvah z kapitoly (2.3.1) vénujici se piipadu, kdy vodivost nabyva nekoneénych
hodnot, v desce indukuji takové proudy, které vlastné vytvoii zrcadlovy obraz magnetu,
ktery se pohybuje s polu s magnetem nad deskou bez jakéhokoli zpozdéni. Tendence k
otaceni magnetu tedy pfi velkych rychlostech vymizi.



Kapitola 3

Reseni pomoci Maxwellovych rovnic

V kapitole vénujici se analyze feSeni dipolového modelu v ptipadé ¢ — oo jsme odvodili
rovnice, z kterych jednoznacné vyplyva, ze sekundarni proudy, potazmo magnetické pole,
které vytvareji, nemuze byt pii vétsich rychlostech magnetu a velkych vodivostech desky
rozhodné zanedbavano. Dipdélovy model pocital pouze s primarnimi vifivymi proudy, coz
pii malych rychlostech neni piilis velky problém, jelikoz sekundarni proudy maji malou
vahu. OvSem z hrubé analyzy brzdné sily pro asymptotické chovani v malych a velkych
rychlostech plyne, ze existuje mez, kdy pravé magnetické pole sekundarnich proudu za¢ina
hrat velmi dulezitou roli. V této kapitole se pokusime odvodit model, ktery se s timto
problémem pokusi vyrovnat a zahrne v sobé nejen primérni vitivé proudy, ale i proudy
sekundarni a proudy vyssich fadu. K vystabé modelu se nam budou hodit myslenky z
kapitoly (2.3.1).

7 duvodu nazornosti a matematické schudnosti je konkrétni feseni provadéno pro dvou-
rozmérnou desku. Napiseme-li Ohmuv zakon v nasledujicim tvaru

I

L _E
ddy, °

a chceme-li néjakym zpusobem docilit toho, abychom pii vypoctech mohli pracovat s dvou-
rozmérnou deskou, ve které tecou pouze plosné proudy (dejme tomu, ze dy je rozmér od-
povidajici tloustce desky), potom muzeme psét:

I
d_ = (O'dg) E

1

kde levéa strana rovnice jiz vyjadiuje plosné proudy ve 2D desce a na pravé strané je
pozménénd vodivost desky (lisici se ndsobkem dy). Plati tedy:

O9p = O3p - da

V této kapitole budeme vSude o chapat jako o9p. Vyvstava otazka, zda-li zustane rozmeér
difizniho koeficientu nezménén. Rozméry vodivosti se zméni z [~ 'm™!] na [Q7!]. Ovsem

39
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rozmeéry zustanou stejné, jelikoz po dosazeni plosnych proudu dl—l = (0dy) E do Ampérova
zakona dostavame:
rotB = pg (ody) E

a je tedy vidét, ze i pp zméni rozmér a rozmeér difizniho koeficientu tak zustane standardni
a to [m2s™1].

3.1. Rovnice difaze pro magnetické pole

Rovnice diftize pro magnetické pole je odvozovana v tzv. kvazistacionarnim ptiblizeni,
kdy je mozné zanedbat vliv Maxwellova proudu 8ﬁ/ dt. Odvozeni mezi, pro které jesté
muzeme dany problém tesit kvazistacionarné, muzeme provést napiiklad nasledovné (viz
2]). Vyjdeme z Maxwellovy rovnice:

. - 9D
tH=9+— 3.1
ro 7+ ot ( )

za proud dosadime z Ohmova zakona j =0oF a pole D zapiSeme nasledujicim zpusobem:
D = Dye ™? (3.2)
Po dosazeni rovnic do (3.1) a pouzitim D = ¢ E dostdvame:

rot H=0oE —iweE (3.3)
Maxwelluv proud oproti vodivostnimu bude mozné zanedbat, pokud bude platit:

weE < oE — 2 1, (3.4)
€w

coz je u dobrych vodicu splnéno ve velice Sirokém rozmezi frekvenci — az do infracervené
oblasti spektra (napf. pro méd a svétlo o vlnové délce 400nm je o/ew =~ 9000). Dalsi
podminka se tykda Ohmova zédkona v diferencidlnim tvaru. Ohmuv zakon totiz predpoklada,
ze vztah mezi hustotou proudu a elektrickym polem je lokalniho charakteru, coz jinymi
slovy znamena, ze proud zavisi pouze na hodnoté pole v daném bodé a nikoli na charakteru
pole nékde jinde. Fyzikalné to znamenad, ze stfedni volna draha elektront musi byt mala ve
srovnani se vzdalenostmi, na kterych se pole vyrazné méni. V piipadech, které budeme déle
uvazovat, je tato podminka vzdy splnéna. Budeme tedy pracovat s nasledujicim systémem
Maxwellovych rovnic:

divE =0 (3.5)

. 0B
th=—— 3.6
ro pr (3.6)
rot H = oE (3.7)

divB =0 (3.8)
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kde rovnice (3.5) plyne z rovnice (3.7) pouzitim vektorové identity divrot = 0. Rovnici
(3.7) jesteé prepisme do tvaru:

rotB=opkE (3.9)

Aplikaci rotace na obé strany této rovnice dostavame:
—V2B = o urotE (3.10)
a pouzitim rovnice (3.6) dospivame k rovnici difize pro magnetické pole:

OB
2
V2B = op— Y (3.11)

Nyni predpoklddejme, ze deska je umisténa do magnetického pole, které sméruje v kladném
sméru osy z a je situovano pouze do vnitini ¢asti kruhové oblasti, jeho velikost je By a vné
oblasti je pole nulové. Tato situace bude odpovidat idealizovanému magnetu nad deskou.
Co by se stalo, kdybychom jsme nahle takovyto idealizovany magnet nechali zmizet? Zmi-
zelo by s nim nahle i magnetické pole v desce? Samoziejmé, Ze ne. Mizeni pole se bude
fidit rovnici difize, kterou jsme pravé odvodili. Obecna metoda feSeni tohoto problému je
nésledujici (viz [2] str. 201). Hleda se feseni rovnice difize v nasledujicim tvaru:

B =By(z,y,2) e (3.12)
kde 7, je konstanta. Rovnice difize tak prejde do tvaru:
VQB_;H = —J;me:,l (3.13)

pro dané okrajové podminky a konkrétni tvar vodice ma tato rovnice feSeni pouze pro
urcité hodnoty ~,,, které jsou vlastnimi hodnotami rovnice. Funkce B,,(z,y, z) prislusné

ruznym vlastnim hodnotam musi byt ortogonélni. Pocatecni pole v desce go(x, y, z) pak
muzeme rozlozit do nasledujici rady:

(x,y,z Zcm (x,y, 2) (3.14)

a vyvoj pole v case pak je:

3(x,y, 2 Zcm B (1,1, z) et (3.15)

m

V nasem idealizovaném pripadé, kdy je pole pouze ve vnitini kruhové oblasti, bude situace
samoziejmé pomérné jednoducha. V nasledujici sekci si ukdzeme rozklad naseho idealizo-
vaného pole do vlastnich funkci.
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3.2. Reseni rovnice diflize pro magnetické pole

Rovnici difiize muzeme fesit separaci proménnych (viz [9] str. 671). Vyse uvedend sub-
stituce (3.12) separuje cas ihned, ale pro ndzornost si ukazme obvykly postup pii separaci.
Pro jednoduchost zkusme rovnici vytesit pro piipad, kdy nas budou zajimat proudy pouze v
roviné. V takovém ptipadé bude dulezita pouze z-tova slozka magnetického pole a obecna
rovnice difuize se tak znacné zjednodusi, jelikoz ji budeme fesit pouze pro jednu slozku.
Déle pro dalsi zjednoduseni predpokladejme opét magnetické pole pouze uvniti kruhové
oblasti a nulové vné této oblasti. Rovnice diftize pouze pro z-tovou slozku magnetického
pole vypadé nasledovné:

0B
V:B=o0p— 3.16
ol (3.16)
kde p je permeabilita materidlu desky. Ozna¢me si k = 1/op a feSme rovnici diftze

v polarnich soufadnicich metodou separace proménnych, tedy B(p,¢,t) = F(p,¢)T(t).
Zvolime-li separa¢ni proménnou jako —k? (je to nejvhodnéjsi volba vzhledem k ziskanému
vysledku), potom dostavame nésledujici rovnice:

T
VEF+k*F =0, C;—t+k:2/<T:0 (3.17)

Druhou rovnici vyfesime velice snadno. Vysledek je:
T(t) = Ae rt (3.18)
Prvni rovnice je znamé Helmholtzova rovnice. Prepisme si ji do polarnich souradnic:
10 oF 1 0°F
pOp \" Op p? 0¢?
Znovu muzeme pouzit separaci proménnych, tentokrat F'(p,¢) = P(p)®(¢$) a separaéni
konstantu vezmeme m?. Dostaneme se tak k nasledujicim dvéma rovnicim:

+ K F=0 (3.19)

d*® 9 d*P 1dP m?
d¢2+m¢ ’ dp2+pdp+( p2> (3:20)
Reseni prvni rovnice je opét velice snadné. Dostédvame:
O(¢) = Acos(me) + Bsin(me) (3.21)

Druhad rovnice vypadda na prvni pohled velice neznameé, ovsem jednoduchou substituci s =
kp ji muzeme prevést na tvar:

=+ s5s—+ (s —m*)P =0 (3.22)
s
coz je znama Besselova rovnice. Jejim feSenim tedy dostavame:

P(p) = CJ(kp) + DY, (kp), (3.23)
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kde J,, a'Y,, jsou po fadé Besselova funkce prniho druhu a Besselova funkce druhého druhu.
Obecné feseni rovnice difuze tedy zni:

B(p, ¢,t) = [Acosm¢ + Bsinmo| [CJ,(kp) + DY, (kp)] [Ee’k%t} ) (3.24)

Pro nas konkrétni pripad magnetického pole, které ma konstantni hodnotu magnetické
indukce By v kruhové oblasti o poloméru R a nulovou hodnotu vné této oblasti, se obecné
feseni redukuje na nasledujici vyraz (jelikoz zmizi zavislost pole na tihlu ¢ z diuvodu radialni
symetrie a toho dosdhneme pouze volbou m = 0 a navic musi byt feseni kone¢né v pocatku
soustavy soufadnic, takze musime polozit konstantu D rovnu nule, protoze Besselovy funkce
druhého druhu jsou v poc¢atku nekonecéné):

B(p,t) = /0 h C(k) Jo(kp) e "t dk (3.25)

Integral vyjadiuje, ze Teseni je linedrni kombinaci pfes vSechny mozné hodnoty k. Nyni
nas zajima, jakym zpusobem se bude z-tova slozka pole v rovinné desce vyvijet v ¢ase,
pokud nardz vypneme zdroj pole. Na pocatku méa magnetické pole uvniti kruhové oblasti
konstantni velikost By dejme tomu v kladném sméru osy z. Vné oblasti je nulové. Muzeme
tedy psat:

Blp,0) = /0 " k) Jolkp) di (3.26)

kde B(p,0) = By pro p < R a B(p,0) = 0 pro p > R. Abychom ziskali tvar konstanty
C(k), musime obé strany rovnice vynésobit p Jo(k,p) a integrovat od nuly do nekonec¢na.
Dostavame tedy:

| B0 atsnio = [ e { | thn) datphods| ar - 2)

Tento postup jsme zvolili, protoze Besselovy funkce jsou ortogondlni a vyraz konstanty C'(k)
tak muzeme snadno ziskat (cely postup je jakousi obdobou Fourierovy transformace - v
tomto pripadé se jednd o Hanckelovu transformaci). Pro Besselovy funkce plati nasledujici
relace, kterou uvadim bez dukazu:

&0 ok — k,
/ Ju(kp) Ju(krp)pdp = (T) (3.28)
0
Pouzitim této relace dostavame:
o0 C(k,
/ B(p,0)p Jo(k.p)dp = l({ ) (3.29)
0 r

Jesté muzeme trochu upravit levou stranu, protoze vzhledem ke tvaru funkce B(p,0) staci

integrovat pouze od nuly do R. Dostavame:

C(hy)
k.

R
Bo [ phlhp)do = (3.30)
0
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Pro vypocet integrdlu na levé strané muzeme pouzit néasledujici rekurentni relace, kterou
opét uvadim bez dukazu:

diz [z J1(2)] = 2 Jo(2) (3.31)
v nasem pripadé tedy:
1 d
—— k.p J1(kp)] = Kk p Jo(k, 3.32
Mp[ pJi(k:p)] p Jo(kp) (3.32)
a integrdl tedy vychazi:
R 1 A
[ wthoods = Lo ntsn| =4 ra ), (3.33)
0 T 0 T

a konstanta C'(k,) je tedy takovéto:
C(k,) = By R Ji(k+R) (3.34)

z-tova slozka magnetického pole se tedy v rovinné desce vyviji podle nasledujiciho vztahu:
B(p,t) = By R/ J1(kR) Jo(kp) e **F dk; (3.35)
0

Na obr. 3.1 muzete vidét vysledek poskladéni pole B(p,0) z vinovych éisel k& z mensiho a
vétsitho intervalu, pro ptipad By = 1 a R = 1. Je vidét, ze ziskana rovnice dava skutecné
pole, které jsme chtéli z vlastnich funkci poskladat. Na dalsim obr.3.2 pak muzete vidét

£ 3,(03(ke) dk 1203,003,(kp) dk

Obrazek 3.1: Rozklad pole do fady Besselovych funkei

¢asovy vyvoj pocatecniho pole. Z-tova slozka magnetické pole se roztéka do stran.

Nyni jsme se dostali do faze, kdy budeme moci vyuzit nékterych metod z kapitoly (2.3.1)
vénované analyze pripadu o — oo. Jsme v situaci, kdy mame rozklad pole, které je kon-
stantni v kruhové oblasti a vime co se s polem bude v desce dit, kdyz nédhle vypneme zdroj
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Obrézek 3.2: Casovy vyvoj ptvodniho pole

tohoto pole. V nadchézejici sekci si ukazeme, jak se da elegantné téchto nékolika poznatku
vyuzit k reseni virivych proudu v desce se zapo¢itanim nejen primarnich, sekundarnich, ale
dokonce vsech proudu vyssich fadu. Tento vypocet musime provést, chceme-li se dozvedét,
pro¢ a jakym zpusobem se méni brzdna a normalova sila na magnet.

3.3. Krokovy pohyb magnetu

V celé sekci zase budeme pracovat s idealizovanym magnetem, ktery ma konstantni pole
unviti kruhové oblasti tentokrat v zdporném sméru osy z (ozna¢me ho pro jednoduchost
(M —), budeme také pracovat s magnetem (M+), ktery bude mit pole orientované opacné),
abychom mohli snadno srovnavat s jiz vyreSsenymi piipady, a nulové vné. Co kdybychom si
pohyb magnetu predstavovali nasledujicim zpusobem; ve sméru, kterym se magnet pohy-
buje, umistéme ve vzdélenosti Az od sebe do stejného mista (to je mozné provést alespon
myslenkove, jelikoz plati princip superpozice) dva magnety, ale opacné orientované. Situ-
ace se ma tedy tak, ze pfed magnetem de facto zadné magnety nejsou. Vime o nich jen
my. Jsou to pouze imaginarni magnety, které jsou zdrojem magnetickych poli, ktera se
vzajemné vyrusi. Pozice, v niz se magnet aktualné nachazi, je pak pozici, kde je magnet
M — zatimco magnet M+ neni piitomen. Celd situace je na obr. 3.3. Jak by mohlo vypadat



46 KAPITOLA 3. RESENI POMOCI MAXWELLOVYCH ROVNIC
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N
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v Case — At
V desce odstranéné pole chybi a
proto si v okamZiku odstranéni zdroje
Za Cas At poté odstranime soucasné pole, vytvofi pomoci proudl vlastni,
magnety ozna¢ené \|. To bude které ho nahradi.
doprovazeno vytvofenim opacnych
proudud na puvodni pozici a
vytvofenim stejnych proudd, jako @
v prvnim kroku, na pozici nove.

Toto zrcadlové pole tvofené proudy

se tlumi podle vzorce (3.35)

Sectenim nekonecného mnozstvi takovychto krok( a pfechodem k limitnimu ¢asu
poté dostaneme vyraz pro celkové magnetické pole v desce, které je tvofeno proudy.

Obréazek 3.3: Takto probihd krokovani pohybu magnetu
pole poskladané z takovéto casové posloupnosti magnetu? Zrejmé muzeme psat:
BC = (B()R/ Jl(kR) Jo(kp())@_kQRto) —+

0

+ (BO R / Ji(kR) Jo(kpy )e o [e—k%m - 1]) T
0

+ (BOR / Ji(KR) Jo(Jkpp)e™ 0[R2t e—’fzmtD +...
0

St (Bo R/ Ji(ER) Jo(kpy)e " rto [e_kQNNAt - e_kz“(N_l)AtD +

0

+ (_BOR/ Ji(kR) Jo(kPNH)@kQK(tﬁNAt)) (3.36)
0

kde py = /(z — N vdt)? + y2. Nés zajim4 situace v case ty = 0, takze vyraz se zjednodusf.
Posledni ¢len jsme pridali z toho duvodu, protoze je velice daleko od mista, v kterém pole
v desce vySetiujeme a tudiz nebude mit vliv na vysledek, ovem je dulezity pro symetrii
vyse uvedeného vyrazu - s jeho pomoci muzeme vyraz prepsat do kompaktnéjsiho tvaru:

Be=ByR) / JU(kR) [Jo(kpn) — Jo(kpns1)] e VA (3.37)
N=0"0
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Déle plati nasledujici vztah (vSechny integraly tohoto typu byly pievzaty z [10] a nékteré
matematické postupy muzete nalézt ve [12]):

/0 ’ cos|[d cos(#)] cos[ysin(0)] do = 2 Jo(1/ 0% + 72) (3.38)

Jeho pouzitim v (3.37) dostavame:

B e o 2T )
Be = — i Z/ / Jy(kR)e ¥ =NAL . cos(ky sin ) -
2m =Jo Jo

-[cos(k(x — (NvAt) cos ) — cos(k(x — (N + 1)vAt) cos))] dk d

(3.39)
Substituci o = kcos(6) a § = ksin(f) dostavame:
ByR <~ [ [* Ji(kR) _jeenac
Bo = 2 Nz/oo/oo NS cos(3y) -
-[cos(a(z — NvAt)) — cos(a(z — (N + 1)vAt))] dadp
(3.40)

To muzeme opét prepsat do kompaktnéjsiho tvaru, pokud budeme brat jako vysledek
realnou ¢ast nasledujiciho vyrazu:

Bo R [ [ JU(kR) _i2na
B — b Sk " ) )
c=tpr > [ et

i [e—iavNét . e—iav(N+1)At] dov dﬁ

€

(3.41)

Ted musime piejit k lima,_o tohoto vyrazu, abychom misto jednotlivych nespojitych kroki
dostali spojity pohyb. Musime tedy spocitat:

lim e—ka-eNAt . [e—iavNAt _ e—iav(N-‘rl)At} (3_42)
At—0
N=
Pro malda At muzeme psat:
e WNdL | —iewNdt 1y (cos(audt) — i sin(avdt))] (3.43)

Kdyz nyni rozvineme sin a cos a ponechdme pouze ¢leny dt v prvni mocniné, dostaneme:
eRRNdL | p—iauNdt 11 (] _ jaudt)] (3.44)

Nyni misto sumy pres N muzeme psat nasledujici integral:

z'ow/ ekt L gmiavt gy (3.45)
0
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Rozepsdnim """ do sin a cos a pouzitim ndsledujicich identit:

a4+ b2

/0 " e cos(ba) = — (3.46)

- —ax 3 b
/0 € Sln(b!L’) = m, (347)
integral (3.45) vychazi:
k’k —iav
] 4
Zow(ow)Q + (k?k)? (3.48)

Pro urceni celkového pole B zbyva jediné - spocitat realnou ¢ast nasledujiciho integrélu:

BoR [ [% Ji(kR) ine . k*k —iaw
By = JINVRAY) o p 4
¢ 2m /oo /oo PR (aw)? + (k%k)? cos(By) da df (3.49)

V principu jsme ted schopni spoéitat i proudy v desce podle vzorce rot Bo = uj. Mame

pouze z-tovou slozku magnetického pole, proto rot Bo = (%, —%). Odvozeni pole

proudu a dalsich vlastnosti nového modelu provedeme v nasledujici kapitole.

3.4. Srovnani starého a nového modelu

3.4.1. Pole proudu pro malé rychlosti (vodivosti)

Podivejme se nejdiive na pole proudua v piipadé, kdy je vodivost pomérné mald (nebo
ekvivalentné je-li rychlost magnetu mald). V takovém piipadé muzeme psit k > v a
zéroven muzeme psat k*k > au, protoze prispévky k vyslednému integralu (redlné ¢dsti)
v intervalu od nuly do néjakého malého £ jsou zanedbatelné, jelikoz plati:

, (Jl(kR) i - k*k —iav
i (2147

. mv(av)Z TEmE cos(ﬁy)) =0 (3.50)

Vyraz (3.48) v aproximaci k?k > av piechézi na:

10
— b5l
k2K (3.51)
a realna cast integralu (3.49) vychézi:
BoR [~ [ Ji(kR) . av
Bo = — 20 52
c o /_Oo /_Oo k; sin(au) o cos(fy) dadf (3.52)

Pro proudy v desce potom dostéavame:

BoRv [ [~ Ji(kR
S = 2:%: /_ . /_ m%sﬁl(%) sin(By) dovdf3 (3.53)
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ByRv [ [ Jy(kR)a?
%:;J/‘/'jﬁﬁﬂﬂwﬂﬂwmwﬁ (3.54)

prechodem zpatky do polarnich souradnic a dosazenim za s dostavame:

B
Jo = UR”" /JlkrR

-cos(¢) sin(¢) sin(k cos(¢)x) sin(k sin(¢)y) dk do (3.55)
jy _ BO RUO' / /271' Jl ]{;R
-cos®(¢) cos(k cos(@)x) cos(ksin(¢)y) dk do (3.56)

Nyni pouzijeme nasledujicich vztahu:

/o ' cos(¢) sin(¢) sin(k cos(¢)x) sin(k sin(¢)y) dp = 27;?74 Jo(kp) (3.57)

/0 ’ cos?(¢) cos(k cos(¢)x) cos(k sin(¢)y) do =

(u? — 22
— e doliip) + T k) (3.58)
a proudy tedy vychézi:
. xy [~
o = Bo Ror / T (kR) Ja(kp) dk (3.59)
0
. ByRvo [ 2 _ g2
Jy=">% Ji(kR) | Jo(kp) + =——Ja(kp) | dk (3.60)
0

Na prvni pohled je vidét, ze ve vysledku je opét néco z dipdlového charakteru pole. Pole
proudu je zobrazeno na obr. 3.4 (pfi numerickém vypoctu integralu jsem integroval pouze
v intervalu od nuly do dvaceti - ptispévek k integralu je totiz nejvétsi kolem jednicky a pro
velké hodnoty jsou prispévky zanedbatelné, takze takto provedend integrace dava velice
presné vysledky). Je velice podobné poli, které jsme spocitali v jednoduchém modelu, coz je
logické, jelikoz pti malych rychlostech nebo ekvivalentné malych vodivostech je magnetické
pole od indukovanych proudu velice rychle utlumeno a proto nema vyznamny podil na
sekundarnich proudech a proudech vyssich tadu, které jinak situaci ovliviuji a to dost
vyrazné pii velkych vodivostech nebo ekvivalentné velkych rychlostech, jak se za chvili
presvédcime. Také je zajimavé zkontrolovat, jestli vysledek sedi rozmérové, protoze na
prvni pohled by se mohlo zd4t, Ze tomu tak neni. OvSem rozmér integrélu pres k je [m™1],
jelikoz k je vlastneé koeficient Fourierovy-Hanckelovy transformace, takze vse je v poradku.
Vztahy (3.59) a (3.60) se daji jesté zjednodusit pouzitim nésledujici relace:

00 ﬁ;—;l ﬁ <
/ Jy(ax) J,_1(fz)dx = % 8=« (3.61)
0

0 0>«
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Obrazek 3.4: Pole proudu kolem magnetu, ktery se pohybuje v zaporném sméru osy x

Vztah (3.59) se tak rozpadne na nasledujici t¥i vztahy podle toho, je-li p > R, p < R nebo
p=R:
By Rva%p% p>R
Je=<¢0 p<R (3.62)
%BQUO’% p=R

pro pole j, pak obdobnym zptusobem obdrzime:

27.12
Bgé%vay > p% o> R
jy = { 3Bove o p<R (3.63)
%B{yRUO'(i—f-yp;x %) p=R

Resen{ pro oblast p > R muzeme tedy za pouziti z = pcos ¢ a y = psin ¢ psat nasledovné:
- 1 R? 1 R?
I, = (iBova? sin 2¢, —EBOUO'F CoS 2¢) (3.64)

prevedenim vektorového pole do polarnich souradnic pouzitim 7 = cos¢z + sin¢y a
= —sin @2 + cos ¢y dostavame:

a
¢

- 1 R? 1 R?
Ja, = <§Bovaﬁ sin @, —EB()UUF cos d)) , (3.65)
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coz je naprosto stejny vysledek jako rovnice (2.28). Pro p < R potom snadno dostdvame
(v kartézskych soutadnicich):

- 1
Jo, = <0, §O'UBO> : (3.66)

coz je ve shodé s rovnici (2.27). Novy model je tedy v limité malych rychlosti (vodivosti)
v perfektni shodé se starym modelem. Veskeré ivahy provedené diive, tykajici se brzdné
sily na magnet, jsou platné i v tomto piipadé. Co ndm iikd rovnice (3.49) o poli vifivych
proudu v piipadé, kdy je rychlost magnetu nebo vodivost desky velmi velka? Jiz prvni
pohled davé tusit, ze integral (3.49) neni pro velké rychlosti zavisly na rychlosti, coz by
bylo ve shodé s tivahami v kapitole (2.3.1). Provedme nyni{ hlubsi rozbor této situace.

3.4.2. Pole proudu pro velké rychlosti (vodivosti)
Pro 0 — o0 je nésledujici vyraz ptiblizné roven

, k’k — iav
ww(ow)Q Ty ~ 1 (3.67)

Rovnice (3.49) tedy ptechazi do nésledujiciho tvaru:

Be = BQOWR /Z /Z Jl(:R) cos(ax) cos(PBy) da df (3.68)

a pouzitim
2w
/ cos[d cos(0)] cos[ysin(0)] db = 27 Jo(1/ 0% + 72) (3.69)
0

spojenym s prechodem od kartézkych do polarnich souradnic se dostavame k vyrazu:
Be = By R /O " (kR Jo(kp) di (3.70)
Nad deskou je magnet, jehoz z-tova slozka je orientovana opacné a jeho pole vypada takto:
B = —By R /0 " JA(kR) Jo(kp) di (3.71)

Toto je vysledek, ktery jsme ocekavali v kapitole (2.3.1), kdy jsme pouhymi ivahami dospéli
k zavéru, ze pohyb magnetu nad idealnim vodi¢em je ve své podstaté ekvivalentni pohybu
dvojice opacéné orientovanych magneti ve volném prostoru. Zadnd brzdns sila tedy nebude
piitomna, budeme pozorovat pouze silu normalovou (v nasem konkrétnim piipadé bude
ovSsem normalova sila nulova, jelikoz k normélové sile by byla zapotiebi také z-ova nebo
y-ova slozka magnetického pole). Jak v tomto pfipadé vypadd pole proudu? Musi vypadat
takovym zpusobem, aby vytvarelo zrcadlovy obraz magnetu nad deskou. Pole v desce je
vlastné skokova funkce definovand nésledovné:

s -{y" 1S h 372)
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Pokud vyraz zrotujeme v cylindrickych souradnicich, potom dostdvdme pouze proudy ve
sméru ¢ a vyraz pro proudy vypada néasledovné:

jo=0(p—R)- % (3.73)

Tady se muze na prvni pohled zdat, ze je néco v neporadku, jelikoz jsme dostali nekonecné
proudy. Ovsem ackoli je plosna hustota proudu nekonec¢na, je samotny proud konecny,
jelikoz proudy tecou jen v oblasti nekonecné malé sitky. Obdrzeny vysledek je tedy ro-
zumny. Na obr. 3.5 je zobrazena sekvence snimku, kterd ukazuje, jak se bude pole proudu
vyvijet pokud budeme zvysovat vodivost (obrazky jsou pouze orientacni, protoze integral
je pomeérné casoveé naroctné numericky fesit a proto byl obor integrace zkracen na minimum.
Odchylka od skutecného tvaru pole vSak neni velkd. Rysy chovani pole proudu jsou jasné
patrné a postupné tvar pole konverguje ke konfiguraci, ktera je popsana rovnici (3.73).)

Obréazek 3.5: Vyvoj vitivych proudu pro vrustajici rychlost (a) nejmensi ... (d) nejveétsi
(pole jsou pouze orientaéni z duvodu vyrazné zkraceného oboru integrace)

3.5. Vzorec pro brzdnou silu

Jelikoz v modelovém piikladé neni moznost vypocitat normalovou silu pusobici na
magnet, pokusme se alespon o naleznuti vyjadieni pro brzdnou silu. Bude néas zajimat
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nasledujici integral:
P - / j,Bar dS, (3.74)
5

kde Bj; je magnetické pole magnetu. Integrujeme nestandartné ptes plochu, jelikoz celou
dobu tesime 2D pripad. Treti rozmeér je ovSem nepiimo zahrnut ve vztahu pro vodivost.

Plati:
o [
Ty 27T,u

'sm(cm)( v)? + cos(ax)avk’s
(@0 + (Fn)?

Pro silu potom muzeme psét (pole magnetu je nenulové pouze v kruhové oblasti):

cos(By) dadf (3.75)

aJ1 kR)
27r,u
sin(ap cos(¢ ( g +((zzz(o)zpcos(¢))avk2ﬁ cos(Bpsin(é))p da dB dp do
(3.76)
Nyni mtzeme prointegrovat pres ihel ¢. Pouzitim nasledujicich vztahu
/ " sin(ap cos(d)) cos(Bpsin(d)) dé = 0 (3.77)
.
/ cos(ap cos(@)) cos(Bpsin(¢)) dp = 2mJy(kp) (3.78)
dostavame: O
2 R oo oo 5
P BZR /0 / /OO aJl(ki)Jo(kp) (&U)ST(Z%)ZM 45 dp (3.79)

Nyni subtituujeme o = kcosf a = ksinf a znovu prointegrujeme pies tithel. Musime
zintegrovat nésledujici (dvé Besselovy funkce pro struénost nezapisuji):

/27T k*vk cos?(0) 50 — 21k*k (Vo2 + k2k% — kk)
o k2cos2(O)v? + kik2 /U2 + k22

Celkove tedy dostavame:

2rB2R (R [ Kk (VU2 + k?R2 — kK
- J1(kR) Jo(kp)p
0 0 vVv? + k2K
Zkontrolujme pro jistotu vysledek alespon rozmérové. Dvojny integral je bezrozmérny a

koeficient pfed nim muzeme pomoci vzorce (2.87) (jednd se také o bezrozmeérny vyraz)
prepsat takto:

(3.80)

) dp dk (3.81)

2rBER
I

— 210v, Bi R?, (3.82)



54 KAPITOLA 3. RESENI POMOCI MAXWELLOVYCH ROVNIC

coz mé stejné rozméry jako vzorec (2.11) (sice se muze zdat, ze chybi tloustka desky,
ovSem ta je opét skryta v nasi definici 2D-vodivosti desky, o jsme definovali jako o3pd),
kde o rozméru vyrazu neni zadnych pochybnosti. Zkusme se nyni podivat na piipad, kdy
je rychlost magnetu (vodivost desky) mald. Pak muzeme psit:

k2K (\/v2 + k2K2 — kli) v

N — 3.83
vV U2 + k2K2 2K (3.83)
a vyraz pro silu nabyva tvaru:
R 9]
F, = xB2Rov / / T (kR) Jo(kp)pdp di, (3.84)
o Jo
kde
R 0 R
/ / J1(ER)Jo(kp)pdp dk = 5 (3.85)
o Jo
takze vyraz pro silu nabyva konecného tvaru:
1
F, = §7TB§R20U’ (3.86)

kde o je 2D vodivost, tudiz dostavame stejny vysledek jako ve (2.29). Pro velké rychlosti
(nebo spise velké vodivosti) muzeme psat:

kK (\/v2 + k2kK2 — k/{) _ k2K

~ 3.87
vVv? + k2K? v (3.87)
a vyraz pro silu prechézi:
D) BZR R o9
F, =20 / / T (kR) Jo(kp) pk2dpdl (3.88)
HovJo Jo

a je tedy vidét, ze sila pro velké rychlosti nebo ekvivalentné velké vodivosti klesa priblizné

Samoziejmé bychom nyni mohli nalézt i vyraz pro normalovou silu, ovsem pouzity mo-
del ndm to nedovoluje, jelikoz neméame slozky magnetického pole, které jsou za norméalovou
silu zodpovédné.

V této kapitole jsme na modelovém ptikladé odvodili obecny postup, ktery umoznuje
nalezeni brzdné i normalové sily a zahrnuje v sobé, na rozdil od dipdlového modelu i
proudy sekundéarni a vyssich radu a dava nam tak moznost nahlédnout do chovani modelu
pri rychlostech a vodivostech ve velice Sirokém spektru hodnot.



Kapitola 4
Experimentalni cast

Cilem experimentalni casti bylo ovérit nékteré obecné platné zakonitosti, které vyply-
nuly z teoretického modelu. Vétsina uvazovanych a tesenych piipadu byla bohuzel velice
zjednodusSena a slouzila pouze jako nastroj k demonstrovani funkénosti modelu. Pokud
bychom chtéli fesit maxwellovsky pole proudu od redlného magnetu (a to i magnetu s ide-
alizovanym dip6lovym charakterem pole), potom by se stal pouzity matematicky apardt
samotného pole proudu skladanim nekone¢ného poctu kroku magnetu. Samoziejmé kom-
plexnéjsi vypocet by daval vice moznosti k experimentalnimu ovéreni teoretického mo-
delu. My jsme ovSem v situaci, kdy mdame provedeny vypocty, ve kterych napiiklad vubec
nezéalezi na vzdalenosti magnetu od desky, na tloustce desky, model magnetického pole
magnetu je také velmi nerealisticky. Zavér toho vseho je, ze nemé valny vyznam bez
dalsich a komplexnéjsich vypoctu provadét detailni méteni, jelikoz v podstaté neni mnoho
predpovédi teorie, které by se dali experimentalné ovérit.

V experimentalni ¢asti jsem se zaméril hlavné na analyzu zmény brzdné a normalové
sily na magnet pfi zméné rychlosti pohybu magnetu nad deskou. Jednd se totiz o nej-
zajimavéjsi proménnou v teorii. Samoziejmé bychom mohli méfit i zménu sil v zavislosti
na zméné velikosti magnetického pole, ovsem to rozhodné neni piilis zajimavé, jelikoz ne-
dochézi k takovym , na prvni pohled mozna ”necekanym”, jevum jako pii zméné rychlosti
nebo ekvivalentné zméné vodivosti. Méfeni pro ruzné vodivosti by se v zasadé dalo také
provést, ovsem z duvodu nedostatku desek ruznych vodivosti, nebyla zavislost na vodivosti
experimentalné ovérena. Métfeni zavislosti brzdné a normalové sily na vzdalenosti magnetu
od desky a na tloustce desky také nemd smysl provadét, jelikoz chybi potfebné teoretické
vypocty. Vliv konecné velikosti desky na brzdnou a normélovou silu také nebyl experi-
mentalné zkouman, jednak kvuli komplikovanym vypoétum v piipadé pohybu magnetu po
obvodu vodivého kotouce (teoreticky vypocet byl proveden pouze pro pripad, kdy se mag-
net pohybuje ve stfedu zkoumané desky), jednak kvuli nedostatku vodivych desek riznych
velikosti.

95
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4.1. Aparatura pouzita pri méreni
Na obr. 4.1 a obr. 4.2 muzete vidét usporadani experimentu pro méfreni normélové a
brzdné sily.

vzddlenost magnetu
= od desky

vrtackou roztdceny ¢,
hlinikovy disk

silomér detekujici

normalovou silu pasobici

opficka na magnet

hrazda ¥~

L, J

optickd zévora detekujici
preruseni signalu zplsobené
prechodem hrazdy

Obrazek 4.1: Rozvrzeni aparatury pii méfeni normalové sily

vzddlenost magnetu
= od desky

vrtackou roztdceny
hlinikovy disk

opticka
hrazda ¥~

F, %
silomér detekuijici
brzdnou silu pusobici
na magnet
optickd zavora detekujici

preruseni signalu zpusobené
prechodem hrazdy

Obrazek 4.2: Rozvrzeni aparatury pii méfeni brzdné sily

Aparatura se skladala z nasledujicich ¢asti:

vodivy kotou¢ (hlinikovy) (d = 1 mm)

optické zavory pro urceni tihlové rychlosti disku

vrtacka roztacejici kotouc

digitalni silomér (rozsah 4,9 N nebo 1 N)
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e neodymovy magnet (N42 — 1.32 T) (R = 0.75cm) (m = 10.46g)
e regulator umoznujici flexibilné ménit otacky vrtacky
e pocitacovy systém ISES snimajici signaly od optickych zavor a siloméru

Byl pouzit neodymovy magnet, protoze bézné magnety poskytuji velice slabé magne-
tické pole a métené efekty by tedy v jejich piipadé nebyly nikterak vyrazné.

4.2. Postup pri méreni a zpusob analyzy dat

4.2.1. Postup

Podle typu sily, ktery jsme chtéli mérit, jsme aparatu sestavili dle obr. 4.1 nebo obr.
4.2. Pro urcité otacky vrtacky jsme provedli tiisekundové meéteni sily (postup pii zpra-
covani takto ziskanych dat je uveden nize). Mezi kazdym méfenim jsme z duvodu mozného
zahtivani desky provadéli dvouminutové pauzy, kdy byl magnet dostatecné vzdalen od
desky a deska rotovala a tim se rychleji ochlazovala o vzduch (kdybychom tyto pauzy
neprovadéli, museli bychom vzit v iivahu zménu vodivosti desky s teplotou a ackoli byla
zména teploty desky minimélni, presto by mohla mit urcity zkreslujici vliv na méfeni).
Provedli jsme sérii méreni pro ruzné rychlosti pro dva zkoumané typy sil.

4.2.2. Urceni thlové frekvence rotujiciho disku

Abychom byli schopni néjakym sofistikovanym zpusobem zanalyzovat signdl od op-
tickych detektoru, ktery je periodicky prefusovany optickou blokadou, budeme muset na
misto odecitani periody z grafu pouzit diskrétni Fourierovy transformace. Tato metoda
poskytuje velice u¢inny algoritmus, ktery nam dovoluje dokonce i ze signalu, ve kterém
na prvni pohled nejsou patrny zadné znamky periodicity, vy¢ist frekvence (periody), které
jsou zastoupeny s nejvétsi vahou. Vezméme si napiiklad nésledujici signdl od optického
systému z jednoho méteni (obr.4.3). Drobné vychylky v minimu intenzity jsou zpusobeny
pouzitou optickou blokadou, ktera byla slozena z vice ¢asti, které k sobé tiplné nedoléhaly
a proto mohl opticky systém chvilkové zaznamenat vétsi intenzitu. K analyze takovychto
dat je vyhodné pouzit algoritmus rychlé Fourierovy transformace, ktery je implementovan
v systému MatLab. Vychazi se z komplexniho zapisu rozkladu néjaké funkce do Fourierovy
rady:

&)=Y c(w)e (4.1)
Implementovany algoritmus vezme na vstupu vektor N namérenych dat = a jako vystup
dostaneme komplexni fourierovy koeficienty pro jednotlivé frekvence také ve formé néjakého
vektoru X, podle nasledujiciho vztahu:

N
X(k) =S (i VN oy = e (4.2)

Jj=1
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Obréazek 4.3: Periodickd data namérend optickym systémem

V komplexni roviné pak dostdvdme nasledujici graf (obr.4.4), z kterého je ovéem obtizné
vycist néjaké relevantni informace. Jednotlivé fourierovy koeficienty determinuji v kom-
plexni roviné vektory. Pokud tedy pritkneme koeficientum pro urcitou frekvenci velikost
jejich vektoru v komplexni roviné, dostaneme graf, ktery jiz bude daleko priithlednéjsi,
protoze de facto bude ukazovat vahu, s jakou jednotlivé fourierovy koeficienty prispivaji
k celkové funkci, které byla rozlozena do Fourierovy fady. Samoziejmé muzeme vysledek
zobrazit rovnou pro nejcastéjsi zastoupeni periody namisto frekvence. Pro nase vychozi
data poté dostdvame nasledujici graf.(obr. 4.5). V grafu se objevuji i mensi maxima pro
jiné periody, ale je vidét, ze se jedna o néjaké nasobky periody maximalni, coz je pomérné
logické, kdyz si predstavime, jakym zpusobem se funkce Fourierovou radou sestavuje. Vyse
zminénym postupem byla tedy urcena thlova frekvence vodivého disku v pripadé ruznych
métent.

4.2.3. Zpracovani méreni brzdné a normalové sily

Neptijemnou skutecnosti pii méfeni brzdné a norméalové sily byly oscilace sily, které se
objevovali v dusledku nepresného umisténi osy disku. Bohuzel i vychylka pouhé poloviny
milimetru zpusobuje vyznamnou zménu v namérené sile, jelikoz sila zavisi na kvadratu
magnetické indukce a u realnych magnetu, které maji priblizné dipdlovy charakter, je
tedy vzdalenost od vodivé desky velmi vyznamnym parametrem. Samoziejmé je mozné
brat jakousi stfedni vzdédlenost od desky, ktera se vypocte jako prumér z bodu nejvétsiho
priblizeni a vzdaleni od desky a zaroven muzeme také zprumeérovat namérend data, kterd



4.2. POSTUP PRI MERENI A ZPUSOB ANALYZY DAT

80

60 b

40f 1

Imaginary axis
o
T

_60 . .

_gol | | | | | |
-150 -100 -50 0 50 100 150 200
Real Axis

Obréazek 4.4: Fourierovy koeficienty v komplexni roviné
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Obrazek 4.5: Perioda ziskand FFT (Fast Fourier Transform)
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v realu vypadala tak, jak ukazuje obr.4.6. V principu se da z grafu sily ziskat i perioda
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Obrazek 4.6: Zavislost sily na case pro urcitou thlovou rychlost disku

otaceni disku, jak se muzete presvédcit na obr. 4.7 (byla pouzita data ze stejného méteni, na
kterych byla demonstrovana FFT v predchozi kapitole), ovsem tato metoda muze selhavat
v pripadé vétsich rotaci a proto je nutné mit nezavisly systém meéreni periody. Samoziejmé
bylo také nutné kalibrovat pouzité digitalni silomeéry, jelikoz jsme zamérné prodlouzili jejich
ramena, abychom docilili vétstho momentu sily a tedy vétsiho prohnuti ramen, které je
nasledné snimano optickym systémem v siloméru. Kalibraci jsme provedli jednoduse tak, ze
jsme namérili referencni data z nékolika zavazimi na magnetu a tim jsme mohli ocejchovat
stupnici pro silu.

4.3. Vysledky méreni

4.3.1. Vysledky méreni pro brzdnou silu

V tabulce 4.1 jsou data relevantni pro méreni brzdné sily pusobici na magnet po-
hybujici se nad hlinikovou deskou. Vysledky méfeni jsou pak vyneseny na obr. 4.8.
Grafem jsem prolozil polynom tietiho stupné. Graf ma oc¢ekdavany prubéh, ale bohuzel
jsme nebyli experimentalné schopni dosahnout takovych rychlosti, abychom dosahli sta-
cionarniho bodu, natoz pak mist, kde brzdna sila zacina opét klesat. Pro malé rychlosti
se da zavislost skutecné povazovat za linearni. Nékdo by mohl namitnout, ze odklon od
linearity je zpusoben zahiivanim rotujici desky a s tim spojenym poklesem vodivosti, coz
by se podle obou nasich modelu mélo projevit poklesem brzdné sily. Pti méreni byly ovsem
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Obrazek 4.7: FFT pro zavislost sily na case

[=15mm Rg=4.15cm
F [N] ‘ v [ms™]
0.19 0.61
0.35 1.22
0.58 2.34
0.88 3.65
1.27 5.39
1.37 6.34
1.49 6.95
1.63 7.91
1.78 8.69
1.83 9.38
1.89 9.82
2.00 10.51
2.17 11.82
2.22 12.25

Tabulka 4.1: Naméfend data v konfiguraci pro brzdnou silu (I znaéi vzdélenost magnetu
od otécejici se desky a Rg je vzdalenost stfedu magnetu od osy otdceni desky)
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Obréazek 4.8: Zavislost brzdné sily na rychlosti magnetu nad deskou

provadény pomérné dlouhé pauzy (dvé minuty s rotujicim kotoucem bez magnetu) a navic
byla zména teploty desky v podstaté nepatrna, takze jev zahfivani muze byt, za zpusobeni
odklonu od linearity, vyloucen. Zadny dalsi artefakt, ktery by se mohl na odklonu od li-
nearity projevit nepfipada v uvahu, takze vysledky méreni muzeme brat za smérodatné.

4.3.2. Vysledky méreni pro normalovou silu

V tabulce 4.2 jsou opét uvedena data vztahujici se k méfeni normélové sily pusobici
na magnet pohybujici se nad hlinikovou deskou. Pfi méfeni normalové sily se objevuje
nepifjemny artefakt. Jak se sila piisobici na magnet zvysuje, rameno siloméru se prohyba a
vzdalenost magnetu od rotujici desky tedy narusta. Nésledekem toho jsou namérené hod-
noty normélové sily nepatrné zkreslené (skutecné hodnoty normélové sily jsou pro mérené
rychlosti vétsi). Bohuzel, tento artefakt se mi pii experimentu nepodafilo odstranit. Pro-
hnuti ramene siloméru vsak pro mérené sily neni velké ve srovnani se vzdalenosti mag-
netu od desky a tak méfeni nebude timto jevem pfilis ovlivnéno. Na obr. 4.9 je vynesena
zavislost normalové sily na rychlosti magnetu. Vysledek je opét v souladu s ocekdvanim a
d4 se dokonce Fici, ze normélova sila se zvysuje s kvadratem rychlosti (kdybychom néjakym
zpusobem odstranili artefakt souvisejici s prohnutim ramen, vysledek by byl jesté o néco
piiznivéjsi). Je urcité zajimavé podivat se na srovnani chovani obou zavislosti na uréitém
intervalu rychlosti, coz muzete vidét na obr. 4.10. Normélova sila ptisobici na magnet roz-
hodné neni mald, jelikoz je v maximélni hodnoté rovna Fy = 0.55 N a to je skoro pétkrat
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[=15mm Rg=4.Tcm
F [N] ‘ v [ms™]
0.02 2.46
0.04 3.54
0.16 7.18
0.20 8.17
0.24 9.15
0.29 10.04
0.34 10.72
0.37 11.31
0.40 12.00
0.45 12.69
0.47 13.09
0.50 13.68
0.55 14.46

Tabulka 4.2: Namérena data v konfiguraci pro normalovou silu
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Obrazek 4.9: Zavislost normalové sily na rychlosti magnetu nad deskou



64 KAPITOLA 4. EXPERIMENTALNI CAST
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Obréazek 4.10: Srovnani zavislosti normélové a brzdné sily na rychlosti

vétsi sila, nez tthova sila pusobici na magnet. Magnet by se tedy bez problému mohl vznaset
nad rotujici deskou.

4.4. Zavér méreni

Nase méreni potvrdila nékteré z nasich teoretickych predpovédi, ovSsem jak jiz bylo v
uvodu experimentalni ¢ésti nastinéno, méreni se nemohlo srovnavat s teorii do hloubky.
Naroc¢nost spojend s fesenim teoretického modelu pro realné pripady magnetu, vedla ke
znacnému zjednoduseni geometrie magnetu a prubéhu magnetického pole jim vytvareného.
Experiment poté umoznoval pouze srovnani obecnych rysu teorie, které musi zustat platné
pro libovolnou geometrii magnetu. Tyto obecné rysy teorie vsak byly uspokojivé ovéreny,
coz se da povazovat za uspéch modelu. Nepodarilo se nam experimentalné oveérit teorii
pro velké rychlosti magnetu a velké vodivosti desky a to ¢isté z technickych a finan¢nich
duvodu. Pouziti redlnéjsiho magnetu v teoretickych vypoctech, by samoziejmé poskytlo
nepieberné mnozstvi dalsich experimentalné zajimavych proménnych, ovsem matematicka
narocnost s tim spojena, bohuzel nedovolila jeho propocitani.



Kapitola 5
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Vypracovali jsme dva teoretické modely popisujici vitivé proudy v desce, nad kterou se
pohybuje magnet rychlosti v. Prvni z nich (dipdlovy) vsak déval spravné predpovédi pouze
pro malé rychlosti (vodivosti), jelikoz naprosto zanedbaval sekundarni proudy a proudy
vyssich radu, které vznikaji zahrnutim magnetického pole, které ma puvod pravé v téchto
proudech, do puvodnich rovnic. Druhy model, ktery vychézel z principu krokovani magneti
a pouzival difizni rovnici pro zjisténi ¢asového vyvoje magnetického pole v desce, jiz daval
spravné informace i pro velké rychlosti a vodivosti. Metodu jsme aplikovali, z duvodu vétsi
nazornosti, pouze na piipad 2D desky a na velice jednoduchy model magnetického pole
magnetu (z duvodu matematické schudnosti), coz bohuzel v dusledku vedlo k tomu, ze
jsme neméli moznost teoreticky model experimentalné ovérit ve vsech jeho predpovédich a
museli jsme se spokojit pouze s experimentalnim ovéfenim obecnych rysu teorie platnych
pro libovolny magnet.

Experimentélné jsme ovérili nékteré charakteristické rysy teorie, hlavné v oblasti malych
rychlosti. Dle predpovédi kapitoly (2.3.1) jsme v experimentu obdrzeli zavislost normalové
sily pfiblizné imérnou v? a brzdn4 sila muze byt povaZovana za linearn{ pro malé rychlosti,
pro rychlosti vétsi se pak postupné odklani od linearity.

Vylepseny model, vychézejici z principu krokovani magnetu, dava v limitach malych a
velkych rychlosti (vodivosti), opét podle predpovédi z kapitoly (2.3.1), spravné vysledky.
Pro malé rychlosti zavislost brzdné sily imérnou linedrné v a pro velké rychlosti (vodi-
vosti) klesa brzdna sila ptiblizné jako 1/v i 1/0. Navic vylepseny model ddva v limité
malych rychlosti (vodivosti) identické vysledky jako model dipdlovy, coz je logické, jelikoz
v ptipadé, kdy je vodivost mald, je piispévek od sekundarnich proudu k puvodnimu mag-
netickému poli skutecné zanedbatelny a proto dava dipélovy model v této limité spravné
vysledky. Vylepseny model nam také poskytuje zcela obecny postup feseni proudu v desce
a lze ocekdavat, ze bude davat spravné predpovédi pro libovolny magnet, a ne pouze pro
idealizovany, ktery jsme pouzili ve vypoctech.
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