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Abstrakt:

Vzhledem k analogickému chovani mezi pruznou membranou a vodni hladinou se zabyvame
povrchovymi vlnami na vodé. Zejména se zaméfujeme na zajimavy jev vznikajici pii in-
terferenci vln, fazovou singularitu. Studujeme fazové singularity pomoci tii valcovych vin
a pokouSime se je najit pomoci odrazu laserového paprsku na vodni hladiné. Nasledné
porovnavame naméiené vysledky s vypoctenymi. V posledni kapitole ukazujeme, ze Max-
wellovo rybi oko pro viny na vodé nelze experimentalné sestrojit.

Klicova slova: viny na vodni hladiné, fazové singularity, odraz laserového paprsku, Max-
wellovo rybi oko

Abstract:

Analogy between vibrating membrane and water surface lead to study surface water waves.
We are focused on an interesting point of wave interference - phase singularity. Three cylin-
drical water waves generate phase singularities. We try to find them using reflection of laser
ray on water surface. We compare an experimental result with theoretical. In the third
chapter we show, that an experimental realization of Maxwell fish-eye for water waves is
not possible.

Keywords: water waves, phase singularities, reflection of laser ray, Maxwell fish-eye
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Kapitola 1

Uvod

Chovani vodni hladiny lze v jistém smyslu chépat jako analogii k chovani rovnomérné
napjaté pruzné membrany. Proto jsme se zabyvali tim, co se stane s vodni hladinou, pokud
ji budeme periodicky vychylovat. Timto zpusobem pak vzniknou vlny na vodé. Ackoli popis
takto vzniklych vIin neni zcela jednoduchy a v obecném ptipadé se nejedné o viny linearni,
Ize je, pokud je vInova délka o hodné vétsi nez amplituda, povazovat za linearni. Pak pii
skladani vln muzeme pouzit princip superpozice. Nasim hlavnim tkolem bylo studovat
fazové singularity vznikajici pii interferenci tii valcovych vin.

Fazové singularity jsou zajimavym fyzikdlnim vysledkem interference tii a vice vin.
Lze jimi popsat nejruznéjsi jevy, napf. v optice, akustice, kvantové mechanice. My jsme
se snazili nejprve fazové singularity na vodni hladiné nalézt teoreticky a potom teoretické
vysledky porovnat s experimentem.

Dalsim naSim tkolem bylo pokusit se nalézt Maxwellovo rybi oko pro viny na vodé
pomoci toho, ze fazova rychlost vin zavisi na hloubce dna. Pro takové usporddani bychom
v ur¢itém misté vodni hladiny, které je obrazem zdroje valcovych vin, pozorovali velkou
vychylku.



Kapitola 2

Povrchové vlny v kapaliné

2.1 Rozdéleni povrchovych vin

V druhé kapitole se budeme zabyvat povrchovymi vlnami (pro¢ je muzeme nazvat povr-
chovymi, si ukadzeme pozdé&ji), které se vytvori v kapaliné (v nasem piipadé budeme zavéry
aplikovat na p¥ipad vodni hladiny). Jak vime, vinéni ma dva zakladni aspekty, jednak je
to vychyleni systému z rovnovazného stavu (typické jsou napiiklad poryvy vétru, dopad
pfedmétu na hladinu, zemét¥eseni, které muze zpusobit viny tsunami), dalsim je charakter,
jakym je systém nucen se vratit do rovnovazné polohy, a pravé z tohoto pohledu muzeme
délit viny na gravitacni a kapilarni. Jak uz nazvu plyne, hlavni roli pro gravita¢ni viny
hraje zemska tize. Vlny kapildrni naopak vznikaji v disledku povrchového napéti. Pro
gravita¢ni viny jsou typické spise vétsi vinové délky, kapilarni viny maji za nasledek spise
jemné zcefeni hladiny.

2.2 Gravitacni viny

Budeme ptedpokladat, ze jde o idedlni nestlacitelnou kapalinu. Pti ptusobeni jen konzer-
vativnich sil (coz jak vime pro gravita¢ni silu plati) mizeme vyuzit Kelvinovu vétu [4],
podle které je pak proudéni nevitivé. Matematicky to lze vyjadrit jako

V x 7 =0, (2.1)

kde ¥ vyjadiuje rychlost elementu kapaliny, ktera je zavisla na ¢ase a poloze. Vzhledem k
platnosti vztahu (2.1) lze zavést potencial ¢ s vlastnosti

Vo =1. (2.2)

Pomoci zndmé rovnice kontinuity V - ¢ = 0, ktera souvisi se zachovanim hmotnosti, lze
ziskat Laplaceovu rovnici

V- (Vy)=Ap=0. (2.3)



Pro nevifivé proudéni mizeme integrovat Eulerovu rovnici [2] a dostat z ni Bernoulliho
rovnici
d¢

1_,2 P
9t —I— +U + ’ = f(t), (2.4)

kde U je gravita¢ni potencidl, p popisuje rozlozeni tlaku a p je hustota kapaliny. Abychom
zjednodusili rovnici (2.4), pouZijeme namisto ¢ potencial ve tvaru

7= j )dt + —t (2.5)

kde py znac¢i atmosféricky tlak. Pomoci nové definovaného potencidlu @ dostaneme stejné
rychlostni pole a je tedy splnéna Laplaceova rovnice

A = 0. (2.6)
Pokud vyjadiime ¢ pomoci @ a dosadime do vztahu (2.4), ziskame tak
0% 1. P —Po
— += U = 0. 2.7
51 T30 TU+ (2.7)

Pomoci rovnic (2.6) a (2.7) lze urcit funkce ¥ a p, budeme v8ak jesté potiebovat pocatecni
a okrajové podminky.

Povazujeme-li pohyb tekutiny tekutiny za tak maly, Zze muzeme rychlost zanedbat v
druhém fadu malosti, lze pak v rovnici (2.7) zanedbat ¢len s v2. Uvedeny piedpoklad
vlastné neznamend nic jiného nez, ze amplituda je o hodné mensi nez vlnova délka. Po
dosazeni za U = gz dostaneme

99 P —Po

—T +gz+

ot 9°
Uvazujme, jak dopadnou okrajové podminky. Pro pevné stény a dno zfejmé bude platit,
ze slozka rychlosti kolmé k plose bude nulova,

Vi =0, (2.9)

= 0. (2.8)

‘6\

kde je 7 normala. Na hladiné z = z(z,y,t) je atmosfericky tlak pg, proto pro hladinu
dostavame podminku

0P

af + g2z, y,t) = 0. (2.10)
Spocitejme nyni v, rychlost ¢astice, kterd se nachazi na hladiné.

dz 0z 0z 0z

_dz_0z 0z, 02 2.11
A VA TR +Uy8y (2.11)

Pti predpokladu o malé amplitudé mizeme fict, ze parcidlni derivace z podle x a y jsou
velmi malé a blizi se nule (soufadny systém méame zvolen tak, aby nevychylend vodni
hladina byla v roviné zy). Potom muizeme psat

dzNaz
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Ovsem rychlost v, lze také zapsat pomoci potencialu
0p
v, = —.
0z
Pokud budeme parcidlné derivovat vztah (2.10) a dale pak vyuzijeme rovnice (2.12) a
(2.13), dostaneme

(2.13)

Py 0P

S 95 =0, (2.14)
Uvedené vztahy platily na hladiné popsané z = z(x,y,t), ovSem pii malé amplitudé lze
piislusné veli¢iny aproximovat hodnotami v roviné z = 0.

Nyni se budeme vénovat prikladu nejjednodussich vin, rovinnych vin. Uvazujme rovin-
nou vlnu §ifici se ve sméru osy x, proto potencial popisujici rychlost nemuze zaviset na
ose . Casové zavislost rychlosti a potencialu musi byt stejna. Proto budeme predpokladat
potencial ve tvaru

7= f(2) exp [i(ks — wt)], (2.15)
kde k je velikost vlnového vektoru. Dosadime-li (2.15) do (2.3), vychézi ndm
d* f
—5 —k*f=0. 2.16
d 22 / ( )

Uvedena diferencialni rovnice mé obecné feSent
f(z) = Aexp(—kz) + Bexp(kz). (2.17)
Dno je v hloubce z = —I[ B
(g‘j) - f(=1)=0. (2.18)
Konstanty A a B zvolime takto
A ;Cexp(—kl), B- —;Cexp(kl). (2.19)
Vidime, Zze konstanty vyhovuji podmince (2.18). Potom dostavame potencial ve tvaru
P = ;C’ lexp(—kl — kz) + exp(kl + kz)] exp [i(kx — wt)]
= C cosh(kl + kz)exp [i(kz — wt)]. (2.20)

Nyni vysledek (2.20) dosadime do rovnice (2.14) a za z polozime 0 (viz. posledni véta v
oddilu 1.2), abychom ziskali pot¥ebny vztah mezi k a w:

w = 1/ gk tanh(kl) (2.21)

Féazovou rychlost vlnéni jiz ziskdAme snadno

_w_ f9 _ 9 (27T>
c=4 = ktanh(kl)—\/%rtanh l>\ . (2.22)

8




Obrazek 2.1: Je prevzat z [9]

Pro viny na hluboké vodé | > X klesa funkce f(z) exponenciilné s hloubkou, proto je
miizeme nazvat povrchovymi vlnami. Zaroven ptiblizné plati tanh(kl) = 1. Pak disperzni

relace ma tvar
g
=4/ 2.23

Naopak pro [ < A miizeme aproximovat tanh(kl) = kl. Po dosazeni dostaneme fazovou

rychlost
c=1/gl. (2.24)

2.3 Kapilarni viny

Predesla analyza selze pii aplikaci vysledki na vlny s malou vlnovou délkou. P#i malych
vlnovych délkach se vyrazné uplatiuje povrchové napéti. Pii vychyleni hladiny z vodor-
ovné polohy se zvysi velikost povrchu a sily zptusobené povrchovym napétim se budou
snazit vratit hladinu do rovnovazné polohy. Situace je proto analogickd rovnomérné nap-
jaté membréané.
Aplikujeme-li vztah (2.8) na hladinu a zanedbame-li tthové pole zemé, dostaneme
8@ b —"Po

_l’_
ot 0

=0, (2.25)

kde p je tlak tésné pod hladinou. Rozdil tlaki p — py souvisi s povrchovym napétim, to
nyni ukazeme.

Uvazujme znovu rovinnou vlnu. Okoli daného bodu hladiny bychom mohli reprezentovat
valcovou plochou o poloméru R. Povrchové napéti o je definovano jako sila ptisobici na
usecku jednotkové délky ve sméru tecném k ploSe a kolmém na tsecku, ktera vznikne
pomyslnym fezem plochy. Na obr.2.1 je vidét, ze sily FyaFy puisobi na primce, jsou stejné



velké a opa¢né orientované, odec¢tou se. Ted se pokusime urcit velikost vyslednice sil F} a
Fy. Ziejmé pro malé df muzeme psat

Fy + Fy, = odfdl. (2.26)
Aby byla splnéna rovnovéaha sil na hladiné, ur¢ime velikost sily zptusobenou tlakem p — pg

F = (p—po)dsdl, (2.27)

ta se musi rovnat velikosti vyslednice sil 131 a ]52 Vzhledem k platnosti ds = Rdf dostaneme

g

=2 (2.28)

(p — po)
Uvazujeme-li o plose, ktera ma dva poloméry kiivosti R; a Ry v navzajem kolmych smérech,
lze dojit ke vztahu

@—pw=a<él+;), (2.29)

coz je znama Laplaceova-Youngova rovnice. Pii rovinné vlné §ifici se v sméru x lze uvazovat,
7e rovnice hladiny déana jako z = z(x,t), pak kiivost spo¢teme pomoci znamého vzorce

1 8z 82
— =4 dz? > = z’ (2.30)

52.1\2] 2 or

P+Qm)}
kde jsme vyuzili predpokladu o malé amplitudé. Nyni dostavame
02z

_ = —g—= 2.31
(0= p0) = —05 2, (2.31)

znaménko minus vyjadfuje, Ze na konvexni strané povrchu je vétsi tlak nez na strané
konkavni. Pro hladinu dostavame tedy podminku
op 02z
9295 . (2.32)
ot  pOx?
Stejnym postupem jako v predchozim oddilu, viz. vztahy (2.11), (2.12) a (2.13), lze dospét
k rovnici - 9o
o
v_grr (2.33)
ot pox?0z
Regime stejné rovnice az na podminku pro hladinu, proto plati vztah (2.20), ktery dosadime
do rovnice (2.33). Dostavame pak disperzni relaci ve tvaru

w= 1/;kf‘ tanh(kl). (2.34)

10




Pro fazovou rychlost ziskdvame

f‘/—ktanh k) \/katanh z) (2.35)

Pro vlny na hluboké vodé [ > X plati

c= %k 2.36
; (2.36)

vidime tedy, ze fazova rychlost zavisi nepiimo tmérné na vlnové délce, mluvime pak o
anomalni disperzi. Z toho lze pak usuzovat, Ze se bude povrchové napéti uplathovat spise
u malych vlnovych délek.

2.4 Soucasné puisobeni zemské tize a povrchového napéti

Pti uvazovani obecného ptipadu piisobeni jak zemské tize, tak povrchového napéti, dopadne
podminka na hladinu takto:

0op 0P o 0P

W—i_ 0z pf)ﬁ@z

(2.37)

Pak dostaneme disperzni relaci a fazovou rychlost

W= J (gk + Uk3> tanh(kl), ¢ = J (Z + Uk) tanh(kl). (2.38)

p p

Pro viny na hluboké vodé pak ziskame

+ —F. (2.39)

RS
=19

Rovnice (2.39) ukazuje, 7e by méla existovat minimalni fazova rychlost. Derivovanim a

dosazenim konstant pro vodu ¢ = 0,072 Nm™, p = 10 kgm™3, g = 9,81 ms~2 nam

vychazi minimalni fazova rychlost, ji prislusna vlnova délka a frekvence

A=0017m, c=023ms}, f= % — 1353571, (2.40)

11



Kapitola 3

Fazové singularity

3.1 Co je to fazova singularita

V dalgi ¢éasti prace se budeme zabyvat fazovymi singularitami, které se objevuji pii inter-
ferenci tii a vice vln (mohou to byt jak viny skalarni, tak vektorové). Jak jiz z nazvu plyne,
jde o mista v prostoru ¢ v roviné (ukazuje se, Ze v prostoru se jedna o kiivky a v rov-
iné o body), kde neni definovana faze. Abychom ziskali lepsi nahled na tento jev, budeme
jej ilustrovat na tfech piikladech. Prvni ptiklad fazové singularity nebude mit zatim nic
spole¢ného s vinénim. Uvazujme o idedlnich ¢asovych pasmech na zemékouli, zemékoule je
tedy rozdélena na 24 casovych péasem, fazi nazveme hodnotou ¢asového pasma, v jakém se
nachazi dané misto. Osa otaceni prochazi na polech, proto se zde shihaji vSechna casova
pasma a nebude mozné zde definovat fazi.

Dalsi péknou ilustraci fazovych singularit je studium slapovych jevi, zmény vysky
hladiny oceanu, které jsou zptusobeny silami od Mésice a Slunce a rotaci Zemé okolo vlastni
osy. Na obrazku 3.1. je znazornéna amplituda vychylky pomoci riznych barev a bilymi
kiivkami mista, ktera maji stejnou fazi. Na ocednu lze najit mista, kde se vyska vodni
hladiny neméni a kde se zaroven sbihaji ¢ary konstantni faze, a proto je jasné, Ze v téchto
mistech se nachézi fazova singularita.

Pri zavadéni komplexnich ¢isel jsme se také setkali s fazovou singularitou. A to pfi
goniometrickém ¢ exponencialnim tvaru komplexnich ¢isel. Uvazme Gaussovu rovinu, je
ziejmé, ze komlexni ¢isla lezici na primce prochézejici ¢islem z = 0 + 40 budou mit stejny
uhel c¢ili fazi. OvSem ¢islem 2z prochézeji kiivky o rizné fazi. Je tedy ziejmé, ze budeme-li
se blizit k tomuto bodu z ruznych sméri, dostaneme rizné hodnoty faze.

3.2 Popis a vlastnosti fazovych singularit

Jelikoz se budeme snazit popsat a experimentalné najit fazové singularity na vodni hlading,
vystacime si s komplexnimi funkcemi, které budou popisovat skalarni viny. Vychylku vodni
hladiny z rovnovazné polohy lze pak vyjadfit v obecném tvaru

R 0] = R[p(7, 1) exp(i x (7 1))] (3.1)

12
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Obrazek 3.1: Znazornéni amplitudy a faze pro slapové jevy, obrazek pievzat z [13].
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Obrézek 3.3: Faze pro funkci f(z,y) = (z 4 iy)®, jedna se o singularitu sily 3.

kde p(7,t) je amplituda, x(7,t) faze. Funkce p i x jsou realné. V dalSim textu jiz argumenty
funkci, nebude-li to nutné, vypisovat nebudeme.

Dilezitou charakteristikou singularity je jeji sila, ktera popisuje, jak se v okoli singular-
ity méni faze. Uvazujme dvourozmérny problém, méjme uzavienou kiivku, ktera obsahuje
fazovou singularitu. Zménu faze pii posunu o Al 1ze vyjadrit jako Vy dl. Proto vyslednou
zménu vyjadiime

jafvx dl’ (3.2)

Vzhledem k tomu, Ze se jedna o uzavienou kiivku a faze je urcCena az na nasobek 27
(pfedpokladame, zZe je funkce ¥ jednozna¢né uréend), pak dostavame vztah

}{VX dl = 27 s. (3.3)

kde s je celé ¢islo a nazyva se sila singularity. Nyni pro tplnost musime definovat kladny
smér, ten vezmeme jako obvykle ve sméru proti hodinovym ruc¢i¢kam. Singularita na obr.3.2
mé zirejmé silu 1. Z vlastnosti komplexnich ¢isel, a to z Moivreovy véty plyne, jak muzeme
konstruovat singularity vyssich fadi. Pii umocnéni komplexniho ¢isla z na n-tou dostaneme
2", které ma fazi vétsi n-krat. Proto funkce f(z,y) = (z + iy)" ma v bodé 041 0 singularitu
sily n.

Vzhledem k tomu, ze ¥ popisuje n&jaky fyzikalni d&j, musi spliiovat rovnice, které danou
situaci popisuji. UkdZeme si, jak vypadaji fazové singularity splitujici vlnovou rovnici ve
tvaru

10w
VA = — —— 3.4
2 ot’ (3:4)
kde ¢ je fazové rychlost. Predpokladame, 7ze lze W napsat v separovaném tvaru
U = ¢(7) exp (iwt) . (3.5)

14



Pak po dosazeni do (2.4) ziskime Helmholtzovu rovnici
V2 + k% = 0, (3.6)

kde k = w/c je vinové ¢islo. Z rovnice (2.5) plyne, ze nAm bude staéit ur¢it fazové singularity
pro funkei . Z obecného vyjadieni (2.1) by poloha fazovych singularit mohla zaviset na
Case, pii splnéni vztahu (2.5) je v8ak ¢asova zavislost vyloucena.

V ¢lanku [8] autoii ukazuji na existenci dvou typu fazovych singularit, které nazy-
vaji dislokacemi vzhledem k analogii k dislokacim vyskytujicich se v krystalové struktuie
pevnych latek. Jedna se o hranovou a Sroubovou dislokaci. Pfiblizné feseni rovnice (2.6),
které popisuje hranovou dislokaci, ma tvar

Y = (z +1iz) exp(ikz). (3.7)

Pro amplitudu a fazi dostavame vztahy
p=ax?+ 2% Y = arctan (x) + kz. (3.8)
z

7 vyrazu pro fazi lze ur¢it mista, v nichz nebude definovana faze. Piijde o body, které maji

jak slozku z, tak slozku z nulovou, tedy o osu y. Uvazujeme-li, ze se blizime k néjakému

bodu osy y po piimkéch z riznych smért limita pro argument funkce arctan nabyva hodnot

od —oo do 00, a proto fazi zde nemuzeme urcit. Na obrazku 3.4 je vidét, ze pokud obejdeme

singularni bod v kladném smyslu, hodnota se zméni o —2m, sila singularity je tedy —1.
Pfesné feSeni rovnice (2.6) popisujici sroubovou dislokaci vypada nésledovné:

= (x +1iy)exp (ikz), (3.9)
ze kterého pak dostavame vyrazy pro amplitudu a fazi

p=2"+y°, x=arctan (;C) + kz. (3.10)

Analogicky k predchozi situaci se singularity nachazi na ose z. Pokud budeme znazorhovat
prubéh faze v roviné z = 0, dostaneme obréazek 3.2. Pouzijeme-li polarni souradnice (R, 6, z)
mizeme vyjadrit fazi (2.10) jako

X =0+kz. (3.11)

V okoli singularni ¢ary bude plocha v prostoru urcujici konstantni fazi sroubovice.Dosazenim
se lze presvédiit, ze rovnici (2.6) vyhovuje i

= (z+iy)° exp (ikz), (3.12)

coz popisuje Sroubovou singularitu sily s.
Z predeslych pripadi jsme vidéli, ze singularity se nachazi v mistech, kde

p=0. (3.13)
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Obrazek 3.4: Faze pro hranovou dislokaci s £ = 1 pro rovinu z = 0, dale pribéh kiivek s
konstantni fazi.
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Komplexni funkci ¥ muzeme piepsat pomoci funkci f a g jako
UV=rf+1g. (3.14)
Vzhledem k platnosti vztahu p = /f% + g2 je podmince p = 0 ekvivalentni dvojice rovnic
f=0,9g=0. (3.15)

Resen{ kazdé z rovnic vede v t¥rozmérném pripadé na urcitou plochu ¢i soustavu ploch a
priunikem téchto ploch by méla byt kiivka. V dvourozmérném piipadé jsou fesenim kiivky
a jejich prunikem jsou body.

Podrobnéjsi rozbor fazovych singularit lze nalézt v [8], [2], [10], [5].

3.3 Valcové viny na vodni hladiné
Vélcovou vinu lze popsat komplexni funkei [1], [2]
U = Hy(kr)exp (—iwt), (3.16)

kde je H! Hankelova funkce prvniho druhu, ktera je blize popsana v oddilu 6.1, déle ji
budeme znacit pouze H, r je vzdélenost vzdalenost od osy symetrie prochazejici zdrojem
valcovych vin, vztah mezi w a k urcuje rovnice (2.38). Jelikoz chceme zkoumat fazové
singularity na vodni hladiné, potfebujeme k tomu interferenci alespon tii valcovych vin.
Pro tento piipad (neuvazujeme-li odraz vin od okraju) lze zapsat vychylku jako

U = ¢pexp (—iwt), (3.17)
kde
Y = [AH(k|F—ri]) exp (—ix1) + B H(k|7 — r3|) exp (—ix2) + C H(k|F — r3]) exp (—ixs)] ,

A, B, C jsou konstanty, 71, 73, 73 polohové vektory jednotlivych zdroju, x1, x2, X3 poc¢atetni
hodnoty fazi zdroju pro ¢t = 0. Pfi vhodné zvolenych parametrech by na vodni hladiné mély
existovat fazové singularity. Hledali jsme je numericky pomoci podminky (3.13), skript
hledajici singularity je uvedenen v oddilu 6.2. Pii popisu hladiny pomoci funkce ¥ ve
tvaru (3.18) vznikaji Sroubové singularity sily £1. V okoli téchto fazovych singularit by
pak méla hladina vypadat jako

RIK (z +iy) exp (—iwt)], (3.18)

kde K je komplexni konstanta. Jedna se vlastné o otacejici se rovinu.
Nejjednodusim navrhem, jak v daném bodé vytvofit fazovou singularitu, je umistit
zdroje do vrcholi rovnostranného trojuhelnika a zaroven posunout fazi mezi sousednimi

v

trojihelniku vznikne fazova singularita pii jakémkoli vlnovém disle.
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3.4 QOdraz laserového paprsku od vodni hladiny

Zkoumat vlastnosti vodni hladiny se pokusime tak, 7ze budeme sledovat, jaké trajektorie
vytvori laserovy paprsek na zdi po odrazu od vodni hladiny. Pokud by paprsek dopadal
kuptikladu na rovinou vinu ¢i valcovou vlnu, vytvorila by se na zdi tsecka. Pti dopadu laseru
na fazovou singularitu, kterd by se méla chovat v okoli jakou otacejici se rovina, by mél
koncovy bod smérového vektoru odrazeného paprsku opisovat kruznici. Proto trajektorie
stopy laseru na zdi by méla byt s nejvétsi pravdépobobnosti elipsa, ¢i ve specidlnim piipadé
kruznice.

Pro vypocet odrazeného paprsku pouzijeme zakon odrazu (lze odvodit pomoci vztahu
(4.2)), ktery nam tika, 7e ahel dopadu se rovné thlu odrazu. Pokud je v misté dopadu
paprsku normalovy vektor k hladiné 77 a smér dopadajicitho paprsku s, pak lze vyjadrit
smér odrazného paprsku o jako

0=5—2

ii. (3.19)

Normaéalovy vektor ze znamé funkce ¥ spocitame takto: urcime parcialni derivace podle
obou proménych a z nich ziskame tecny k hladiné ve smérech x a y

L IR - OR(V)
t_,,c_(1,0, 5 ),ty_<o,1, 5 ) (3.20)

K vypocteni parcialnich derivaci pouzijeme identitu (6.7).
Normalovy vektor k hladiné ziskdme jiz snadno jako
oS OR(Y) OR(P)
Znéme-li misto dopadu laserového paprsku na vodni hladinu, vzdalenost zdi (piedpok-

ladame, Ze je rovnobézna s rovinou xz) a smér odrazeného paprsku, lze pak spocitat stopu
paprsku na zdi pomoci rovnic

d—

a = 12 (3.22)
02

r = ao1+p (3.23)

z = ao3+ D3 (3.24)

kde P [p1, p2, ps] je misto dopadu, 6 = (01, 02, 03) smér odrazeného paprsku a d je vzdalenost
zdi od soutadnicového systému vztazeného k vodni hladiné. Misto dopadu ur¢ime numer-
ickym FeSenim rovnic
p1—bsi—m 0 (3.25)
p2—bsy—ny = 0 (3.26)
RV (p1,pa)] —bs3 —ng = 0, (3.27)
kde § = (s1, 52, 53) je smér dopadajiciho paprsku, N [ny,ns,n3] bod, kterym prochézi pa-
prsek, neznAmymi v soustavé jsou p;, po a b. Dale vime, Ze plati vztah p3 = R[]V (py, po)]
Skript pocitajici trajektorii stopy laseru je v oddilu 6.2.
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3.5 Experiment

V dalsich ¢éastech této kapitoly se budeme vénovat popisu experimentu. Jak jsme jiz naz-
nacili, nejjednodussim teoretickym navrhem na vytvoteni fazové singularity je umisténi tii
zdroju do vrcholu rovnostranného trojuhelnika, které jsou mezi sebou fazové posunuty o
27/3. OvSem experimentalné neni aplné snadné ziskat t¥ifazovy proud. A tak pro exper-
imenty pouzijeme zdroje, které jsou ve fazi. Podle simulace se sice snizi pocet singularit,
ale pfi vhodném nastaveni parametri by singularity na vodni hladiné mély existovat.

Najit fazovou singularitu ovSem nebude tak snadné. Je to predevSim tim, Ze se nam
nepodafilo najit néjakou piimou metodu pro jeji hledani. Jde o to, Ze mdme na vodni
hladiné najit mista, pro kterd je amplituda nulova. Jak ale urcit experimentalné, ze urcité
misto nevychyluje? Na tuto otdzku se nam nepodafilo odpovédét. Proto jsme se pokusili
zkoumat viny na vodé pomoci odrazu laserového paprsku.

Nagim cilem bude nejprve porovnat pro zvolené body vysledky vypoc¢tené a nameéiené,
déle prozkoumat okoli bodi, kde by se podle vypoc¢tu mély vyskytovat fazové singularity.

Pti nastavovani frekvence a amplitudy jsme museli zvazovat nékolik aspektii. Veskeré
vysledné vztahy souvisely s linearnimi vlnami, coz, jak vime, lze splnit tak, kdyz amplituda
je o hodné mensi nez vlnova délka. OvSem pii zvySovani frekvence se vinova délka zmensuje.
Proto je dana aproximace pii konstantni amplitudé splnéna lépe pro mensi frekvence. Na
druhou stranu jsme v teoretickém popisu zanedbali odrazy vin od okraji kadé. Pii mensim
vlnovém c¢isle ovSem maji odrazy vétsi vliv.Pfi experimentovani se také ukazalo, ze zhruba
od frekvence 40 Hz je obtizné vybudit valcovou vlnu. Pfi téchto vyssich frekvencich jiz
vznikaji viny, které maji zavislost nejen na vzdalenosti r od zdroje, ale také na uhlu 6
(uvazujeme o sférickych soufadnicich 7.0). Proto jsme také zavrhli moznost pouziti t¥ifa-
zového proudu ze sité, jelikoz ma frekvenci 50 Hz.

3.6 Experimentalni aparatura a méreni jeji geometrie

Na obrazku 3.5 vidime pouzitou experimentalni aparaturu. Jako zdroje valcovych vin byly
pouzity reproduktory, na které se nalepily valcové trubicky. Valcové trubicky se ponofily
do vody a pusténim sinusového proudu do reproduktori zacaly vznikat valcové viny. Re-
produktoty byly zapojeny paralelné. Sinusovy signal byl generovan pomoci pocitacového
programu Tone Generator [15] a pomoci mixazniho pultu byla upravovana jeho amplituda.
Vzajemnou vzdalenost reproduktoru jsme také mohli ménit, ovSsem k celkovym rozmérum
aparatury bylo nejvhodnéjsi umistit reproduktory do rovnostranného trojihelnika s délkou
strany 30 £ 0.1 cm. Laserové ukazovatko bylo umisténo na stojanu, pficemz bylo mozné
polohou laseru pohybovat v navzajem kolmych smérech. Vzhledem k tomu, Ze jsme v teo-
retickém popisu zanedbali vliv odrazenych vin od okraju kadé, museli jsme se pokusit
odrazy eliminovat, na okraj kadé jsme proto pfipevnili f6lii, kterd odrazy méla alespon
castecné tlumit.

Vypoctenou polohu singularit mame v soustavé spojené s vodni hladinou. Ovsem polohu
laseru méiime v soustavé, kterd je spojena se stojanem na laser. Musime tedy znét trans-
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Obrazek 3.5: Experimentalni aparatura

formacni vztahy, které nadm udavaji, na jaké misto nevychylené vodni hladiny dopada
laserovy paprsek pii dané poloze laseru ve stojanu. Roviny zy v obou soustavach jsou
rovnobézné. Déle jsme se snazili aparaturu nastavit tak, aby osy = v obou soustavach byly
také rovnobézné. Musime proto urcit vzdélenost m vodni hladiny od roviny, v niz se pohy-
buje laser, dale vzajemny posun rovin zy dany vektorem @ = (uq,u2) a smér dopadajiciho
laserového paprsku s. Abychom vyjasnili piipadné nejasnosti, uvadime zde pfepocet mezi
jednotlivymi soustavami. Bude nas zajimat takové poloha laseru [z, 7], abychom svitili na
misto [z, y] nevychylené vodni hladiny.

g = = (3.28)
53

T = gs1+x+wu (3.29)

Yy = gqs2+ty+up (3.30)

Vzdéalenost m a vektor p’jsme urcili pomoci pravitek, smér laseru jsme zmefili pomoci urceni
jeho stopy na milimetrovém papife ve dvou navzajem rovnobéznych rovinach. Vysledky
méieni jsou uvedeny v tabulce 3.1.

Dalsim veli¢inou, kterou bylo nutné zmérit, byla vzdalenost d aparatury od zdi. Aparaturu
jsme se snazili nastavit tak, aby osa z byla rovnobézné s rovinou zdi.

Déle jsme jesté urcili hloubku dna h. Pro pouzité vinové délky pii experimentech lze
pak vyuzit aproximace vln na hluboké vodé.

Abychom dostali spravnou funkci ¥ popisujici vodni hladinu, musime urc¢it konstanty
A, B, C ve vztahu (3.18). Potifebujeme naméfit pruméry valcovych trubicek, jejiz kmitani
zpusobuje vinéni vodni hladiny a dale pak amplitudy kmita trubicek. Prumér lze snadno
zmérit posuvnym métitkem, avSak u amplituda situace tak snadné neni. Pokusili jsme se
alespon priblizné amplitudu pomoci néasledujiciho postupu. Upevnili jsme zvyraziovac¢ do
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m [cm] 29.8 £ 0.1

o [em] (33.9 £ 0.1, 6.3 £ 0.1)

o lem] | (—1.4 £ 0.1, 17.1 + 0.1, —25.3 & 0.1)
d [cm] 204 £ 1

h [cm] 40 £ 0.1

1 [cm] 1.37 £ 0.01

o |cm] 1.39 £ 0.01

73 |cm] 1.43 £ 0.01

Tabulka 3.1: Naméfené parametry

drzaku na laser a jemné pfilozili k valecku. Nechali jsme véle¢ek kmitat a zvyrazhovac
vyznacil na trubicce tsecku, jejiz délka by méla odpovidat dvojnasobku amplitudy. Tuto
délku ozna¢me j. Tteni mezi valeCkem a zvyrazihovacem bude tak malé, ze lze jeho efekt
na vysledek zanedbat. Kalibrac¢ni konstantu A lze pak vypocitat jako

J
A= IR (3.31)

kde r; je polomér prvniho véilecku. Analogickym postupem lze urcit konstanty B a C.
Namétené hodnoty j lze nalézt v tabulce 3.2. Hodnoty j byly pfi dané frekvenci a daném
zesileni méreny pro vS8echny reproduktory, ukazalo se, ze jsou pro vSechny stejné. Skript
pocitajici kalibra¢ni konstanty lze nalézt v oddilu 6.2.

3.7 Vysledky méreni

Meéreni probihalo tak, Ze jsme nejprve nastavili vhodnou amplitudu p#i dané frekvenci tak,
aby byla trajektorie laseru dobfe patrna, avSak amplituda natolik mal4, abychom mohli
vyuzit aproximace linedrnich vin. Pomér amplitudy ku vlnové délce v nasich experimentech
(viz. tabulka 3.2) mél maximalni hodnotu 4%, tedy aproximace linearnich vin byla pomérné
dobfe splnéna. Potfebnou vychylku jsme zméfili a skriptu jsme urcili kalibra¢ni konstanty.
Pak jsme umistili laser do dané polohy a pockali na ustaleni trajektorie laseru, jelikoz jiz
silnéj$i oties podlahy zptsoboval sekundarni viny. Nakonec jsme trajektorii vyfotografovali.

Prvni méfenim jsme zkoumali vybranych 12 mist na hladiné pro frekvence 3 Hz, 5 Hz,
8 Hz, 10 Hz, 15 Hz, 20 Hz. Polohy mist, které byly naméfeny, jsou v tabulce 3.3. Déle
jsme nameérené vysledky porovnali s teoretickym vypoctem. Pti zobrazovani vypoctenych
trajektorii jsme se snazili, aby grafy byly rozmérové identické vyfotografovanym ttvaram,
proto nékteré vypoctené trajektorie nejsou vidét celé nebo dokonce vidét viibec, jelikoz
dané rozméry presahly.

Ve druhém méfeni jsme se zaméfili na mista, kde by se podle vypoc¢tu mély nachazet
fazové singularity. Vyfotografovali jsme trajektorii laseru primo v misté singularity a potom
pro dalsi ¢tyfi okolni body. Pro kazdou frekvenci jsme si vybrali tii singularity a ty zmérili.
Z vypoctu vyplynulo, Ze fazové singularity vznikaji v méfené oblasti pti frekvenci vyssi
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prvni méreni druhé méreni
f1Hz| | j [mm] | j/2\ | f[Hz| | j [mm] | j/2A
3 3 0.009 3 3 0.009
5 2 0.02 4 2 0.01
8 1 0.02 5 1.5 0.01
10 1 0.02 6 1 0.01
15 1 0.03 7 1 0.01
20 1 0.04 8 1 0.02

Tabulka 3.2: Namétrené hodnoty pro urceni kalibra¢nich konstant

fotka | « [cm]| | y [em] | fotka |  [em] | y [cm)]
1 6.4 7.9 7 12.4 9.9
9.4 7.9 8 15.4 9.9
12.4 7.9 9 6.4 11.9
15.4 7.9 10 9.4 11.9
6.4 9.9 11 214 11.9
6 9.4 9.9 12 23.4 11.9

QY | W DN

Tabulka 3.3: Naméfené mista pro prvni méfeni

nez 2 Hz, pro frekvenci 8 Hz je jiz pocet singularit 150. Je proto ziejmé, Ze vzhledem
k presnosti méfeni nemé smysl pro frekvence vyssi se pokouset prométit okoli singularit.
Nameérili jsme tedy oblast 3-8 Hz. V tabulce 3.4 jsou shrnuty polohy proméienych singularit
a jejich okolnich bodi. Fotografie, na kterych je zobrazena trajektorie pii dopadu paprsku
laseru pfimo na singularitu, maji ¢islo 1, 6 a 11.

3.8 Diskuze o vysledcich méreni

Pti porovnani vyfocenych trajektorii s vypoctenymi plyne, Ze se naAm nepodafilo eliminovat
vliv odrazenych vln od okraji kadé. Zapoctenim odrazenych vin se funkce W zméni, a proto i
polohy fazovych singularit se budou nachézet v jinych mistech. To je jednim z principialnich
divodu nesouhlasu experimentu s teoretickym vypoc¢tem. Chyba méreni veli¢in potiebnych
k vypoctu trajektorie stopy laseru zpusobuje, zZe teoreticky vypocet probiha pro jiny bod,
nez na ktery ve skutecnosti laserem svitime. Tato chyba by se méla vyraznéji projevovat
pri mensich vlnovych délkach.

Pouzitou metodou, jak se zd4, nelze urcit, jestli se jedna o fdzovou singularitu ¢i nikoli,
pokud se teoreticky vypocet neshoduje s experimentalnim. Mysleli jsme si, Zze dokdzeme
najit singularitu totou metodou i bez znalosti jeji polohy, podle toho, Ze se v okoli singu-
larity chova hladina jako otacejici se rovina. Pti experimentech se vSak ukazalo, ze dana
metoda neni dostate¢né prikazna.
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f |Hz| | fotka |  [cm]| | y [cm]| | fotka | = [cm] | y [cm] | fotka | = [cm]| | y [cm]
3 1 8.3 8.8 6 21.4 8.8
2 9.3 8.8 7 224 8.8
3 7.3 8.8 8 20.4 8.8
4 8.3 9.8 9 21.4 7.8
3 8.3 7.8 10 214 9.8
4 1 11.1 8.7 6 18.8 8.7 11 6.5 10
2 12.1 8.7 7 19.8 8.7 12 7.5 10
3 10.1 8.7 8 17.8 8.7 13 ) 10
4 11.1 9.7 9 18.8 9.7 14 6.5 11
3 11.1 7.7 10 18.8 7.7 15 6.5 9
5 1 9 13.5 6 20.3 9.2 11 12.4 8.7
2 10 13.5 7 21.3 9.2 12 13.4 8.7
3 8 13.5 8 19.3 9.2 13 11.4 8.7
4 9 14.5 9 20.3 10.2 14 12.4 9.7
5 9 12.5 10 20.3 8.2 15 12.4 7.7
6 1 14 10.3 6 9.9 10.6 11 7.7 11.1
2 14.5 10.3 7 10.4 10.6 12 8.2 11.1
3 13.5 10.3 8 9.4 10.6 13 7.2 11.1
4 14 10.8 9 9.9 11.1 14 7.7 11.6
3 14 9.8 10 9.9 10.1 15 7.7 10.6
7 1 2.9 10.9 6 8.9 9.1 11 8.2 8.7
2 6.4 10.9 7 9.4 9.1 12 8.7 8.7
3 2.4 10.9 8 8.4 9.1 13 7.7 8.7
4 5.9 11.4 9 8.9 9.6 14 8.2 9.2
3 2.9 10.4 10 8.9 8.6 15 8.2 8.2
8 1 8.6 9.3 6 6.2 10.4 11 17.4 8.8
2 9.1 9.3 7 6.7 10.4 12 17.9 8.8
3 8.1 9.3 8 5.7 10.4 13 16.9 8.8
4 8.6 9.8 9 6.7 10.9 14 17.4 9.3
3 8.6 8.8 10 6.7 9.9 15 17.4 8.3

Tabulka 3.4: Namétené singularity a jejich okoli pii druhém méteni
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Obréazek 3.6: Prvni méfeni pro f=3 Hz
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Obrazek 3.7: Vypocet pro f=3 Hz
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Obréazek 3.8: Prvni méfeni pro f=5 Hz
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Obrazek 3.9: Vypocet pro f=5 Hz
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Obrazek 3.11: Vypocet pro f=8 Hz
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Obrazek 3.12: Prvni

méfeni pro f=10 Hz

e

Obrazek 3.13: Vypocet pro f=10 Hz
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Obrazek 3.14: Prvni

méfeni pro f=15 Hz
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Obrazek 3.15: Vypocet pro f=15 Hz
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Obrazek 3.17: Vypocet pro f=20 Hz
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Obrazek 3.19: Vypocet pro f=3 Hz
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Obrazek 3.20: Druhé méteni pro f=4 Hz
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Obrazek 3.21: Vypocet pro f=4 Hz

31




Obrazek 3.22: Druhé méteni pro f=5 Hz
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Obrazek 3.25: Vypocet pro f=6 Hz
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Obrazek 3.27: Vypocet pro f=7 Hz
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Obrazek 3.28: Druhé méteni pro f=8 Hz
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Obrazek 3.29: Vypocet pro f=8 Hz
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Kapitola 4

Maxwellovo rybi oko

4.1 Co je to Maxwellovo rybi oko

Ze vztahu (2.38) vidime, ze fazovou rychlost povrchovych vin na vodé muzeme ovliviiovat
pomoci hloubky. Proto by bylo zajimavé, kdyby se nam podarilo sestrojit takovy profil dna,
ktery by mél fokusac¢ni vlastnost. To znamena, ze by se vlnoplochy ze zdroje zakiivovaly
tak, ze paprsky (to jsou kolmice k vlnoplocham) by se stietly v bodé, ktery je obrazem
zdroje. V tomto misté bychom pak pozorovali velkou vychylku. K takovému profilu dna
se pokusime dojit pomoci analogické situace v optice, budeme se zabyvat Maxwellovym
rybim okem. Maxwellovym rybim okem se nazyva specialni optické médium [3], pro které
mé index lomu zavislost

c 2
- : 41
o(r) 1+ 1% (4.1)

n(r) =

kde c je rychlost svétla ve vakuu, v velikost fazové rychlosti svétla v optickém prostiedi, r
velikost polohového vektoru a Ry je konstanta, kterd udava polomér kruznice, na kterém
je roven index lomu 1. Takové optické médium mé vyjimec¢né vlastnosti, jedna se totiz o
dokonalou ¢ocku. Pokud by se v prostoru nachézel bodovy zdroj svétla, tak by se paprsky
jdouci v riznych smérech soustiedily do jednoho bodu.

4.2 Vlastnosti Maxwellova rybiho oka

Nejprve se pokusime ukazat, ze Maxwellovo rybi oko je dokonalou ¢ockou. Pouzijeme k
tomu tzv. transformad¢ni optiku |[7], [11]. Ta vychazi z Fermatova principu, ktery nam #ika,
7e svétlo se §if1 po takové trajektorii, pti které je ¢as extrémni. To lze matematicky vyjadrit
tak, ze variace optické drahy je nulova

5/n(F) dl =0, (4.2)

n je index lomu, dl délkovy element trajektorie. Dale zavadime dva prostory wvirtudini, ten
ozna¢me W a body z néj w, fyzikdlni, ten oznacme Z a body z néj z, a zobrazeni F', které
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prifadi kazdému bodu z virtualniho prostoru bod z prostoru fyzikélniho. Predpokladejme,
7e zname rozlozeni indexu lomu n(z) ve virtudlnim prostoru. Tim padem pak mame v
tomto prostoru urceny trajektorie svétla. Nyni si polozime otazku, zda by $lo navrhnout
takové rozlozeni indexu lomu ve fyzikalnim prostoru, pii kterém by trajektorie svétla byly
obrazy trajektorii svétla v imaginarnim prostoru ur¢ené pomoci zobrazeni F'. Ukazuje se,
ze takové rozlozeni lze sestrojit. Uvazujme bod wy ve virtualnim prostoru a néjaké posunuti
dl, nyni zobrazime pomoci F' bod wy na bod 2y a posunuti ndm piejde na dL. Pak se musi
integrandy ve vyrazu (4.2) v obou prostorech rovnat

n(wp) dl = n(z) dL. (4.3)

Je jasné, zZe uvedend podminka musi platit pro vSechny body z, w a vSechny sméry. Pro
index lomu ve fyzikalnim prostoru pak dostavame vztah

dl
dL’
Pokud budeme uvazovat néjaké obecné zobrazeni, které bude zobrazovat virtualni pros-
tor se skalarnim indexem lomu, vysledkem bude fyzikalni prostor s indexem lomu, ktery
muze zaviset na sméru a lze ho pak popsat tenzorem. Velmi dulezitou tfidou zobrazeni
jsou takové, ktera zachovavaji izotropnost indexu lomu. Takovou vlastnost maji konformni
zobrazeni, kterd zachovavaji thly. Piikladem konformniho zobrazeni je napiiklad stere-
ografickd projekce.

Transformacni optika ndm umoziuje elegantni feSeni problémi s Sitenim paprsku svétla.
Predpokladejme, Ze ve virtualnim prostoru mame néjaké rozlozeni indexu lomu, u kterého
zname trajektorie paprskii. Ve fyzikalnim prostoru mame néjaké optické médium, u kterého
zname rozlozeni indexu lomu, ale nedafi se nam urcit trajektorie paprski. Pokud se nidm
podafi nalézt takové zobrazeni F', pomoci kterého lze prevést index lomu virtuélniho pros-
toru na index lomu fyzikalniho prostoru, pak trajektorie svétla ve fyzikalnim prostoru jsou
jednoduse obrazy trajektorii svétla v prostoru virtualnim.

Vzhledem k tomu, Ze budeme fesit dvourozmérny problém, mohlo by se zdat, ze pro
vypocet Maxwellova rybitho oka nam bude stacit zobrazeni mezi rovinami, ovSem tak
jednoduché to nebude. N&s virtualni prostor v pripadé Maxwellova rybiho oka bude neeuk-
lidovsky povrch a budeme ptfedpokladat, 7e na tomto povrchu je index lomu konstantni,
rovny 1, a proto mizeme z integralu v (4.2) vytknout index lomu. Tim padem budeme
extremalizovat drahu, a proto se svétlo bude §ifit po geodetikich na daném povrchu. Je
ukazano v [11], jak ze znamého indexu lomu sestrojit dany neeuklidovsky povrch, a také, ze
pro Maxwellovo rybi oko je virtudlnim povrchem sféra s polomérem R a zobrazenim stere-
ografickd projekce. Pokusime se tedy z téchto fakti a vztahu (4.4) dojit k rovnici (4.1).
Pro vyjadieni délkového elementu neeuklidovského povrchu zavedme valcové soufadnice
(R, 0, 7), pficem? predpokladame zavislost Z = Z (R) (uvazujeme pouze o zavislosti n(r),
pii které by mél byt povrch osové symetricky podél osy Z). Pak dostavame

n(zo) = n(w) (4.4)

A%
dI* = dR* + R*d#* + dZ* = dR* + R*d0* + <dR> dR?. (4.5)
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Jesté upravime na vysledny tvar

di2 = dR? + R*d6°. (4.6)

L (92Y
dR

Pro element optické drahy ve fyzikdlnim prostoru dostavame (pouZijeme polarni soutad-
nice)

dL? = n? (dr2 + 72 dg02) . (4.7)
Pomoci stereografické projekce ziskame vztahy mezi virtualnim povrchem a fyzikalni rovi-
nou
R(] (7’2 — R%) 2Rg7”
L =—"" = = . 4.8
R} +r? 7 R§ +r?’ 7 (48)
Pomoci vztahu (4.8) 1ze prepsat element délky virtualniho povrchu
dz\* (dR\’
= |{— — | | dr® + R(r)* dp*. 4,
() + () | 0+ R ae (19)
Vyuzijeme tedy vztah (4.3) a dostaneme
dz\* (dR\’
2 _ 2 (12  .25.2\_ |[94 2 27 2
dL? = n? (dr* + 2 dg?) = (dr> +<dr> dr? + R(r)? dy
4R34 4R3r?
- R P . (4.10)

R+ (B4
Z rovnice (4.10) tak ziskivame index lomu pro Maxwellovo rybi oko.

7 vyse uvedenych vlastnosti plyne, ze Maxwellovo rybi oko je dokonalou c¢ockou. Je
znamo, ze geodetiky jsou na povrchu koule hlavni kruznice, které vzniknou jako prunik
povrchu koule s rovinami prochazejicimi stfedem koule. Uvazujme, Ze na povrchu koule
mame bodovy zdroj, z néhoz se §ifi svétlo do vSech sméru. Dusledkem symetrie sféry je,
ze vSechny paprsky se znovu protnou a to na bodé sféry, ktery je protilehly bodu zdroje.
Proto se i po zobrazeni stereografickou projekci ve fyzikdlnim prostoru vSechny paprsky
jdouci z bodového zdroje setkaji v jiném bodé, ktery je obrazem bodu piuvodniho.

4.3 Maxwellovo rybi oko pro viny na vodé

Rozlozeni indexu lomu pro optické Maxwellovo rybi oko je dano vztahem (4.1). Pokud by
se nam podarilo nalézt takovy profil dna nadoby, ktery by déval stejné rozlozeni indexu
lomu i pro vlny na vodé, dostali bychom Maxwellovo rybi oko pro viny na vodé. Jedinym
rozdilem vuci vztahu (4.1) by bylo to, Ze ¢ by znacilo fazovou rychlost referen¢ni vlny,
proto, aby nedoslo k omylu, ji budeme znacit ¢,.s. Potom dostavame analogicky vztah pro
vlny na vodé

Cref . 2

v(r) 1—1—%'

n(r) =

(4.11)
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Z rovnice (4.11) muzeme vyjadrit fazovou rychlost v v zéavislosti na vzdalenosti od pocatku
a ta by se méla rovnat fazové rychlosti vlny vyjadiené podle vztahu (2.38)

2
Cref r g o
1+ — ) =.|tanh(kl) | =+ —g k|. 4.12
9 ( R%) \lan( )<k:+pg ) (4.12)

V tuto chvili jsme dostali potfebnou zavislost hloubky dna na vzdélenosti od osy symetrie.
Vysledek (4.12) jesté upravime na tvar

7’2 2
ok p (1 + fg)
Alg p+o g k?)

1
[ = %arctanh (4.13)

Maxwellovo rybi oko pro svoji fokusa¢ni vlastnost vyuziva celou rovinu. Z experimen-
talntho hlediska je ovSem nemozné uvazovat o nekone¢ném poloméru nadoby. Ukazuje se
vSak, 7ze chybéjici oblast rybiho oko ndm nahradi odrazy vin od stény nadoby v pripadé,
7ze polomér rybiho oka bude pravé Ry. O tom, Ze to takto bude fungovat, se mizeme
presvédcit tim, ze si pfedstavime zrdcadlo, které se nachazi v roviné xy vlozené do sféry
virtualni povrchu Maxwellova rybiho oka. Tedy paprsky se budou odrazet od tohoto zrd-
cadla (tento postup je umoznén tim, Ze stereograficki projekce je konformni zobrazeni),
a proto se nedostanou do puvodniho obrazu zdroje B, ale do bodu, ktery dostaneme zr-
cadlenim bodu B podle roviny zy. Pti odrazu vin od stény naddoby nedochézi ke zméné
faze viny, proto z uvedenych argumenti plyne, ze fokusacni vlastnost ziistane zachovana.

Nyni se vratme k diskuzi o tvaru profilu nadoby pro Maxwellovo rybi oko. Vztah (4.13)
upravime do trosku jiné podoby, ur¢ime pomér hloubky dna ku vinové délce A. Dostavame
pak vztah

I 1 A kop (1 + %)2
p = — = —arctanh el i (4.14)
A 27 4(g p+ogk?)

Pokud by byl pomér p maly ve velkém rozsahu rybiho oka, viny by se silné tlumily a
fokusa¢ni efekt by byl nepozorovatelny. Predpokladejme, 7Ze bychom tedy chtéli sestrojit
profil podle vztahu (4.13) p#i daném vlnovém ¢isle k£ a poloméru Ry. V takovém piipadé
existuje jediny parametr, c,.r, kterym lze ménit profil dna. Pokusime se tedy urcit parametr
cref tak, aby pomér p byl co nejvétsi. Funkce arctanh je definovana na intervalu (—1,1),
pticem7 lim,_,1; arctanh(z) = Zoo. Z uvedenych vlastnosti funkce arctanh dostavéame
podminku na velikost rychlosti referen¢ni viny. Musi totiz platit:

2k
%31. (4.15)
gptog

Pro piipad rovnosti ve vztahu (4.15) dostavame limitni situaci, kdy na okraji nadoby je
hloubka dna nekonecnda. Zaroven je také p nejvyssi mozné. Na obrizku 4.1 je zobrazena
funkce p pro tento ptipad. Vidime, ze bude dochézet k pomérné velkému tlumeni. Pro
situaci, kdy bude hloubka kone¢né ve vSech mistech rybiho oka, pak musi plynout stejny
zaveér jako pro limitni piipad. Proto experimentalni realizace Maxwellova rybiho oka pro
vlny na vodé bohuzel mozna neni.
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Obrazek 4.1: Prubéh funkce p, z zde znac¢i pomér r/Ry.
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Kapitola 5
Zaver

V této praci jsme se zabyvali dvéma tématy, které souvisely s vlnami na vodé. Prvnim
z nich bylo studium fazovych singularit na vodni hladiné. Ke vzniku fazovych singularit
jsme vyuzili interferenci t¥i valcovych vin. Jako jednim z klicovych problémi bylo nalezeni
metody pro hledéni fazovych singularit, to znamend, zjistit ¢i se dané misto vychyluje ¢i
nikoli. Takovou metodu se nam bohuzel nepodafilo nalezt. Jediné, co nas napadlo, bylo
zkoumat vlny na vodé pomoci odrazu laserového paprsku od vodni hladiny. Zajimala nés
trajektorie stopy laseru, ktera se vytvoii po odrazu od vodni hladiny na zdi. Sestrojili
jsme tedy experimentalni aparaturu potiebnou k této metodé. V teoretickém teSeni prob-
lému jsme zanedbali odrazy vin od stén kadé. Numerickym vypoctem jsme hledali polohy
fazovych singularit a dale trajektorii stopy laseru na zdi. V experimenatlni ¢asti jsme
se nejprve pokusili namérit nékolik vybranych mist pro ruzné frekvence a porovnat je s
vypoctem. Dale jsme se pokusili promérit okoli fazovych singularit. Vysledky byly znovu
porovnany s numerickym vypoctem. Pfi poronavani se ukazalo, Ze teoreticky model je ne-
dostatecny. Bylo potieba zapocitat i odrazené viny, které velmi ovlivni polohy singularit i
tvar vodni hladiny. Ukéazalo se, 7Ze pouzitd metoda neni dostatecné prukazné pro nalezeni
fazovych singularit. K dalsim pokusim s fazovymi singularitami ziejmé bude nutné nalézt
jinou metodu.

Druhym tématem bylo nalezeni profilu dna nadoby, kterému by odpovidalo Maxwellovo
rybi oko pro vlny na vodé. Nejprve jsme pomoci transformacéni optiky ukazali, ze rybi oko je
opravdu dokonalou ¢o¢kou. Pak jsme nasli hledany profil dna nddoby. Bohuzel se ukazalo,
ze by hloubka dna ve vétsiné nadoby byla velmi mala ku vlnové délce. Dochézelo by k
velkému tlumeni. Proto experimentalné realizovat Maxwellovo rybi oko neni mozné.
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Kapitola 6

Dodatky

6.1 Besselovy funkce

Besselovymi funkcemi [1], [6], [12] nazyvame TeSeni Besselovy diferencialni rovnice, ktera
ma tvar
d’y | dy
2 2 2 —
kde a je komplexni nebo redlny parametr. Besselovu funkci prvntho druhu muzeme defi-
novat pomoci Taylorovy fady v z = 0 jako

= (m+a+1)

Besselova funkce druhého druhu Y, spolu s Besselovou funkci J,, tvofi linearné nezavisla
feSeni rovnice (4.1). Pro «, které neni pfirozenym ¢islem, dostavame

Jo(x) cos(am) — J_(2) |

Y,(x) = - 6.3
(z) sin(ar) (6.3)
Pro prirozené « lze Besselovu funkci druhého druhu definovat pomoci limity takto:

Y, (z) = lim Yo (z). (6.4)

Dalsi dulezitou dvojici linearné nezavislych feseni rovnice (4.1) jsou Hankelovy funkce. Ty
lze vyjadrit pomoci J, a Y, jako

Hy(z) = Jy(x) +iY,(2) (6.5)
Hy(z) = Jo(z) —iY,(2) (6.6)
Pro nas bude dulezita nasledujici identita
d (0% «
o {x Hi(x)} =2"H} . (6.7)
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6.2 Skripty

Skripty byly napsany pro program GNU Octave [14]. Cilem skriptu kalibrace.m je ze
zadané frekvence pomoci vztahu (2.38) uréit vlnové ¢islo a vinovou délku. Nésleduje zadani
dvojnasobné amplitudy podle niz pak ur¢ime kalibrac¢ni konstanty, které pak pouzivaji dalsi
skripty.

kalibrace.m
= 0.072; %povrchove napeti
= 9.81; Ytihove zrycheleni
0.4; %hloubka kade
1000; %hustota
= input("Frekvence: "); %nacte frekvenci
g inline(’[sqrt((g * x + s * x**3 / r) * tanh(x * 1))] - f % 2%pi’,’x’); Jzadavame funkci,ze ktere
spocitame vlnove cislo
[x,j,info] = fsolve(g,[0]); %resi predeslou rovnici
delka = (2%pi / x) * 100 %vlnova delka v cm
k = x / 100 %vlnove cislo v cm
[1.37,1.385,1.43]; Ypolomery valcovych trubicek
= input("Delka cary: "); %nacte dvojnasobnou amplitudu
d / (2 * abs(besselh(0,1,k * (r(1) / 2)))) %kalibracni konstatnta a
=d /(2 * abs(besselh(0,1,k * (x(2)/2)))) %kalibracni konstatnta b

Hh KR H0@ ®w
]

o R
|

c=d/ (2 x abs(besselh(0,1,k*x(r(3) / 2)))) %kalibracni konstatnta c

Skript singularita.m, jak jiz z nazvu vyplyva, ma za kol najit fazové singularity v
predepsané oblasti pomoci podminky (2.13). Jelikoz procedura fsolve, ktera fesi pot¥ebnou
nelinearni rovnici, potiebuje zadat pocatecni bod vypoc¢tu, musime predepsanou oblast
prochézet dvéma for cykly, které méni pocatecni bod vypoctu. Vzhledem k tomu, Ze pro
blizké body muze reseni konverbovat ke stejnym vysledkum, je nutné jesté vybrat pouze
riznd feSeni. Posledni faze vypoctu piitazuje nalezenym singularitim odpovidajici polohu
laseru tak, aby laser na ni pravé svitil.

singularita.m
K= [1;
P=[];
pocatek = [0,0]; %udava polohu obdelniku ve kterem nas budou zajimat singularity
delka = [30,30]; %delka stran obdelniku
deleni = [20,20]; %pocet dilku, na ktere rozdelime x a y stranu obdelniku
e = 2; Y%skalovaci konstanta velikosti trojuhelniku
scitac = 1;
for m = 0 : deleni(1)
q = pocatek(1l) + delka(l) / deleni(1) * m; %x souradnice pocatecni hodnoty pro vypocet
for n= 0 : deleni(2)
w = pocatek(2) + delka(2) / deleni(2) * n; %y souradnice pocatecni hodnoty pro vypocet
f = inline (°’[y = abs((besselh(0,1,k * sqrt(x(1) *x 2 + x(2) ** 2)) + ko2 * besselh(0,1,k * sqrt(x(2)
*x 2 + (x(1) - e * 15) *x 2)) + ko3 * besselh(0,1,k * sqrt((x(2) - e * 12.990381) ** 2 + (x(1) - e * 7.5) ** 2)))),
y = abs((besselh(0,1,k * sqrt(x(1) *x 2 + x(2) ** 2)) + ko2 * besselh(0,1,k * sqrt(x(2) **x 2 + (x(1) - e * 1B)
*% 2)) + ko3 * besselh(0,1,k * sqrt((x(2) - e * 12.990381) ** 2 + (x(1) - e * 7.5) ** 2)))))]’,’x’); %absolutni
hodnota souctu besselovych funkci
[x,j,info] = fsolve(f,[q,w]) %resi predeslou rovnici pro pocatecni body
if (info == 1 & x(1) <= (pocatek(1l) + delka(1)) & x(1) >= pocatek(l) & x(2) <= (pocatek(2)+delka(2))
& x(2) >= pocatek(2)) Ypodminka konvergentnosti reseni a velikosti zkoumane plochy
K(scitac,1) = x(1); %nacte x slozku reseni do matice
K(scitac,2) = x(2); %nacte y slozku do matice
scitac = scitac + 1;
endif
endfor
endfor
D = size(K);
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if (D(1)>1)
for n =1 : (D(1) - 1) %tento cyklus projizdi matici reseni a hleda stejna reseni
form= (n + 1) : D(1)
if (abs(K(n,1) - K(m,1)) < 0.001 & abs(K(n,2) - K(m,2)) < 0.001)%pokud jsou reseni stejna ulozi do
radku cisla 12345
K(m,1) = 12345;
K(m,2) = 12345;
endif
endfor
endfor
endif
[radky,sloupce] = find(K == 12345); %ziskame polohy cisel 12345 v matici
B = size(radky) (1) / 2;
scitac = 0;
for n = 1 : B %tento for cyklus maze radky s cilem 12345

v = radky(n) - scitac;

K(v,:) = [1;

scitac = scitac + 1;
endfor

h = size(K)(1);
for n = 1 : h %urci polohu laseru pro vypoctene singularity
smer = [-1.4,17.1,-25.3]; %smer laseru
rovina = 29.84; %vzdalenost od hladiny
posun = [33.9,6.3]; %posun souradnicovych systemu
t = rovina / smer(3);
poloha = [t * smer(1) + K(n,1),t * smer(2) + K(n,2)];
polohalaseru = poloha + posun; %poloha laseru
P(n,:) = polohalaseru; %nacte polohu laseru do matice

endfor

Posledni skript odraz.m ukazuje piiklad vypoctu trajektorie stopy laseru na zdi. Vyuziva
rovnic popsanych podrobné v oddilu 2.4.

odraz.m
Q=101
scitacl = 1;
polohadrzaku = [42,45,48,51,42,45,48,51,42,45,57,59;-6,-6,-6,-6,-4,-4,-4,-4,-2,-2,-2,-2,];
for n = 1 : 12 Ycyklus pro vypocet polohy dopadu laseru na nevychylenou hladinu
smer = [-1.4,17.1,-25.3]; %smer laseru
posun = [33.7,6.3]; %posun souradnych soustav
poloha = [polohadrzaku(l,n),polohadrzaku(2,n)] - posun;
t = - 29.84 / smer(3);
q = t * smer(1) + poloha(l); %x poloha dopadu laseru
o =t * smer(2) + poloha(2); %y poloha dopadu laseru
scitac = 1;
delenicasu = 1 / (50 * £);%
w = 2 % pi * f;%uhlova frekvence
for t = 0 : delenicasu : (1/ f) %cyklus,ktery pro dany cas spocita polohu stopy laseru na zdi
g = inline (’[y = real((a * besselh(0,1,k * sqrt(x(1) ** 2 + x(2) ** 2)) + b * besselh(0,1,k * sqrt(x(2)
**% 2 + (x(1)-e*15) #* 2)) + c * besselh(0,1,k * sqrt((x(2)-ex12.990381) ** 2 + (x(1)-ex7.5) *x 2))) * exp(-i *
w *x t)) - smer(3) * x(3), y = x(2) - smer(2) * x(3) - o,y = x(1) - smer(1) * x(3) - ql’,’x?);%rovnice pro vypocet
mista dopadu
[x,j,info] = fsolve(g,[q,0,0]);%resi predeslou rovnici
if (info == 1) Ypodminka konvergentnosti reseni
P(1) = x(1); %x souradnice mista dopadu laseru na hladine
P(2) = x(2); %y souradnice mista dopadu laseru na hladine
P(3) = smer(3) * x(3); %z souradnice mista dopadu laseru na hladine
px = inline (’[y = real((k * x(1) / sqrt(x(1l) ** 2 + x(2) ** 2) * a * besselh(-1,1,k * sqrt(x(1l) ** 2
+ x(2) *#*x 2)) + k * (x(1) - e * 15) / sqrt(x(2) ** 2 + (x(1)-ex1b) ** 2) * b * besselh(-1,1,k * sqrt(x(2) ** 2
+ (x(1) - e * 15) ** 2)) + k * (x(1) - e * 7.5) / sqrt((x(2) - e * 12.990381) #** 2 + (x(1) - e * 7.5) ** 2) *
c * besselh(-1,1,k * sqrt((x(2) - e * 12.990381) ** 2 + (x(1) - e * 7.5) *x 2))) * exp(- 1 * w * t))]°,°x°);
%parialni derivace podle x
py = inline (’[y = real((k * x(2) / sqrt(x(1) ** 2 + x(2) **x 2) x a * besselh(-1,1,k * sqrt(x(1) ** 2
+ x(2) ** 2)) + k *x x(2) / sqrt(x(2) ** 2 + (x(1) - e * 15) ** 2) * b * besselh(-1,1,k * sqrt(x(2) **x 2 + (x(1)
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- e * 1B) ** 2)) + k *x (x(2) - e * 12.990381) / sqrt((x(2) - e * 12.990381) *x 2 + (x(1) - e * 7.5) ** 2) * ¢
* besselh(-1,1,k * sqrt((x(2) - e * 12.990381) #* 2 + (x(1) - e * 7.5) **x 2))) * exp( - 1 * w * t))]?,°x’);
%parcialni derivace podle y
N(1) = - px([P(1),P(2)]1); ’%slozka x normaloveho vektoru
N(2 )= - py([P(1),P(2)]); %slozka y normaloveho vektoru
N(3)=1; %slozka z normaloveho vektoru
odraz = smer - N * 2 % (smer(l) * N(1) + smer(2) * N(2) + smer(3) * N(3)) / (N(1) *x 2 + N(2) ** 2 + N(3)
*x 2);%vypocet odrazeneho paprsku
vzdalenostzdi = 204;
m = (vzdalenostzdi - x(2)) / odraz(2);
if (m > 0)
Q(scitac,scitacl) = m * odraz(1l) + P(1); %ulozi x souradnici stopy laseru na zdi do matice
Q(scitac,scitacl+l) =
scitac = scitac+l;
endif
endif
endfor

m * odraz(3) + P(3); %ulozi z souradnici stopy laseru na zdi do matice

save -ascii "Q.dat" Q;%ulozeni vypoctenych poloch stopy laseru do souboru
scitacl = scitacl+2;

endfor
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